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Equations aux Dérivées partielles du 2°¢ ordre.
Domaines a connexion multiple.
Fonctions sphériques non antipodes.

PAR

Marcer BRILLOUIN

Introduction

1. — Un grand nombre de questions de physique ou de mécanique
conduisent & des équations aux dérivées partielles du second ordre a
deux variables indépendantes. Au cours du xrxe siécle, les mathéma-
ticiens et les physiciens ont écrit pour les étudier d’innombrables mé-
moires, et cependant, les difficultés sont telles que des questions impor-
tantes ont a peine été abordées. C’est sur ces questions que je désire
attirer l'attention en indiquant un mode d’attaque probablement
suffisant d’ordinaire, mais sans essayer le travail, pourtant indispen-
sable, de distinction entre les cas ordinaires et les cas extraordinaires
ot le mode de construction de 'intégrale que je propose se trouvera en
défaut.

Les équations les plus étudiées sont les équations du potentiel ;
mais c’est tout récemment que les conditions d’existence ont été étu-
diées par M. de la VALLEE-POUSSIN, puis par M. JULIa, dans le cas
ott le contour est & connexion multiple. Un tel cas se présente quand
on veut étudier la forme d’équilibre d'une membrane appuyée sur
plusieurs anneaux irréguliers ; de méme, s'il s’agit de 1’écoulement
permanent d'un liquide géné par plusieurs obstacles cylindriques
paralléles ; les problémes électrostatiques ou électromagnétiques per-
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manents avec plusieurs obstacles cylindriques paralléles sont aussi
fréquents. Voici donc une premiére question « construire I'intégrale
de l’équation du potentiel pour un domaine plan, & connexion mul-
tiple » pour lequel je ne connais ni indication d'une méthode générale
de construction, ni un exemple particulier, lorsque la connexion est
supérieure a celle de I’anneau. Je crois que la méthode que je propose
est nouvelle, d’'une mise en ceuvre relativement simple, et sans mé-
comptes.

Lorsque le milieu ot se produit le phénoméne de gravitation, d’élec-
trostatique, d’électromagnétisme a une constitution hétérogéne a
variation continue, lorsque le liquide est remplacé par un fluide, com-
pressible et hétérogéne, 1’équation aux dérivées partielles differe de
I’équation de LAPLACE. C’est souvent encore une équation linéaire du
second ordre, mais A coefficients variables d'un point & 'autre. Le pro-
bléme apparait comme beaucoup plus compliqué. ,

Je propose de I'aborder de la maniére suivante : quelle que soit la
connexion, je forme d’abord, par le mode de construction précédem-
ment indiqué, I'intégrale de I’équation du potentiel qui prend les va-
leurs données en tous les points du contour. La fonction V ainsi cons-
truite satisfait aux conditions au contour, mais ne satisfait pas a
Iéquation aux dérivées partielles. Pour satisfaire & cette derniére,
j'ajoute 2 la fonction V, une fonction v nulle sur tous les contours, et
je'la construis de telle sorte que V - v satisfasse a 1'’équation aux
dérivées partielles donnée. -

La discussion des cas d’exception, en relation avec les propriétés
des coefficients variables de ’équation aux dérivées partielles, n’est pas

abordée.

2. — Il y a pourtant toute une série de problémes pour lesquels ces
cas exceptionnels sont plus intéressants. Ce sont les problémes de
recherche des périodes propres d’oscillation. Dans ces problémes I'équa-
tion générale linéaire & deux variables d’espace ¥, y, contient en outre
des dérivées par rapport au temps. On fait disparaitre celles-ci, en
étudiant le phénomeéne périodique pur, et prenant la fonction cherchée
sous la forme Ve, Les coefficients de I'équation aux dérivées par-
tielles par rapport 2 x, ¥, contiennent alors le parametre 0, et, comme
on sait par les éxemples 4 connexion simple, l'intégrale n’existe et ne
satisfait aux conditions au contour que pour une suite discréte de va-

— 174 —



EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU 2 ORDRE

leurs particuliéres de 5. Lorsque l'intégrale est connue par un déve-
loppement en série, le développement est divergent en général, et ne
devient convergent que pour les fréquence: propres 6 que 1’on cherche.

La recherche de ces conditions de convergence est alors le véritable
probleme physique ; il convient de remarquer que § ne figurera que
dans la série complémentaire v, mais sous des signes de quadrature
(voir § 4) qui rendront peut-étre difficile la mise en évidence des
fréquences propres. "

3. — Je n’ai donné la forme explicite du développement que pour
un type de conditions aux contours : valeur de la fonction elle-méme
donnée au contour.

Lorsqu’on donne la valeur de la dérivée normale en tous les points
du contour, la construction des séries est encore possible, bien que le
choix des fonctions qui serviront 4 la construction complémentaire v
soit beaucoup moins simple.

Mais, lorsque les données sont mélangées, fonction sur certains arcs
de contour, dérivée normale sur d’autres et surtout lorsque la donnée
est une relation linéaire entre la fonction et ses dérivées premiéres, je
" ne puis encore rien dire (1). '

4. — Dans une autre direction, le progrés me parait possible, et
c’est en réalité pour ce probléme bien plus complexe que j’ai entrepris
I’étude des régions a connexion multiple. Ce probléme type, qui accu-
mule toutes les difficultés, est celui des vibrations propres d'une
plaque courbe, (Equation aux dérivées quatriémes) encastrée par son
bord, appuyée en un ou plusieurs points de son intérieur, et percée
d’ouvertures a bord libre : prototype schématique de la ¢able des ins-
truments a corde, avec ses ouies, et les points d’appui de I’Ame, des
pieds du chevalet, — sans oublier la complication due 4 la barre.

Pour faire un pas dans ce sens, il faudra d’abord apprendre 4 cons-
truire I'intégrale d’une équation linéaire aux dérivées partielles du 4¢
ordre, en satisfaisant & deux conditions le long de chaque contour. Ce
sera la premiére difficulté & attaquer.

«

(1) Note ajoutée au moment de 'impression. — ] emploie maintenant des fonctions z... d’une
forme plus simple que celles indiquées pnr la formule (14), et qui s’adaptent aussi facilement
4 tous les types de conditions au contour.
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CHAPITRE PREMIER

Domaine simple

1. — Un grand nombre de quesg'ions de Physique mathématique
se rameénent a l'intégration d’une équation linéaire aux dérivées par-
tielles du second ordre avec des conditions diverses aux contours. Mal-
gré les innombrables travaux des géométres sur ce sujet, le nombre
des problémes que l'on sait traiter jusqu’au bout est extraordinaire-
ment restreint. Les contours qui se sont prétés a l'intégration et 4 la
discussion numérique, méme dans le cas le plus simple, tel que les
vibrations des membranes, se bornent a peu prés au rectangle, & quel-
ques triangles, & la circonférence, a l'ellipse et 4 ’anneau circulaire.

Je vais montrer comment on peut, pour les problémes plans, quelle
que soit la complication des frontiéres, construire les fonctions néces-
saires au développement en série de 1'intégrale, satisfaisant aux condi-
tions aux frontiéres et 4 I’équation aux dérivées partielles.

2. — Je commence par le probléme le plus simple.
Etant donné un domaine simple, intérieur & la courbe
(1) r = f(2)

en coordonnées polaires «, 7, autour d'une origine intérieure, on de-
mande de former le potentiel V qui prend sur le contour les valeurs
V(). :
Je suppose le contour assez simple pour que, d’une origine conve-
nablement choisie, chaque rayon vecteur « (0 < « < 2m) rencontre le
contour en un seul point.

Puisqu’il s’agit d'un potentiel, je vais construire la solution a 1'aide
de la suite compléte de solutions simples bien connue : '

1, 7 sin 2, 7 cos 2, 72 sin 22, 72 COS 22, + -+
et je poserai en général

(2) U =rksin ks, U, =" cos k.

2k—1
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Soient #, b, des constantes qui seront déterminées seulement i la
fin de la solution. La suite de fonctions ®(r, =), dont chacune satis-

fait dans tout le plan & '’équation du potentiel,

4’021

o =n (b + U (1,9)

I

(3) ) ®, =n2(bz + b:‘bl + Uz(r’“))

[, 0 I N—1
q'N:nN(bN+bNmI 4 e bN ¢N-——I+UN(1’1)>
est, elle aussi, une suite compléte.

REMARQUE. — Quand les constantes #, b seront connues on pourra,
en résolvant par rapport aux U, donner aux ¢ la forme, équivalente,
0 I 2 N—: N
(4 ey=ay+ayU, +ayU, + - +ay "Uy_ +a Uy
Sous cette forme, on peut écrire immédiatement les équations des lignes
de force qui correspondent aux potentiels U, et en fournissent les tra-
jectoires orthogonales :

" 2 I 4 3
5 \ “N=“NU1_“NU2+“NU3_“NU4+"‘
/

2k 2k—1 N N
+ayU,,_—ay U, + -+ (—1) ayl,
ot le dernier terme est le terme orthogonal 4 Uy, c’est-a-dire Uy_, si
N est pair, Uy, si N est pair.
On peut d’ailleurs éviter la recherche des 4 de la maniére suivante :
Je pose
U, =rkebr=0U_ +U_,

u = —drkettr =0,  —iU,

2k—1

et j’écris la suite
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avec les mémes coefficients réels, #, b, que dans la suite (3). Les W sont
alors des fonctions complexes

(5" Wy = &y +i¥y

dont la partie réelle reproduit la suite (3), et le coefficient de I'imagi-
naire est identique 2 la suite (5).

3. — Cela posé, le potentiel a déterminer peut étre écrit sous la
forme d’une série

(6) V= ‘:‘BN(‘)N("H‘%
et il faudra choisir les coefficients By et tous les coefficients #, b, de

maniére a satisfaire le plus simplement possible & la condition du
contour

(7 V() = VBNQ’N‘(f("): a).

Une normalisation convenable des fonctions Py va fournir la solu-
tion.
La somme des carrés des erreurs au contour est

a9 = v

Onla rend minimum, — ce que nous appelons satisfaire a la cond1t10n
au contour — en déterminant les By par les equatlons :

EBN(2¢M(f ) - b (e 3) - t= [ o 102 -V

N=o v

Equations que I'on réduit &

27T
(8) By = [ Py (/(2), %) - V(3)
sil’on a normalisé la suite ® par la condition
2 0 M=N
O [ enG@n anm =3 0 TN

Telle est la condition, de normalisation au contour, qui va servir a
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déterminer les b et les . Des régles classiques donnent

(10) b¥ ZL Uy (H(@),%) - 2y (f(=),9) - dx,- M <N,

et
(1) (;Ib;) - L'H[UN ()T da[ (83) + (83)7 -+ (o8 )

Pour trouver le potentiel V qui devient V() sur le contour » = f(«),
on commencera donc par déterminer les b, #, par les équations (10) et
(11). On déterminera ainsi les fonctions ® dans tout le domaine.

Ces fonctions ne dépendent que de la forme du contour 7 = f(z) ;
elles restent les mémes quelle que soit la distribution donnée V() sur
le contour.

Calculant ensuite les By par les équations (8) , on aura la série qui
fournit pour V la valeur donnée sur le contour.

REMARQUE. — Si l'on veut avoir les lignes de force de cette distri-
bution, on n’aura qu’a calculer les coefficients a des formules (4), pour
former les fonctions Wy (5), ou & employer les expressions (5') des Wy ;
les lignes de force seront données par

(12) W = ¥By¥y
avec les mémes coefficients By calculés pour V.

4. — EQUATION LINEAIRE QUELCONQUE AUX DERIVEES PARTIELLES
DU SECOND ORDRE. ‘
Supposons maintenant que la fonction cherchée, fau lieu }d’étre
un potentiel défini par 'équation
BV PV _V | 1oV IV
ax? a2 T o rar 123
soit une fonction définie par une équation aux dérivées partielles du
2¢ ordre, linéaire par rapport a Vet a ses dérivées, avec des coefficients
fonctions quelconques des coordonnées :
%V V. 2V oV 2V

<13) I4(V) = a’a? = a?by -+ C’a*y—z‘ —+- alg -+ blsy -+ CIV -+ a5 = O.

J— 179_



MARCEL BRILLOUIN

Au lieu de chercher 4 traiter le nouveau probléme ab ovo, je vais
whiliser la solution oblenue pour le potentiel, en la complétant par une
fonction ¢ assujettre a étre nulle sur le contour.

On obtient une infinité de telles fonctions en prenant par exemple :

[ porms = 4 g

r —f()

(14)
( G p. g = SO P 1) ++COS g1,

p est un nombre entier, non nul; g est aussi un entier, qui peut étre nul.
Rangeons ces fonctions en ordre linéaire, tel que le nombre des
concamérations croisse avec une régularité suffisante :

1.0 — %1
$2,0 = P2 1,1 =— P3 f1,2 = T4
¢3,0 — 95 3,1 = Ye $2,2 — P7 1,3 — ¥8 %1,4 =— P9 °°

“pr—zptoagt 1 Fp—g2q T Fpr—zptoqta’

Tp—g2q—1 =
Prop—2 — Fp2—10 Pr2p—3 = P(p%)°
Je les caractérise par un seul indice N, qui détermine les p, g de la
maniére suivante ; ’

Soit
<< N (n+ 1)%
en posant
N = #n?® + m.
Siona

m<n+ 1,
on en déduit
p-_—n, g=m—1I:
siona
m=n + 1,
on en déduit

p =20+ 1—m, q

l
b
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ce qui détermine les deux indices entiers p, ¢, a I'aide du seul indice
entier N,

Ce classement nous permet de former une suite simple et compléte
de fonctions vy, & normaliser convenablement, qui sont toutes nulles
sur la frontiére [» = f(«)] :

| vI = ?I
I
S ‘v2 = m2[p2vl + ?2]
— el 2
(16) U= msf"svt + B, c"3]

- [ 1 L2 . .+(JN—I " ]
Uy = MmNy, Ay, v °N  UN—: T 9N

Y

Les 5, m seront déterminés, indépendamment de la forme de I'équa-
tion (13) aux dérivées partiel'es, par les formules suivantes, déduites des
conditions de normalisation (18)

M (T (v (r,0) vy (1,2), M<N
(20) N T A 1.0 ray - ¢\ M(’ ’ <
et :

(21) - (
\ L) (2 (23]
et je prends

(17) i V=V -+ Zcguvy

qui satisfait a la condition au contour.

Si je porte cette expression dans I'équation aux dérivées partielles
(13), 1a somme des carrés des erreurs est,

‘nztdl "f(i)dy . [L(v)]?

« 0 o

qu’il s’agit de rendre minimum par un choix convenable des coefficients
¢, tel que

2w /() 27 /()
’ dzf drev-vy-L(V) + EcNf dx [ rdr « vy vy = O.
(o} [¢] /O

v O
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- Normalisons les vy par la condition

27 f(a) 0 M=N i o
(18 f 'df var vy v = - ‘
\7) A 2 . M®YN /1 M =N ;

nous aurons

27 i(2)
(19) ey = — { dzf rdroy - L(V)
JO o

ce qui résout le probléeme.

5. — Discussion. — La construction de la suite de fonctions vy
ne dépend que de la forme du contour ; elle ne dépend ni de I’équation
aux dérivées partielles (13), ni des conditions au contour pour V. Seules
des singularités de forme du contour pourraient créer des difficultés ;
mais il me semble que la condition que i’ai imposée au début « chaque
rayon vecteur 7 rencontre le contour en un point a distance finie et
un seul » suffise a éviter toute difficulté. ’

1’équation aux dérivées partielles (13) n'intervient que dans le
calcul des coefficients ¢y (19), du développement (17) qui fournit la
solution. A premiére vue, rien ne fait prévoir que I'on puisse rencontrer
une difficulté dans 1’évaluation des intégrales, (19) étendues a tout le
domaine intérieur au contour 7 = f(2). Faut-il en conclure que le
développement fournit bien la solution, unique et déterminée, du
probléme posé, pourvu que le développement soit convergent, quelle
que soit ’équation aux dérivées partielles (13), elliptique ou hyper-
bolique, dans tout le domaine, ou de caractére différent en différents
points du domaine ? Les difficultés, pour les domaines ot 1’équation
est hyperbolique, sont-elles reportées uniquement sur les conditions
de convergence ?

Ce sont 12 des questions de premiére importance, que je laisse en
suspens, parce qu’elles dépassent mes forces.
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CHAPITRE II

-

Couronne annulaire

6. — Les développements précédents sont facilement adaptables
a la couronne annulaire ayant 7 = f(x) pour frontiére intérieure et
r = g(a) pour frontiére extérieure, avec point origine dans le domaine.
central exclus.

SEAGIN

e = A

Fi6. 1.
Je traite d’abord le cas du potentiel satisfaisant & I'équation de
LAPLACE

a2V 13V 12V

—_— 4 -+ S =
o2 7 or 72 022

et astreint a prendre la valeur V,(a) sur la frontiére intérieure et V,(a)
sur le contour extérieur. ' '
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Dans le cas de I'anneau, la suite de solutions simples nécessaires est
double :

1 rsinx rcosx #2sin2x 72cos2a---

(20) ) 1. 1 g I
@ logr, _sina,  Ccosa  Gsin 23, 5 c0s 23, -

Pour construire la suite unique de fonctions & normaliser, je poserai

\ Uy = r*sin ks, U, = r* cos ks,
(21) . 1. I

/U4k+1=ﬁsmk1. U4k+2=;kcosk1
en commengant (¢ = 0) par

U, =1, U, =31, U, =log r.

Avec ces notations il n'y a rien & changer en ce qui concerne la
formation des suites de fonctions ®x et de leurs trajectoires orthogo-
nales ¥y, (§2).

Posant ensuite

V = ZBNCDN(?',C()

les deux conditions aux contours, fournissent une somme des carrés
des erreurs

[ ][ By (1), 2) — Vi) Jo + [SB by (gl 2) —Vela) 2]

e

dont le minimum est obtenu en choisissant les By par les conditions

\ { hd’[ }: By Py (f(2), )Py (f(2), ) — @y (f(2)s a)VI(’-")_l[
(22)! N zo “l=o.
' /+ ’ d-’l: D Byn(gla)) Py (g(i),a)—"’M(g(“),“)VZ(J)]\

o Neo /

Ces équations se réduisent a la forme simple
@) Bu= @) aVit) + [ ey (e, ) Vel
si on choisit, pour normaliser la suite ®x
r2m .o .M=N

(a) [ g (1)) - g (F009) + e (gl (@) | =1 o p o

Vel

— 184—.



EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU 2 ORDRE

Ces conditions donnent

1 "

(25) DY = | Uy (f2,)y (f2)2) + Uy (8()2) Py (g()))] M<N

. 0

(26) <17\> A CNTERE + Ux (g, |

(R (o (037

Tes coefficients By ainsi déterminés conviennent aussi a
W = XBx''y qui détermine les lignes de force.

7. — Résolvons maintenant le méme probléme pour une équation
quelconque linéaire aux dérivées partielles (13) du second ordre. Partant
toujours de la solution obtenue pour le potentiel, je n'ai qu’a reproduire
ce qui est dit au § 4, en prenant seulement les

§ e r— () .
(27) \ Fpag—r = SPT G i s
: ¥ — @
¥ p.ag = ST PTGy gy O ¢

nulles aux deux contours, au lieu des (14), et dans les formules de nor-
malisation prenant l'intégrale en 7dr de f(x) & g(») — [au lieu de de
0 a f(=)] (voir la Note du § 4).

Bien entendu, on a supposé l'aire réellement annulaire, c’est-a-dire

f(2) — g)a) <o
pour le méme « quelconque ; on a supposé aussi que chaque rayon
vecteur rencontre chacun des deux contours en un point et un seul.
Mémes réserves qu’'au § 5, si I'équation (13) est de caractére hyper-
bolique

8. — 1l peut arriver que les coordonnées du paragraphe précédent
ne soient pas les plus avantageuses. Par exemple, si I'ilot interne est
trés excentrique, il vaudra mieux prendre des coordonnées bi-circu-
laires fournies par une charge + I, en un point intérieur a I'ilot, et
une charge — I extérieure & distance finie. Appelons », la distance
d’un point quelconque au point + I, 7, la distance au point — 1,
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oy, oy, les angles de ces rayons avec I'axe ox; je construirai toutes les
formules de résolution avec
: o
(28) v=":" et % — az — ar,
72
aulieu der et o.

Fi1G. 2.

Le contour extérieur sera défini par v = g(u), le contour de I'ilot
par v = f(u), et tout se poursuivra sans autre changement.

CHAPITRE III

Y

Domaines & connexion multiple quelconque

9. — Occupons-nous maintenant des domaines a connexion mul-
tiple. Au lieu d’un seul flot entouré d'une frontiére, comme dans les
anneaux, supposons qu’il y ait un nombre quelconque fini, 2, 3,...
5... 10, ilots épars dans le domaine que limite un seul contour. Nous
voici en présence d'une difficulté nouvelle sans I’aide d’aucun exemple
particulier. Les mathématiciens se sont uniquement préoccupés des
questions d’existence de la solution dans le cas du potentiel, et les
difficultés rencontrées ont absorbé toute leur attention (voir p. ex.
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de'la Vallée Poussin, Julia). Ma curiosité est tout autre ; je veux
former la solution quand elle existe, sans rien discuter a ce sujet ; les
coordonnées employées dans les discussions d’existence ne conviennent
pas du tout pour la construction de la solution. ’

Ce qui a permis une expression simple de la solution dans le cas de
I’anneau, c’est I'existence d'une coordonnée, 'angle azimutal «, dont
la variation de o & 2= fournit tous les points de la frontiére extérieure
une fois. et une seule, et de méme pour la frontiére intérieure, avec
correspondance bi-univoque de chaque point de 'une 4 un point de
autre.

1l s’agit de définir tous les contours de tous les ilots de maniére a
conserver une propriété de ce genre.

10. — COORDONNEES ELECTROSTATIQUES. — Je me suis heureuse-
ment apergu que rien n’est plus simple. 11 suffit de se rappeler quelques
propriétés du potentiel, dont 1’énoncé est le plus clair en langage élec-
trostatique :

I. — Le maximum absolu du potentiel se trouve en un point de la
frontiére. Il en est de méme du minimum,

Si donc nous adoptons zéro pour potentiel de la frontiére extérieure
et d'un certainjnombre d’ilots, et V; pour tous les autres ilots, le po-
tentiel dans tout le domaine sera compris entre zéro et V;. Toutes les
lignes de force iront, sans aucun croisement, de la frontieére V, ala
frontiére zéro. Aucune ligne de force non nulle ne peut aller d'un point
d’un des ilots V; & un autre point au méme potentiel V; ; ni d'un point
au potentiel zéro & un autre point au méme potentiel zéro. Les lignes de
force établissent une correspondance biunivoque entre chaque point
de la frontiére au potentiel V, et un point de la frontiére zéro.

II. — Soit M la charge totale de I'ensemble des flots au potentiel
V,, et —M la charge totale des 1lots et du contour au potentiel zéro;
le flux de force total est 2z M. Partons d’'un point arbitraire de la
frontiére V,, et suivons-la dans le sens des flux croissants # ; nous dé-
crirons d’abord une partie du contour de I'flot A, et nous atteindrons un
point ott la force est nulle, point de départ d’une ligne de force constam-
ment nulle qui se termine en un point d'un ilot voisin B. Les lignes de
force suivantcs partiront tout prés de ce point de force nulle sur'ilot B ;
le flux continuant & croitre, on décrira une partie de B, jusqu’a une nou-
velle région de force nulle, ot se fera le passage 4 un autre C des ilots de
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potentiel V. Continuant, on reviendra décrire les arcs complémen-
taires de B, A, toujours en arrivant par une région de force nulle, et
en changeant d’flot en un autre point de force nulle, jusqu’a ce que
I'on revienne sur A au point de départ avec la valeur # = 27M du flux.

Suivons jusqu’au potentiel zéro la ligne origine des flux ; nous décri-
rons de la méme maniére tous les ilots et le contour au potentiel zéro,

e,

Les lipnes b force nulle sant indiguees

Jpar un lrait double

Fie. 3

en passant une fois et une seule par chaque point ; le passage d’un ilot
a un autre, ou au contour extérieur, se fera toujours dans une région de
force nulle des deux contours. Il n’y a d’ailleurs aucune correspon=-
dance entre les régions de force nulle sur les lots V;, et celles sur les
ilots zéro.

Les lignes de niveau, méme les plus voisines des extrémes sont des
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lignes trés sinueuses, qui suivent de prés les contours des ilots, sauf en
face des arcs de force presque nulle ; chacune de ces lignes de niveau
se trace d'un trait continu, en sorte que le domaine entre le ligne de
niveau V; — g, et la ligne de niveau + ¢, est exactement un domaine
annulaire de méme connexion que I’anneau entre deux circonférences.

Jappelle coordonnées électrostatiques le potentiel v et le flux u ainss
défims.

Le potentiel v jouera dans toutes les formules suivantes le méme role
que 7 pour I'anneau circulaire, et le flux # le méme réle que z, avec la
seule différence que le flux total est 2M au lieu de 27, en appelant + M
la charge totale des ilots positifs.

11. — CHOIX DES COORDONNEES FLECTROSTATIQUES POUR UNE DIS-
TRIBUTION DONNEE D'ILOTS A L'INTERIEUR D'UN CONTOUR DONNE. —
Pour utiliser cette indication générale, il s’agit de choisir judicieuse-
ment, le systéme de coordonnées électrostatiques v, #, pour chaque dis-
tribution donnée des ilots.

Je puis choisir arbitrairement les ilots positifs et les flots négatifs ;
mais il est clair que certains choix seraient maladroits ; ce sont ceux
qui fourniraient des coordonnées enchevétrées, et d'une interprétation
confuse. Le dessin des ilots renseignera facilement, pour peu qu’on se
soit exercé a tracer 4 vue quelques réseaux de lignes de force et de
lignes de niveau. A part le cas ot les ilots sont trés nombreux et, en
partie, & peu prés alignés, il conviendra de les séparer en deux groupes:
un groupe central positif et un groupe périphérique négatif ainsi que le
contour.

Pour avoir les coordonnées les plus simples, on prendra, au milieu
de chaque ilot positif Px un point polaire Ax, ayant une charge mu, —
dont je préciserai le choix plus loin, — et au milieu de chaque ilot néga-
tif N» un point polaire Bx de charge — ma. 1l restera pour le contour
extérieur une charge — (¥me + Xmn) = — m,, qu’il sera le plus
souvent avantageux, de répartir sur un ou plusieurs points, extérieurs
a la frontiere, et généralement éloignés. Si 7 désigne la distance d'un
point x, ¥, du domaine libre au point polaire As, et o 'angle azimutal
du point #, y autour du point polaire Az, je prendrai

: "k T\ ey .
(29) v +du=— Zmylog <C—k> ~+ Emy, log (C—}) -+ [ Sy — Sy ],
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Les points extérieurs négatifs jouent un réle analogue au point exté-
rieur utilisé dans les coordonnées bi-circulaires pour un anneau trés
excentré (§ 8).

12. — Il faut maintenant choisir les charges »u et les rayons c.

Commencons par ceux-ci ; si le rayon 7« est égal a cx, le potentiel, dii
au point de charge mu, est nul. Pour chaque point Az, on choisira faci-
lement, @ vue, un rayon c; dont la circonférence traverse les régions
ot I'on veut que le potentiel total soit nul.

D’autre part, si la surface de I'ilot £ équivaut a un cercle de rayon
gk << cx, en prenant me égal a V, /(log cx — log ck) le potentiel di a ce

~seul point
log 7}, — log ¢,

O e P
(3 T Viiog o —Tog gy

sera égal 2 V, sur cette circonférence.

Si les ilots ne sont pas trop serrés, la courbe de potentiel V; autour
du pole Ak, dans le potentiel total v, ne s’écartera pas beaucoup de cette
circonférence ; si I'ilot £ n’a pas une forme trop allongée, son contour
donné sera lui aussi dans le voisinage de la courbe V, due au potentiel
total.

Pour les péles négatifs, il convient de prendre pour ci le rayon du
cercle équivalent 2 l'aire de I'ilot, et de choisir 2 vue un rayon
pr (> cn) dont la circonférence parcoure les régions occupées par les
ilots de potentiel positif V;. Le potentiel dit au seul pdle Bz sera

log 7, — log ¢,

(31 = Vi og gy — log gy

et contribuera pour sa part & donner un contour de potentiel zéro pas
trop écarté du contour de I'ilol négatif %, et 4 ne produire qu'un dépla-
cement et une déformation peu marqués des contours de potentiel V.

Ces considérations, presque qualitatives, suffiront a guider, pour
le choix judicieux, mais largement arbitraire, des coordonnées u, v.

Je ne leur demande pas de me fournir rigoureusement du premier
coup comme lignes de potentiel V,, les contours des ilots positifs, et
comme lignes de potentiel zéro, les ilots négatifs et la frontiére exté-
rieure. Je leur demande seulement de fournir des contours de poten-
tiels V, et zéro, assez proches des contours donnés, pour que chaque
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ligne de force de la famille # rencontre le contour des ilots donnés en
un point et un seul. Il me suffit d’établir par I'intermédiaire des lignes
de force # une correspondance bi-univogue des points des ilots positifs
avec ceux de la frontiere et des ilots négatifs.

C’est ce que les indications qui précédent suffisent & obtenir, si les
ilots ne sont ni trés serrés ni de contour trés compliqué. Dans le cas
contraire, on réussira toujours facilement en insérant dans chaque

ilot deux ou plusieurs points de charges convenables et judicieusement
placés.

13. — Bornons-nous au cas le plus simple. Nos coordonnées seront
désormais les coordonnées électrostatiques

log rp — loggk

(32) UV = VI )_ IOg ?k o IOng potentlel
et

. Ik
(33) U=V ¥ ———— flux de force

= log s, —logec, = ©

u, est une constante disponible pour le choix le plus commode de la
ligne de force origine. Les sommes X sont étendues & tous les ilots et
au contour externe.

La somme des charges positives (or <C ck) est

T

34 Vi log o, —log

= M.

Le flux total, qui va des ilots positifs aux ilots négatifs et a la fron-
tiere est 2rM ; quand u passe de zéro 4 27M, le point de départ de la
ligne de force parcourt complétement les contours des ilots positifs et
revient a sa position initiale ; de méme pour le point d’arrivée sur les
contours négatifs.

14. — EMPLOI DES COORDONNEES KLECTROSTATIQUES. — Ayant
arrété le choix des coordonnées, le premier travail a faire est d’établir
un tableau de correspondance entre les angles #, et les arcs parcourus
sur les ilots positifs d’une part, et sur les ilots et la frontiére négative
de l'autre. Soient v, u,,... les lignes qui aboutissent 4 un point de force
nulle, sur un quelconque des contours de reférence V, ou zéro.
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Cela fait, on exprimera les coordonnées qui figurent dans 1’énoncé
du probléme, au moyen des coordonnées électrostatiques choisies #, v :

(35) v —V, = f(u),
et ceux des lots négatifs et de la frontiére sous la forme
(36) v =g (u).

f(u), g(u) changent brusquement de forme ou de valeur aux points de
force nulle u, #,... .

La forme géométrique des frontieres réelles données est désormais
définie au moyen des coordonnées u, v.

Passons aux conditions imposées 2 la fonction inconnue V aux con-
tours des divers ilots. Ces conditions, données en fonction des coor-
données usuelles x, y, devront étre transformées et exprimées au
moyen de la seule coordonnée #. Tout cela est du travail de géométrie
analytique et de simple algébre.

Bien entendu, les conditions aux contours, sous leur nouvelle forme,
subiront des changements brusques au passage par tous les points de
force nulle u,, u,...

Tout est désormais préparé pour la construction de la solution sur
le modéle de celle de la couronne annulaire avec

n o U " u :
1, - 0" sinm g, v Cos Mgy v
(37) u
1 . u 1 %
= logv--., = sinun— ~— Ccosn — ...
M’ g ? h M gm M’
au lieu de
1, 7" sin %2 7" cos na
1. 1
a log 7, r—nsm na n COS e

Toute I'intégration se poursuivra sans autre changement comme aux
numeéros 6, 7.

. 11 est inutile de récrire les mémes formules avec le seul changement
derenv,etdexen (u:M).

15. — CONCLUSION. — Ainsi est résolu complétement le probléme,
purement formel, de la construction de séries, qui, lorsqu’elles seront
convergentes, satisferont dans toutes I'aire libre & une équation li-
néaire aux dérivées partielles du second ordre & deux variables indé-
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pendantes avec des coefficients variables quelconques ; I'intégrale étant
astreinte & prendre des valeurs données le long du contour, formé d'un
nombre quelconque d’ilots indépendants, enfermés a 'intérieur d'une
méme courbe. .'

La discussion des cas d’exception, et '’étude de I'influence — non
évidente — du caractére hyperbolique de 1’équation donnée dépasse
mes forces.

CHAPITRE IV

Fonctions sphériques multipolaires et polycycliques

I. — I’une des plus intéressantes, parmi les équations aux dérivées
partielles du second ordre auxquelles ont peut appliquer les considé-
rations des chapitres précédents, est 'Equation des Marées contraintes
a la surface du globe terrestre. A la vérité, ce n’est pas la valeur du
soulévement qui est donnée aux cotes mais cette difficulté n’est pas
grave. Une autre difficulté tient 2 la forme extrémement compliquée
des continents, avec trois grosses masses — Hurope, Asie, Afrique —
les deux Amériques — le continent antartique — une trés grande
ile, I’Australie, — avec beaucoup d’autres iles importantes, celles de
I'Insulinde, du Japon, Madagascar, etc. Le domaine océanique est
donc un domaine 4 connexion multiple, au moins quadruple ou quin-
tuple, pour une premiére approximation trés grossiere — et cela, sur
la sphere. Il faut donc savoir construire sur la sphére des coordon-
nées analogues aux coordonnées « électrostatiques » du plan (Ch. 1),
et d’abord, posséder des fonctions sphériques multipolaires.

2. — Les fonctions sphériques, introduites dans ’analyse par LE-
GENDRE et LAPLACE, objet d’études de tous les géometres, sont de
deux sortes : celles dites de premiére expéce (P), finies sur toute la sur-
face de la spheére, et celles de seconde espéce (Q), qui deviennent infinies
aux deux poles de I'axe de référence, 4 co a I'un des poles, — w0 a
I'autre. Ces fonctions Q, que j'appellerai bipolaires antipodes, sont les
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seules introduites en analyse, et, a lire tous les auteurs que je connais,
on pourrait croire impossible I'existence de fonctions ayant plusieurs
poles et surtout ayant des poles #on antipodes (1).

Dés qu’on s’occupe de questions dans lesquelles figurent des fron-
tiéres tracées sur la surface de la sphére, on reconnait que les solutions
générales exigent l'introduction de fonctions de la longitude et de la
latitude ayant des poles infinis, positifs ou négatifs, a I'intérieur des
domaines circonscrits par les frontiéres, tout comme dans les pro-
blémes plans de méme connexion. Peut-on former de telles fonctions,
satisfaisant aux équations des fonctions sphériques ? Comment doit-on
les construire ? C’est ce quie je vais étudier dans ce chapitre.

3. — L’équation de LAPLACE, écrite en coordonnées « thermo-
métriques » de LAME (2), est

_ 12 Vv 1 2V WV,
(1) AV:?«l( 11)2 et s 52 T 5e) =©
e

oll z est la longitude, 5 la colatitude avec

. () —_—
B el =il e
) P} I o [
p==ThE, = oem T T U
Posant
n w4 T
V=(£;bn(:,2) ou V:‘:(%) S, (=)

la fonction S. est appelée, en général, fonction sphérique d’ordre 7,
quel que soit #. Elle est définie par I'équation
nwn -+ 1) 7S, 9%,
) TR St m t o =0
Les coordonnées « thermométriques » de LLAME ne sont autres que
le logarithme du rayon vecteur, et l'angle azimutal de la projection

stéréographique de la sphére sur le plan tangent au poéle Nord (v = 1),
faite du pole Sud (» = — 1) comme origine.

(1) Les fonctions multipolaires de Maxwell sont formées de fonctions antipodes dont 'axe
polaire a une orientation quelconque, différente de 'axe origine des coordonnées.
(2) Lamé. Coordonnées curvilignes, p. 54.
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Posons

(4)
£, v sont aussi des coordonnées thermométriques — coordonnées rec-

tangulaires sur le plan tangent au pole Nord, 'une Z sur la projection
du méridien origine, 'autre » & angle droit, — et donnent I’équation

::54—'rl'i:e‘:+m;

%5, 9%, 4
(5) o g M D ey I)2Sn =0
4. — FONCTIONS SPHERIQUES D’ORDRE ZERO MULTIPOLAIRES. —

La valeur la plus importante, parce qu’on y peut rattacher toutes les
autres, est # = 0, qui donne

2280 328,

(6) a_gz e ;r‘? = 0.

Toute fonction harmonique dans le plan %, », est une fonction sphé-
rique d’ordre zéro, qu’on obtient en remplacant £ par sa valeur sphé-

rique :

(7) 7= *“'”-——tg -cos x + t-tg- sxnu—\/i+— (cosa + 7 sin «).

Dans le plan %, v, la fonction S; peut avoir un nombre quelconque
de poles, placés otil’on veut, dont la somme des [puissances (y compris
le pole a l'infini) est nulle. Pour le physicien, en langage électrosta-
tique : des droites normales au plan, de charges unitaires quelconques
My, Ms,... peuvent percer le plan en des points quelconques, a, b,, @, b, ..
Le potentiel qu’elles produisent en un point %, », est

(8) So = — Zmy, logy/( — ap)2 + (n — bg)2s
dont les lignes de force, orthogonales, sont données par
—b
(9) To == Ymy, arctg (:_ - al’:),
avec
Emk == 0,

si toutes les charges électriques sont a distance finie ; sinon, il faut
ajouter a S, une série entiére commengcant par la constante

et a T, la série entiére orthogonale.
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Ecrivons les fonctions S, T,, avec les variables sphériques, =, .;
nous aurons les fonctions sphériques « multipolaires », d’ordre zéro,
qu’il est nécessaire d’introduire dans I’analyse dés que la surface de la
sphére n’est pas entiérement libre.

Soit, pour le pole %,

/I — ¥z
(10) a, + iby, ._\/ e (cos 2, =1 - sin a;)
il vient
Vigt .

s A= COS"— T, 08 %

(11)
I —

’ q— by = \/ “sma——\/ sm 2

d’ot

/ [P
/ I—-wk——\/r—#z\/r——HZCOS(a~ak)
So = — m, log\/ ? (T + p)(1 + 1) )

1 + p figure au dénominateur de tous les logarithmes ; si donc Zwmu
est nul, ces termes se compensent, et le pole Sud (1 4 p = o) disparait
de S, ; il reste seulement

‘ ;
(12) Sozs—zmkk’g\/ I—f‘}“k—"/l'-,uz\/l—y}icos (“—’%)
(_{— kalog\/1+1~lk;

et cette seconde 'ligne peut étre confondue avec la constante arbi-
traire que comporte S,.
On reconnait sous le radical

I — COS 93,

en appelant g, 'angle, au centre de la sphére, compris entre le point
variable p, «, et le point &.(y,, ;).
Les fonctions sphériques de 2° espéce Q, considérées jusqu’ici, ne per-
meltaient pas d’introduire le pole k sans le compenser par son antipode,
— CoS @,
I + cos g
truction, en passant par la projection stéréographique, monire claivement

et exigeaient sous le signe log, la fmctzon . Notre mode de cons-
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comment la compensation des poles positifs s’effectue par des poles
négatifs placés on U'on veut, avec disparition du pole Sud (v. = 1) dés
que i est nul.

J’appelle donc fonction sphérique multipolaire générale d’ordre zéro,
la fonction

‘S So = — Smy, log (I L \/I — {J.z\//I —- ;1; cos (1 — 1k)

(13)

NI NH

? So = — _ iy, log (I — c0s )

=

avec
Emk — 0.

Tl est facile de s’assurer par un calcul direct que S, satisfait bien a
I’équation des fonctions sphériques d’ordre zéro, bien que chaque
terme pris isolément n’y satisfasse pas.

5. — FONCTIONS SPHERIQUES D’ORDRE ZERO POLYCYCLIQUES. — La
seconde fonction T, qui fournit les trajectoires orthogonales de la
premiére est aussi une fonction sphérique d’ordre zéro ; elle est 'ana-
logue de l'angle azimutal (ou longitude) «. La fonction orthogonale
VI — uyI + py sin a — I -+ pyI — py sin s

(14) To= Y arctg ———e— —
VI — VT 4+ @, €082 — I + /T — 1, C08 a4,

est aussi une fonction sphérique générale d’ordre zéro, qu’on peut
appeler polycyclique.

Cherchons-en la définition géométrique sur la sphére, en utilisant la
propriété classique de la projection stéréographique : la représentation
de la sphere sur le plan tangent au pole Nord par projection faite du
pole Sud est une représentation conforme.

Mais, remarquons-le de suite, pour éviter les fausses interprétations :
la courbe qui sur la sphére correspond a une droite du plan, w'est pas en
général un arc de grand cercle ; c’est un arc du petit cercle d’intersection
de la sphére par le plan projetant que délermine le pole Sud et la droite
projetée. En général, & un triangle rvectiligne du plan correspond sur la
sphéve un triangle formé d’arcs de petits cercles ; ce n'est pas ce qu’on
appelle un triangle sphérique. Les cotés d'un angle ne sont des arcs de
grand cercle que si le sommet de U'angle est au pole Nord.
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Soit P le pole Nord, origine de toutes nos coordonnées; soit sur la
sphére un centre polaire A; (x, v,) dont la projection stéréographique
est B, (4, b;) ; M un point mobile {«, p) sur la sphére, dont la projection
stéréographique est N (% »). I’angle plan qui figure dans T, par
son arc tg est 'angle de B,N avec P&, que j'appellerai f3;,; il est égal,
dans le plan 2 o, + = —-ﬁ]:'sl\P, et par conséquent sur la sphére a
7 4 2,, moins I'angle 7, de sommet A,, compris entre le méridien A,P
(x), et l'arc de petit cercle projetant A;M. Chaque angle tel que
MA,P(= 7,) est mesuré autour de son point polaire, A,

Fi6. 4.

Sous bénéfice de ces remarques, nous pouvons écrire

(15) T, = Zmy%, (2my = 0)
ou
(16) T, = — Smyy, + ck (1 = MA,P)

étant bien entendu que sur la sphére les arc MAx sont les arcs des
petits cercles projetants, déter minés par les M, Az et le pole Sud.

Une autre correspondance géo métrique des angles peut souvent étre
utile. Tous sont déterminés par la position du point mobile M ; mettons

J— 198_
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en évidence des angles qui aient ce point comme sommet commun,
Dans le plan, I'angle 3, est égal & « 4+ PNB,. Appelons 3,, ce dernier

angle?N\B1 égala m sur la spheére.

(17) T, = Zms), + 2Zmy, = Zmys, (Ymy, = o).

FiG. 5.

EXEMPLE. — Deux péles A,, A, ; coordonnées bi-circulaires :

\S —Il I — CcoSsg,
(18) [P0 T 2% 1 “cose,
[T, =3, —3,

T,, qui définit les lignes de force est, dans le plan, I’angle au sommet
mobile N du triangle rectiligne B,NB, ; sur la sphére c’est aussi I’angle
au sommet M du triangle pseudosphérique A,MA,. Je I'appelle pseudo-
sphérique parce que ses trois cotés sont,—mnon pas les arcs de grand cercle
AA,, MA,, MA,, — mais les arcs des petits cercles AjA, Péle Sud,
MA, Poéle Sud, et MA, Péle Sud.

1l serait évidemment important de savoir utiliser les vrais triangles
sphériques, f{it-ce au prix d’une complication d’écriture.

6. — AUTRES FONCTIONS SPHERIQUES D’ORDRE ZERO. — Les autres
fonctions sphériques les plus simples sont celles qui se déduisent des
puissances positives ou négatives de ¢ — % :

I — COS ¢ 45 \ cos
(19) [(I + €08 0)(T + cos 0p) ) sin 7V
. : g
(20) (I -+ cos B)(1 + cos b) L\ cos
I — cos g, ) sin ¥

Dans cette derniére (¢ > o), il ne reste comme pdle que le point Az
sur la spheére,
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- Toutes les autres formes que I’on peut obtenir en dérivant par rapport
a ¢, ou v, un nombre quelconque de fois sont également utiles.

Dans d’autres circonstances, les points singuliers isolés, & I'intérieur
des domaines exclus, seront avantageusement remplacés par des
lignes singuliéres, dont I’emploi fournira des développements & conver-
gence plus rapide. Telles seront, par exemple, pour un domaine allongé

%8 — &) = Sh(S, + IT, sur le plan,
qui donne

fE —a) — g(n — b) = SAS, x cos T,
(21) 3

86 — @) + f(n — ) = ChS, x smT, 1T

Les lignes de niveau S,

(22) [f@ —a) 8o = b)]*+ [g<s. - “)c';fsf(“ - b)]2 _.

(]

sont, dans le plan, les ellipses ayant leur centre au point a b, et dont
les foyers sont aux points
g . o . 0?
@t p g b4—i2+g2
et

f

e TR

Sur la sphere, le grand axe de Iellipse devient 'arc de petit cercle
déterminé par les trois points u; o), pp 25, Ug2y:

centre a+zb_\/I+::: i,
/ . + T —
© (23) s a+zb+f§+gz—\/;+ :Z 4%
foyers -
a+'b—g+1f= B3 g,
( YTprre /I ST

Les trajectoires orthogonales sont les lignes T,

(24) —[f(&-——iig_,i%(l—l’)]* + [g(i — as)i : Tfo(n — b)]2 .
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hyperboles de mémes foyers que les ellipses, dans le plan tangent au
pole Nord. Sur la sphére, ces lignes de force vont toutes passer au péle
Sud, (qui correspond au point a I'infini du plan).

Ce pole Sud, de charge totale égale et opposée a la charge de la ligne
S, = 0 (en langage électrostatique sur la sphére), est entouré par les
lignes de niveau S, de cote trés grande, et correspond a S, infini.

7. — FONCTIONS SPHERIQUES, MULTIPOLAIRES OU POLYCYCLIQUES
DE RANG ENTIER # QUELCONQUE. FORMATION PAR RECURRENCE A PAR-
TIR DES FONCTIONS DE RANG ZERO. — Je cherche une relation de
récurrence par rapport a #. Pour cela, je cherche d’abord a exprimer
linéairement S, 4,(,«) a I'aide de %S__" (z,2), et je trouve facilement que la
fonction

(23) Su = G52 — tn + 114098,

satisfait &4 '’équation (3) de rang (» + 1)

,azSn-\-] . azsn-{-] + (ﬂ -+ I)(” —+- 2)
oz 2a? (Chv)?

n+1 - 0:

si la fonction S. satisfait a ’équation (3) de rang #, sans qu’il soit
besoin de rien spécifier quant 4 la dépendance en «. Gn est un cofficient
numérique arbitraire ; # est un nombre quelconque réel ou imaginaire.

De l'équation (25), on tire facilement [par dérivation, élimination

de aa_S: et emploi de (3)] une autre relation de récurrence inverse :

LEN 1 [3S
(26) (n + I)zsn —+ Pa: = — G; [—a'iil “+ (n + I)Th(‘:)S,H_I].
y . 225, ’ e, )
D’ailleurs af; est, comme toutes les dérivées de S» par rapport 4 «,

une fonction sphérique de rang # ; le premier membre est donc une
fonction sphérique de rang #. Désignons donc par S'» une fonction
sphérique de ce rang %, autre que S, et par G»' une constante numé-
rique arbitraire, autre que G, la relation (26) peut s’écrire |

S -
(27) Sy = 6| T2 - 0+ TS,

— 20I —
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Le choix des constantes Ga, G»' est jusqu’a présent arbitraire. On
peut les déterminer de proche en proche en s’imposant: comme
LEGENDRE la condition polaire Si(+ 1, «) = -+ I ;ou, ce qui vaudrait
mieux, une condition de normalité sur la surface ##ile de la sphére.

Appliquons deux fois la relation (25) et éliminons les dérivées par
rapport a 7, a Paide de (3)

2?S, 235,  (m+ 1)

/

— (n + 2/Th=S,
donne

(2 + 3)Th(=)S, 4,
(28) Suts =~ Cuus l:+ Gn<(n + 1)°S,, + i%)]

n

X",

entre trois fonctions de rangs #, # + 1, % + 2.

8. — ILes deux relations de récurrence essentielles, sont les relations
(25) et (27). Pour la suite, il est plus simple de choisir les fonctions qui
ont en facteur cos ka ou sin ka, k élant d’aslleurs un nombre quelconque,
entier ou fractionnaire, véel ou complexe :

S - Sk cos kz‘
=0 X\ sin ke
On écrira alors
' Lk \
k B[S B
(25) S,H_, == n(;f —(n+ I)Thf('h)Sv,z )
et, en utilisant (26)
aSk
k I R
(27')  ((n+ 12— kDS, = — (?[ a’fj’ + (m + I)Th('t)Sn_*_:]’
ce qui donne
ko . I I
(29) G w = m+ 12— &2 Gk
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9. — Choisissons maintenant les valeurs des Gﬁ qui correspondent
a la condition imposée par LEGENDRE aupdley = 4 1,7 = — «© ;
) I kB I

(30) G,=piv G aaT—w
qui donne

k 1

. .
(31) Gn_ n"—I“-""z

Avec ces valeurs, mes formules générales — parce gqu’elles sont tirées
dirvectement de Uéquation différentielle de définition — deviennent

5 oS k

' k
(25') (n -1 —kS,, = —351’ — (n + 1)Th(x)S,
k
" k aSz 1 k
(27") n-+1+ kS, = —;; + (1 + TTh(=)S) |
R k ok B
(28) (m+1— k)SnJrI + (2# + DTh()S, + (n +~ k)S,_ =o.
Ecrivons la formule (27”) en descendant #» d’un rang, éliminons Slf,
kb
entre elle et (25'), dérivons par rapport a 7, et éliminons ap.‘” a l'aide
de (3) ; il vient
k k
T B, . nm—+1) ok
(32) —n(n 1 —k)— " (n+1)(n+k) m~:(zn+1)[w]sn.
— 2

11 suffit de les écrire en ;1 au lieude 7 :

b
—=(H2_I)—9)

Th("c) = —, o o

pour retrouver en toute généralité les formules (bien connues pour # et &
entiers) :

v k k k
(25" (n+1—k)T”+I=(pz—1)b—ZT”+(n—i—I)an-
(27") (m + BT — (1) 21k ok,
n—1 an T m n
et par addition
k
(28" w4+ 1 — k)Tn+1 — (2n + I)pTz + (n -+ k)Ti:_I = 0.

.
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La formule (32) devient
k k

( T oT
| \n{n+ L= K)o = 1) )
(32) / 52
— k
[ =2n + I)[n(n -+ I)— . __#2]'1‘”.
Pour (2 = 0), c’est la formule, si utile, qui donne
(32") Py, — P, = (2n+1)| Pdu
Pour les fonctions tessérales (£ = 0) le résultat est moins simple
k R ~uo ok
wn+1— kT, —m+1)(n + KT, + (20 + I)kz} _Tm _dyn
4 /=11 — pz
v
= (2n + I)n(n + 1) ’ T, du.
} 1
qui ne donne f Tw*du que si on sait calculer { i — du - On peut pour

cela s’aider d’une formule de récurrence, qu’on forme facilement
l'aide de (25”) et (27™)

. nn— 1+ k) [ Lk d
(33) [T I—'~L2 ("—I)(”—'kjjo T”__ZI—ELHZ

T __2';)_(; I__ k)[T"—I]g'

mais cette formule sera généralement peu utile ; il faudrait trouver
mieux.

REMARQUE. — Lorsque # mn’est pas un entier, les récurrences
montrent qu’il suffit de connaitre ies fonctions pour les valeurs de #
comprises entre zéro et 1. Il conviendrait alors d’essayer les déve-
loppements suivant les puissances entiéres et positives de n(n + 1)

(34) Sﬁ = cos Ra[S) + #(#n + I)S; + -+ 4+ B{n 4 1)25;, -]
avec

a2y,

__ = 0

oc?

(35) | )

— R2E .1

"—CW()
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10. — DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS § 4 ET § 5 EN SERIES DE
FONCTIONS CLASSIQUES. — Pour finir, il 1mp0rte de rattacher les fonc-
tions sphériques dont les points singuliers ne sont pas antipodes, aux
fonctions classiques. Ce sont tout simplement des séries de fonctions
classiques, polynomes de LEGENDRE et fonctions tessérales de LAPLACE,
dont chaque terme est fini sur toute la sphére, mais dont les coeffi-
cients numériques sont tels que la série diverge — et devienne infinie
logarithmique en des points arbitrairement choisis sur la sphére ;
la somme des coefficients des infinis logarithmiques doit étre nulle.
Ces propriétés, et surtout le rang # de la somme de la série, formée de
termes de tout rang, ne sont probablement pas.faciles & reconnaitre
sur une série donnée, ni 4 obtenir si on ne tirait pas la série des formes
simples, (12), (14), sous forme finie, des § 4 et 5.

Sans attaquer ces discussions, trop difficiles pour moi, je me bornerai
a indiquer le développement des fonctions non antipodes qui servent
a construire toutes les autres, soit par addition, soit par récurrence.

11. — On obtient facilement, par développement suivant les puis-
sances de p, et passage aux expressions de p” en polyndémes de
LEGENDRE :

(36) log(t —u)=1—1log2 + I—?)EP1+Q% P, + 74 P,
2n + I

Mettons le péle au point oy, p,, en remplagant ¢ par

08 51 = iy + V(1 — WI(T — o) cos (x — )

(37 slog(x——cos.al) -—1—logz+ 3 5 COS 91+ 53 P, (cos ¢,
’ 2n + I
+v"'+n—(n‘_'_—I)Pn(COS<P])+

Tel est le développement élémentaire, auquel on donnera sa forme
explicite en écrivant en détail

Py(cos o1) = Pu(pn)Pali) + 2 DT (I (1) cos (2 — o)

S (m + 1)!
58) e 2 T ()T () cos klx — )
e 2 T ()T () cos (s — o)

ANNALES DE L’INSTITUT H. POINCARE. 14
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Je regarde le développement en P(u), T,’f(y.),... qui correspond a la
fonction d’ordre zéro, a deux poles oy, oy,

(39) log (1 — cos ¢;) — log (1 — cos ¢),

* comme obtenu en soustrayant terme a terme, les deux développements ;
le terme général de ce développement est alors

(40) 2T o0 Rt ()2 cos bl — o) — Thra) cos a— )]

On obtiendra, si 'on en est curieux, le développement bicyclique
autour des deux mémes points, a1y, 2p,, par la condition d’orthogo-
nalité. Mais, il me suffit d’avoir rappelé que les fonctions sphériques
multipolaires ou polycycliques formées en termes finis au début de ce
chapitre se rattachent aux développements non convergents en poly-
nomes de LEGENDRE et de LAPLACE et a leurs points singuliers.

N

Conférences faites & 1'Institut Henri-Poincaré les 22, 25, 29 no-
vembre et le 2 décembre 1932.

Manuscrit reju le g juin 1933.
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