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Les fonctions de fréquence discontinues
et les séries statistiques

PAR

ALr GULDBERG

Qu’il me soit permis tout d’abord, d’adresser mes bien sincéres
remerciements aux membres du Comité de Direction de I'Institut
Henri Poincaré, qui m’ont fait le grand honneur de m’appeler en qua-
lité de conférencier; puis de rappeler ici la mémoire du grand savant
sous I’égide duquel cet institut a été créé. Je tiens aussi 4 remercier
M. FRECHET pour 'amabilité et I'estime qu’il a bien voulu me témoi-
gner, et jose espérer que je ne détromperai pas la confiance que,
les uns et les autres, ont mise en moi.

M. Emile Borer écrit dans son livre Eléments de la théorie des
Probabilités, p. 107 :

Le probléeme général de la statistique mathématique est le suivant :

Déterminer un systeme de tirages effectués dans des urnes de compo-
sition fixe, de telle maniére que les résultats d’une série de tirages, in-
terprétés a l'aide de coefficients fixes convenablement choisis, puissent
conduire, avec une trés grande vraisemblance, & un tablean identique
au tableau des observations.

« Dans le cas ot 'on peut vy parvenir grice a une seule urne, le
probléme considéré est dit normal. »

Je me propose dans ces conférences de faire quelques remarques
sur ce probleme, et de donner un trés court apercu de quelques unes
des méthodes employées dans la théorie des observations, dont I'im-
portance s’est accrue considérablement ces derniéres années du fait
de son application a la majorité des sciences physiques : biologie,
économie politique, etc., c’est-a-dire a toutes les sciences fondées sur
I'expérience. :

Considérons d’abord les différentes maniéres de caractériser les
séries d’observations. Soit une série d’observations d’un certain
événement E :

(I) Xiy Xgy + 0 Xp,
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ot les X, %,,- - - %, sont par exemple les résultats de » mesures de la
méme grandeur z dans les mémes conditions de précision, ou les ré-
sultats de # observations, par exemple la taille des hommes adultes
dans une région donnée.’

Pour fixer les idées, je donnerai ici quelques exemtles tirés de
différentes sciences.

Ex. 1 (). — Classement des soldats tués par ruade de cheval dans
P’armée prussienne, pendant la période 1875-1894, d’aprés les corps
d’origine, corps d’armée, et corps de la Garde, désignés respecti-
vement par I, II,... XV et G.

Désignation Années

des

o 75|76 | 77|78 |79 |80 |81 |82 |83 84|85 86 87|88 89|90 01 92| 93|94
I....... . 2 3 2 I(I|I 2 3|1
... T e e e x| e |
L....... T T 2| e | 2 e e x| ||
V........ T el L] e
Vo T e a1 1 g
VI....... Tl |tz e e st x| (8] |
Vi x| x| 5 = e (2| x| 2|
iVIII.. 1_———1__71_—__* ?__—_ —;—I
=2tz x|t (x]2| 1] |2
Xoooeiins T T e | 2 e s [
XI....... T e ls) e x| 2|x 3|13
XIV..... . lt|t|z|z|z|3| |4] |T| |3|2|1| |2|z|z
o =l w1 el ]
Groerrenns T a5 s (2 | (5] (5] |

(1) L. v.BORTKEWICZ : Das Geselz der kleinen Zahlen, p. 23+
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Les résultats de ce tableau sont résumés dans le suivant, ot F(x)
désigne le nombre des soldats tués dans les différents corps d’armée,
pendant les années 1875-1894.

—

[

Evénements par an Fréquence des événements observés

x F(x)

144
91
32
11

2

o I H O

280

— '

Ex. 2 (). — Le tableau suivant donne le nombre des glandes
de Miiller de la patte droite antérieure de 2000 truies.

Nombre de glandes | Fréquence des glandes ‘ Nombre de glandes | Fréquence des glandes
i
x F(x) | x F(x)
o 15 0 134
I 209 7 | 72
2 365 i 8 i 22
3 482 | 9 | 8
4 414 ; 10 ‘ 2
> 277 i * 2000 J
| | B
Ex. 3. — Ce tableau donne le nombre de particules alpha rayonnées

par le polonium dans un intervalle de temps donné, déterminé par
MM. RUTHERFORD et GEIGER.

(1) DAVENPORT, Statistical Methods, p. 32.
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Nombre de particules| Fréquence de ce nombre |Nombre de particules|Fréquence de ce nombre
% F(x) x F(x)
0 57 8 45
I 203 9 29
2 383 10 10
3 525 II 4
4 532 12 0
5 408 13 1
6 273 4 I

I
7 39. 2608

Chacune de ces séries peut étre regardée comme une variable sta-

tistique x, avec la fréquence relative empirique FI(\? ) , N étant le nombre

des observations.

Le probléme & résoudre est le suivant : Définir une variable aléa-
toire x et trouver la fonction de fréquence (loi de probabilité) f(x),
telle que 7(x) soit égale, ou au moins sensiblement égale, 2 la graadeur
F(x)

N
a déterminer une urne de composition fixe en boules blanches et noires,
telle que les résultats d’une série de tirages de cette urne conduisent
2 un tableau de nombres de boules blanches tirées, égaux ou treés
approchés, des nombres fournis par ’expérience.

Avant de traiter ce probléme, il faut d’abord examiner notre
ensemble donné d’observations. Comme les observations x;, %,- - -,
%, sont équivalentes, ces observations seront caractérisées par des
fonctions symétriques.

fournie par l'expérience. Cela revient, dans 'esprit de M. BOREL,

1. — T,es moments moyens autour de la moyenne arithmétique sont
donnés par

n
I
m,:hz(x,-—mi)' 7> 2
1
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et, en particulier, les moments par rapport a l'origine par
n
Ny
Ld Y
1 .

n

Q

r—

On voit que les moments moyens m- et les moments sr se corres-
pondent.

Parmi ces moments, les plus importants sont la moyenne arithmé-
tique
Tt e a2

Ty = m; = 7 .
et la moyenne quadratique
(1 — my)? 4 (% — ) + - — m)*

m, =—
: 7

Les deux fonctions m et m, donnent une premiére caractéristique de
notre ensemble. Elles ont aussi une grande importance dans la vie pra-
tique. Je prends un exemple de la théorie des assurances sur la vie.
La prime unique qu'une personne d’age x doit payer 4 une société
d’assurances sur la vie, pour que la société paye a son décés un franc,
est déterminée de la maniére suivante. Les tables de mortalité de la
société donnent, pour un groupe de /, personnes d’ige x, les nombres d,
des personnes qui mourront & cet 4ge, les nombres d,+, des per-
sonnes d’dge ¥ + I qui mourront & I'dge x + 1, etc. Si I'on désigne
par i le taux de l'intérét, la valeur actuelle de 1 franc payable dans #

, . I
années est v*, olt v = T En supposant que toutes les /, personnes

achetent une telle assurance, les valeurs actuelles des sommes que la
société doit payer (les sommes sont supposées payées a la fin de
1’année de déces) seront

A, deypv® -, d v —5+1; et enfin dy =0
Dans ces conditions la moyenne arithmétique :

a0+ doy 02 + -0 +duv—x+1
o I R

est la prime cherchée. On la désigne par A,. Les rapports ‘—;f, d’f‘
T &Z

sont les fréquences relatives des observations v, v?,. . .pw—2+1,
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La moyenne quadratique est

dl('l) - A“‘)2 -+ dﬂ‘—H(v? - AT):’ + e dw(vm—x +1— A1)2
,,l‘l‘ -

= A!, — A’>, = M(A,),

Al — d.,.‘l)2 —+ d.,_H‘I)‘ i doﬂ)2(w —x+ I),
b lx

La racine carrée de cette moyenne quadratique est appelée le risque
moyen.

Un exemple numérique, calculé d’aprés les tables de mortalité
anglaise H”, { == 0,035, donne

A =0,74738,  M(Awn) = 0,1374, %’I = 0,184.

Ia notion de risque moyen permet i la société de comparer ses assu-
rances et d’examiner l'influence de leur grandeur et de leur réparti-
tion, questions importantes pour la réassurance, la stabilité et le plein.
Un probléme délicat constitue le calcul des réserves du risque et de
la taxe.

Si les moments moyens d’ordres impairs gy, sont nuls, 'en-
semble sera symétrique.

2. -— Les semi-invariants v, de THIELE. — THIELE introduit les
semi-invariants, par l'identité en ¢

LR R 3 S 5 %y
egxlt+2!l+3!t+ =I+Ilt+_2;7,2+,

Cette identité est toute formelle ; elle remplace le systéme d’équations
linéaires auxquelles elle conduit. En prenant la dérivée logarithmique
de notre identité on aura :

7?;‘2,{_ cee)

e 1 49 o1 v
(Il,"‘"f!t—f-zf't +”..)(I+It+2.

- Gy o3 .
_—5’|+I—it+'2'itz+"

En comparant les coefficients de # on a

2
Trpg = 447 + Cl{lgd'r_l -+ C;[J-,G'r»_z -+ ..

— 234 —
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d’o1T’on voit que les semi-invariants et les moments sont uniformé-
ment déterminés. On trouvera facilement la formule :

Urpt == Wy — Comappr_a » oo — Cimtmp_y 11y (r > 2).

On a, en particulier :
g == S = My
Ha == 0y — 97 == My
Hy == 3y — 25,9, + 20} = my
wy = m, — 3m3.

On voit que les expressions de 4, ne contiennent que les moments jus-
qu’al’ordre 7. u, est donc fini si 5, est fini.

Les semi-invariants d’ordre impair étant nuls, 'ensemble donné est
svmétrique.

La raison pour laquelle THIELE a introduit les semi-invariants,
notion qui semble quelque peu artificielle, est la suivante: si les
observations suivent la loi de Gauss, tous les semi-invariants
d’ordre » > 2 sont nuls. On a donc, comme me l'a d’ailleurs fait
remarquer un ancien éléve de THIELE, mon collégue M. HEEGAARD,
un moyen ’examiner si un ensemble statistique peut se représenter
par lintermédiaire de la loi de Gauss ou non.

Les semi-invariants ont cependant d’autres avantages. Quand on
fait une transformation linéaire des observations

X =ax; + b

c’est-a-dire, quand on change l'origine des observations et l'unité qui
les mesure, les semi-invariants se transforment d’aprés les formules

l‘——
al=ap + b

wl=a"u,r > 1.

Les moments movens se transforment d’une fagon analogue.
Plus généralement, soit x, est une fonction linéaire de m observa-
tions indépendantes !V, x,* .. .x™

%= a, +ax’" +ax® + -axi; =12, - n.

Les semi-invariants des x; s’expriment au moyen des semi-inva-
riants des ;. . . x;(™

pi(x) = @y + ay, (V) 4 oo, x0)
prl) = @l ) b al{x),



ALF GULDBERG

Les moments moyens se transforment d’une maniére plus compli-
quée.

Ces relations montrent la grande importance que présentent les
semi-invariants pour I'étude d’un ensemble statistique.

On retrouvera d’'une maniere trés simple plusieurs résultats impor-
tants de M. Paul IEvy sur la composition des lois de probabilité et
en particulier le beau théoréme de M. d’OCAGNE.

8. — Les moments factoriels de MM. STEFFENSEN et SHEPPARD.
Les moments factoriels sont définis par la formule suivante :

I
N =, E Xi(X; — I)(%— 2)- - (i — ¥ + I).
Comme pour les semi-invariants, on peut également définir les
moments factoriels par une identité
0] ME N X
s+ Wt I =2 Y (1) <1
o T Pttt 7 (T -+1) 14 <
Les trois espéces de fonctions symétriques : les moments, les semi-
invariants et les moments factoriels sont équivalents et complétement
déterminés par les observations. Iuversement, les observations sont
complétement déterminées par ces fonctions symétriques.
On a, en particulier, pour les moments tactoriels

%) = %t
Gy) = %2 — 0y
T3 == T3 — 392 —+ 27, etc.

Cela étant, supposons que dans #» mesures, on tombe v,(x) fois sur
T’'observation X ; la grandeur f(x) définie par

tim %) — )
n—y»c0 M
est appelée la probabilité de 'observation X. :

A mon avis, cette définition de la notion probabilité est, en réalité,
identique 2 la définition classique. Lorsque tous les cas sont également
probables, la probabilité d’'un événement est le rapport du nombre des
cas favorables au nombre total des cas possibles. La notion de cas
« également probables » ne peut avoir aucun autre sens que celui-ci :
les différents cas se produisent constamment le méme nombre de fois,

__236__
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et de plus en plus nombreux & mesure qu’on multiplie les expériences.
Toutes les notions que nous utilisons sont des abstractions déduites
de nos expériences. Quand nous disons que dans un jeu de 52 cartes
chacune des cartes a la méme probabilité d’étre tirée, ce jugement est
fondé sur notre expérience, qui nous apprend que les différentes cartes
apparaissent les mémes nombres de fois lorsqu’on fait un nombre de
tirages suffisamment grand. Un étre, qui n’a jamais vuun jeu de cartes
et qui n’a jamais fait une expérience sur des objets analogues, serait
dans I'impossibilité absolue d’affirmer quoi que ce soit a ce sujet.

Soit X une variable aléatoire, avec la fonction de fréquence c’est-
a-dire la loi de probabilité, f(x) : X prend les valeurs o, 1, 2- - -k avec
les probabilités f(o), /(1),- - -f(R).

Les moments, les semi-invariants et les moments factoriels prennent
alors une forme simple. On a, pour les moments :

ol

M. Paul LEVY a montré comment on peut calculer trés simplement
les moments, en utilisant la fonction caractéristique :

k
o) = Mei(x), = y—T.
(o]

En effet,
. it (s¢)?
Qe’xlf(x)—I ' 151.4_;_2_324_...
d’ont

¢W(0) = r3,
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Soit, par exemple, X une variable aléatoire, ayant comme fonc-
tion de fréquence la fonction binomiale. I,’expression

(%) = Cip™(x — p)—

représente la probabilité pour que I'événement E avec la probabilité p
se présente x fois, et que I'événement contraire se présente (k — x)
fois dans une suite de % épreuves. p et & caractérisent complétement
f(x). La fonction caractéristique est

k

2(t) =Y Cip(x — p)re

[0}

ou
¢(t) =Y, Cilpet)*(x — p)=% = (peit+1 — p)*.
On aura donc les moments, exprimés en fonction de p et %
R
5y = — o'(0) = k*p? — Ep® ++ kp, et

Considérons les semi-invariants. Ils sont définis par

wit 2y k
2! =N xt
¢ =€ (%)
o
k
Mais Zeﬂf(x) est justement la fonction caractéristique au sens de
o

Caucny. Si nous remplagons ¢ par ¢ dans notre équation, nous au-
rons :

LR k
wit + (i) (G
1.2 _ N\ iw
¢ = ¥ e (x)
o
1; :
Mais Ze"",‘(x) est la fonction caractéristique o(x), au sensde M. LEvv.
(o]
On aura donc
e .
: 't+ e (1[)2+“'
8*1’ L2 _—

_238_
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Posons log o(f) = U(f) et appelons ¢(f) la fonction caractéristique
des semi-invariants ; on a

Les semi-invariants se déterminent trés simplement d’une fagon
analogue aux moments, par leur fonction caractéristique (*). On a

4(0)

=T

Nous avons déja remarqué que les fonctions symétriques, les moments,
les semi-invariants, les moments factoriels sont équivalents aux
observations ; on peut donc substituer ces fonctions A notre fonction de
fréquence. Inversement, la fonction de fréquence est déterminée lorsque
les fonctions symétriques sont données. Pour les moments factoriels,
on le voit facilement (%) ; on a :

sy = f(0) + f(x) -+ - + (k)
3 = If(X) + 2f(2) + «-- RA(R)
s = 2°T f(2) + +-« + k(k — 1)/(R)

suy = k(k — 1)---(k — (k — 1))f(k).
On voit directement qu’une solution existe ; on trouve

kx .
=53 E .

§=0
Les fonctions symétriques remplacent complétement la fonction dé
fréquence, lorsque celle-ci est discontinue et finie. Quand le nombre
des observations est infini, le probléme a encore une solution sous
certaines conditions.

Si x est une variable aléatoire avec la fonction de fréquence

binomiale f(x) = Cjp*(1 — p)k-+, la fonction caractéristique des
semi-invariants sera

Ut) = klog (pi* + 1 — p)
(1) M. Paul LEvY utilisait en effet, la notion fonction caractéristique des semi-invariants, sans

Temarquer son rapport avec ceux-ci. M. LEVY a établi d'importantes propriétés de L(t).
(2) Voir STEFFENSEN, lagttagelselere, p. 35.
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d’ott L'on tire
m =kp
P2 = kp(T — p)
s = kp(T — P)(T — 2p)
e = kp(1 —p) (T — 6p(x — p)) etc-

En éliminant les parameétres 4 et % entre les (k¢ 4~ 1) premiers semi-
invariants, on obtiendra les relations auxquelles doivent satisfaire les
semi-invariants de la fonction binomiale. Des quatre premiéres relations
on tire : py; > uy, et on doit avoir, de plus

o Math
2Pt — e s

B
pipe — Opaps + bp,

=1

Une série statistique dont les semi-invariants satisfont approxi-
mativement aux relations précédentes, doit donc étre représentée
d’une maniére approchée par la fonction de fréquence binomiale (1).

Dans la théorie de la dispersion, que nous traiterons plus tard, on a
utilisé en partie ces remarques en comparant entre eux les seconds
semi-invariants de la série statistique et de la fonction binomiale.

Considérons la variable aléatoire X, ayant la fonction de fréquence

de PorssoN
We— A

f(x) = PI

qui est le cas limite de fonction binomiale pour & —~ o0, p—>0,etkp —» 2.
La fonction de Po1ssoN a été ’objet d’un grand nombre de recherches
importantes. Je cite le mémoire classique de v. BORTKIEWICZ, Geselz der
kleinen Zahlen, olt BORTKIEWICZ a donné un supplément importent
a la théorie de la dispersion. M. CHARLIER a examiné dans plusieurs
mémoires les propriétés de la fonction de Po1ssoN et montré sa grande
maniabilité ; il I'a également employée comme fonction génératrice
pour un développement en série d’une fonction arbitraire de réparti-
tion. Dans sa thése de doctorat, M. JORGENSEN a généralisé les
recherches de M. CHARLIER dans plusieurs directions et en a donné des
applications & la théorie de la corrélation. ERLANG a montré 1'utilité
de la fonction dans la théorie des communications téléphoniques.

(1) Voir R: Frisc : On the use of difference equations in the study of frejuency distri-
butions, Metron, t. X, N. 3, 1932, p. 56.
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I,a fonction de PoIssoN a été appelée : «loi des événements rares »
ot la loi-limite des petites probabilités. M. FrREcHET écrit () : « Ce qui
rend cette loi particuliérement précieuse, c’est que les valeurs de ket
/ 1’y interviennent pas directement. Or, dans nombre des statistiques,
on connait le nombre de répétitions d’'un événement assez rare, sans
savoir d’une fagon trés précise sur quel groupe il porte. Par exemple,
le nombre d’accidents mortels survenus dans certaines profession... ».

Ia fonction caractéristique des semi-invariants de la fonction de

POI1SSON est

Yx) = retl —

car on a

Y(t) = log >,
o

Ou trouvera :

I"‘l =

3 = L

y — it
\I

et

+

(1x) ,

)

2

0 < &L RN
Ny Xg—h . O (2ett)x N N T
N T e™ = log » (7‘)~ e+ = log ghet ",
x! - xl

= A,

Les semi-invariants de la fonction de Porsson sont constants = 7.
(I'héoréme dfi a v. BorTRIEWICZ). Grace a cette propriété, on peut
S’assurer si une série statistique est susceptible d’étre représentée par

la fonction de PoOIsSON.

Considérons les moments factoriels. Ils sont définis par

k

N (1 f\@ _ 1) S (242 )
2‘(1 HoEfa) =14+ e B8

(o]

k
Posons 2(1 + #7f(x) = O() et appelons O(f) la fonction caracté-

[¢]

ristique des moments factoriels; on aura :

s = 06(0).

I,a fonction caractéristique des moments factoriels de la fonction

de fréquence binomiale, est

k
o () = D Cpp(x — pYo(x + 1) = PCHE +1) (P)x — )

1) FRECHET et HALBWACHS, Le calcul des Probabilités d la Poriée de ious, p. 244.
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ou
a(t) = (pt + 1)
d’out
s = k(R —I)(k—2)-- (BR—(r—1))p".
Ia fonction caractéristique des moments factoriels dans le cas ot la
fonction de fréquence est celle de Poisson, est

- 2EeTh ) x
al) =X @ ) =Z( (x ;f)_) o
o

ou
8] (t) = e)‘tv
d’onl

Sy = A,

Cherchons a appliquer ces remarques a nos séries statistiques.

Nous avons remarqué que tous les semi-invariants de la fonction
de fréquence de Poisson sont constants. Une série statistique dont
tous les semi-invariants sont constants peut donc étre représentée
par la fonction de fréquence de Poisson.

Considérons la série statistique de notre premier exemple :

¥ | o 1 2 3 4
Fx) | 144 or 32 11 2

Formons les premiers semi-invariants ; ils ont pour valeur :
Hy = 0,70, 4y = 0,76, M3 = 0,48.

Les trois premiers semi-invariants sont sensiblement égaux. Voyons
si la fonction de fréquence de Poisson peut &tre employée pour
représenter de notre série avec

n =065 = Tk
’ 3

Sil'on pose
363

0,6 xg—0
H(x) = 280 . @037~

on aura le tableau suivant :

x: o I, 2z 3 4 5

H(x) : ]?43;1, 92;|) 333 8:‘Jy 2,9, 076.
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On voit donc que la variable aléatoire x, avec la fonction de fré-
quence de Poisson

fx) = :,, A—‘ , X\ = 0,065

donne une bonne approximation de notre série.
Considérons notre exemple 2 :

x:o I, 2 3 4 5 6, 7 8§ 9 10
F(x): 15, 209, 365, 482, 414, 277, 134, 72, 22, 8, 2’

On trouve ici :
np =35 =28 py= 2,4 m=T14

valeurs qui sont assez différentes. Si I'on substitue ces valeurs de
Uy, Ua, Vg, My, dans les deux relations entre les semi-invariants de la
fonction de fréquence binomiale, on trouvera les valeurs de 1,2 et 1,7
au lieu de 1. On doit donc supposer que la fonction de fréquence
binomiale f(x) donnera une approximation satisfaisante. On trouve en
effet, en posant H(x) = 2000 /() :

x o I, 2, 3; 4, 5, 67 75 87 97 IO(l)
H(x) : 41, 177, 304, 468, 423, 286, 150, 62, 21, 6, 1 "

Nous avons cherché jusqu’ici a caractériser les observations par des
fonctions symétriques, mais nous tenons a faire remarquer qu’il existe
d’autres modes de représentation. On peut distinguer entre 1’école
anglaise, représentée par M. KARL PEARSON, et I’école continentale,
représentée par MM. GrAM, BRUNS et CHARLIER.

Disons d’abord quelques mots sur I’école de M. K. PEARSON, sur la-
quelle M. E. BoreL appelle I'attention (/. c. p. 168). M. PEARSON part
du probléme suivant :

Une urmne contient un nombre % de boules blanches et un nombre /
de boules noires. On fait m tirages sans remettre dans I'urne les boules
tirées. On cherche la probabilité f(x) d’extraire x boules blanches.
On a
Ci Gy

f(x) = 7Cr7*k ’

(1) Voir STEFFENSEN, agllagelseslere, p. 122.
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d’ot I'on déduit I'équation aux différences finies de la fonction fx)

— (k — x)(m — x)

On appelle f(x) la fonction de fréquence hypergéométrique.
M. PEARsON remplace cette équation aux différences finies (1) par
I'équation différentielle

(a)

Il substitue ainsi a la fonction hypergéométrique discontinue une
fonction continue, et aux entiers %, £, m des constantes arbitraires.
Comme M. STEFFENSEN I'a indiqué, il court donc le danger de déformer
completement sa fonction. Les différentes valeurs des zéros de 1'¢ua-
tion

Idy = x—c
Ndx ¢y 4+ i x + cyx?

Co+ CLX 4+ €% =0

donnent une série de types de courbes. M. PEARsON déclare que ces
types de courbes renferment la majorité de courbes de répartition :
« I might almost say, without exception in a wide range of economic,
physical, biometric and actuarial data » (2.

M. PeARrsON détermine les constantes de 'équation différentielle (a)
par les moments de la fonction y de la maniére suivante :

I1 écrit I'équation (a) sous la forme

(¢ + 1% + cax?)dy = y(x — c)dx.
Multipliant cette équation par x»—! et intégrant, on a :

fx""(co 4+ x + ax%)dy :] y(x — c)x"dx,
ou, en intégrant par parties

2" Heg + ey x +Cax?)y — (‘y((n — I)ega" 7 4= me 2"+ (n - I)cyx") dx

:fyx"dx — c’ yx"dx.

En remarquant que I'expression x*—! (¢, + ¢,x -+ ¢,%?) disparait aux

limites et en posant
M, = f yx"dx,

(1) Voir ELDERTON, Frequency-curves and Correlation, p. 37.
(2) On the general theory of skew correlation and non linear regression, p. 9-
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on aura :
M,[I -+ (n + I)¢;] + M, a[ne, — ] + My_o[#n — I]co = 0 (A).

Cette relation est valable aussi pour # = 1, si 'on pose par définition
M_, = o. En posant # = 1, 2, 3, 4 on détermine ¢, c,, ¢;, ¢, par les cing
moments #, Wy, My, Mg, My, o My, = I. En placant I'origine du sys-
téme au centre de gravité de notre courbe, on a m, = 0; on trouve
donc :

M2(4M2 T 3M§)

€0 =7 1oMM, — 18M} — 12M}’
C— e — — M;(M, + 3M;) ,
! 10M.M, — 18M; — 12M}
o ZMM,— 6M3 — 3M
) =

T 10MM, — I8M; — 12M}’

Pour distinguer les différents types des courbes, M. PEARSON dis-
cute les valeurs de

p— G I 710 i)
4eic: 4(2F, — 3B — 0)(45: — 341)

ou

M. PEARSON utilise (3; comme une mesure de ’asymétrie de la courbe
et appelle 3, + 3 = ¢ 'excés de la courbe. Je cite M. ELDERTON,
Frequency curves and correlation, p. 50 :

« Another matter with which it seems advisable to deal here is con-
nected with the criterion %. This may have any value from — o to - oo,
and from the following diagram it will be seen how the types cover
all the possible values of the criterion and do not overlap. »

k—— k=o k=1 =
k ngateive o>k<T E>1 l
Type I Type IV Type VI
Type 11T Type VII Type V Type 111
when £, = 3
Type II

when £, not = 3.
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Quand on sait @ prior; qu'un ensemble statistique peut étre repré-
senté par une des courbes de M. PEARsSON, % indique quel type doit
étre employé.

Les conditions nécessaires auxquelles doivent satisfaire les moments
d’un ensemble statistique donné pour qu’il puisse &tre repré-
senté par une des courbes de M. PEARSON, s’obtiennent en effet trés
simplement en substituant les valeurs trouvées cy, ¢;, ¢, de ¢, dans la
relation (A).

On trouve

(B) « -+ M,[(8 — 2n)M:M, — (12 — 6m)M} — (9 — 3#)M3] —
— Mu_i(n — T)[M;M, + 3M;M3] — Mp_s(n — I)[4MIM, — 3M.Mi]=0

On voit au moyen de cette formule, que My = 0, a pour consé-
quence que tous les moments smpairs sont nuls. 3, = o est dong, en
effet, une mesure de la symétrie.

Comme exemple, prenons '’équation des courbes du type I1, qui s’écrit

Les moments sont
- . I.3.5-- (20 — 1)2%"
Mins o = 0, Man = (2v + 3)(2v + 5) -+ (2v + 2n + 1)

qui satisfont 2 la relation (B), 2insi qu’on le voit facilement.
Le critére de M. PEARSON se réduit pour la courbe du type VII, qui
est la courbe de Gauss
»
y=y0¢e?
a
M3=O,M3—3M2:0.

En substituant ces valeurs dans la relation (B), on aura :
Mopps = 0, Mon = (210 — 1)Mon_s,

qui sont en effet les critéres nécessaires et suffisants pour qu'une
fonction arbitraire soit la fonction de Gauss.

Comme un exemple numérique de la représentation d’un ensemble
statistique par une courbe de M. PEARSON, je cite le tableau :

x:17 22, 27, 32, 37, 42, 47, 52, 57, 62, 67, 72, 77, 82, 87,
H(x): 34 145, 150, 145, 123, 103, 86, 71, 55, 37, 21, 13, 7, 3, 1
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Ce tableau peut étre représenté par la courbe du type I

0.409833 [ x ] 2776978

x
Y = 149.47 [I - I‘@@l I— 13.52728

qui donne le tableau :

X:o 17, 22, 27, 32, 37. 42, 47, 52, 57, 62, 67, 72,77,82,87
y: 46, 138, 149, 142, 127, 108, 88, 69, 5I, 36, 24, 14, 7, 3, I

On voit qu'on a une bonne représentation de notre série, mais on n’a
aucune espéce de renseignement sur son origine et on ne peut rattacher
arien la nature et la grandeur des constantes de notre formule.

Iécole continentale part d’autres considérations, et fait intervenir
deux fonctions qui dérivent de la loi de fréauence binomiale :

f(x) = (cp)pr(x — p)i—=.
Ce sont 10 : la fonction de Gauss :

x2
I e 2kp(1—p)

90 = ssapts —

pour & — oo et 2°: la fonction de Poisson

)V'rg“l

f) =",

’

pour k — o, p — 0, mais kp — 7.

Il y a plusieurs ensembles statistiques qui peuvent étre repré-
sentés d’'une mani¢re approchée par ces fonctions ; il est donc
assez naturel d’emplover ces deux .fonctions comme fonctions
génératrices pour des ensembles statistiques quelconques. GRraAM,
THIELE, BRUNS et CHARIIER ont emplové la fonction de Gauss comme
fonction génératrice.

Soit 7(x) une fonction arbitraire, : posons

(d) f(x) = cox(x) + 019'(%) + 29" (x) + -
avec

¢(¥) = e~
On trouve

«"(x) == Nu(x).5(x).
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Les N, (x) sont des polyndmes d’HERMITE. Les N,(x) satisfont & la
relation :

Nut+y + 24N, + 2zN,_, = 0.
On a, en particulier :
No = 1I
Ny = —ax

N, = g44% — 2, ete.

et des relations d’orthogonalité :

~ oo

/ N, (x)et™(x)dx = o, nzm
=0

0
{ No(x)e (x)dx = 2mnly'=.
—o

Les coefficients ¢, se déterminent donc d’une maniére tout a fait
-analogue 2 celle des ccefficients d’une série de Fourirk. On trouve :

~O0
£, = —— J N (%)f (x)dx.
2"l % J =

Puisque les N, (x) sont des polyndémes en x on voit que les coeffi-
clents ¢, se déterminent comme des fonctions des monienits de notre
fonction f(x).

La série (b) est appelé la série de BRUN série @, ou, par M. CHARLIER
une série A. Elle est employée pour représenter analytiquement une
fonction de répartition statistique. Dans les applications, on ne consi-
dere que les premiers termes de la série, en admettant implicitement
qu’on est conduit de cette fagon a une assez bonne approximation.

On a cependant critiqué assez sérieusement 1’emploi de cette série,
aussi bien du point de vue mathématique que du point de vue sta-
tistique. Je cite M. LINDEBERG :

« Eine analytische Darstellung einer Verteilung kann nur dann ein
-grosseres Interesse darbieten, wenn daraus irgendwelche Schliisse auf
die Entstehungsbedingungen der Verteilung gezogen werden kon-
nen. Aus den Bemerkungen, die u. a. Steffensen () {iiber die
Bruns’sche Reihe macht, geht aber hervor, dass von einer Darstellung
vermittels derselben in dieser Hinsicht sehr wenig zu erwarten ist. Es
wird u. a. bemerkt, dass der hieraus erhaltene analytische Ausdruck

(1) Matematisk lagtiagelseslere, Kobenhavn, 1923.
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manchmal auch negative Werte annimmt. Eine solche Funktion kann
kein Wahrscheinlichkeitsgesetz darstellen, und deshalb kann sie nie-
mals irgendwelchen theoretischen Hypothesen iiber die Entstehungs-
weise der Verteilung entsprechen. Wenn der Ausdruck nirgends nega-
tiv wird, kann zwar nicht mit Sicherheit behauptet werden, dass eine
theoretische Deutung unméglich sei, wenn man den stetigen Zusam-
menhang mit den Fillen bedenkt, wo eine solche Deutung sicher
unméglich ist, diirfte es aber nicht zu kithn sein, jeden Versuch in
dieser Richtung als hoffnungslos zu bezeichnen ».

M. CRAMER dans son important mémoire () sur ce sujet arrivea la
méme conclusion. Il traite particuliérement les propriétés asymptotiques
de la série, c’est-a-dire il examine si les deux premiers termes donnent
une meilleure approximation que le terme principal, si les trois
premiers termes donnent une meilleure approximation que les deux
premiers, etc. M. CRAMER dit (p. 28 /.¢.) : « There are cases where no
asymptotic expansion exists. Thus we must conclude that the problem
calls for fresh mathematical investigation. »

Le probléme de la convergence de cette série a été traité par
plusieurs mathématiciens distingués : MM. GALBRUN, PHRAGMFN,
KAaMEDA, VON MISES, CRAMER, etc.

Plusieurs de ceux qui ont donné des exemples numériques sont
arrivés au miéme résultat. V. Misgs : Wahrscheinlichkeitsrechnung
p. 264, écrit : Zusammenfassend wird man sagen diirfen, dass der
wesentliche, Verlauf einer Haufigkeitsverteilung schon durch die ersten
Glieder unseren beiden Beispielen, schon durch das erste alleiniger-
massen wiedergegeben wird. Andrerseits miisste man in der Rechung
sehr weit gehen, wenn der Konvergenz der Reihensummen gegen den
rechtwinkligen Verlauf der V-Linie in Erscheinung treten soll. Daran
besteht aber wohl auch kein Interesse.

Dans le méme ordre d’idées CZUBER s’exprime d’une maniére ana
logue : Wahrscheinlichkeitsrechnung, t. 1, p. 431 :

Indessen zeigt sich, dass die vorstehende Reihe auch schon durch
O[v] selbst, die Verteilungsfunktion also durch die Gausssche Expo-
nentialfunktion fast mit dem gleichen Frfolg dargestellt werden
kann, so dass hier die ¥ Reihe bei der angewendeten Abkiirzung
nahezu keinen Vorteil bringt.

(1) Skandinavisk Akluarietidsskrift, 1928, p. 22.
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M. CHARLIER choisit la fonction de Poisson

o KEETH
Ls (x) ) 7'. bl

comme fonction génératrice et donne un développement, en faisant
usage des différences de U(x). Il pose

f(x) = W(x) 4 ;W (x) + c,W5(x) + --

ol
W(x) = — W(x) + W(x — 1)
© Vi) = — Wy (1) -+ Wy(x — 1)
Wa(x) = — W,y (%) 4 Wy (v — 1)

M. CHARLIER appelle cette série une série B.

MHUe POLLACZEK-GEIRINGER (*) a montré comment on peut écrire
un développement analogue au développement de la série de Bruns
et a indiqué les critéres de convergence.

Il s’agit ici d’une fonction discontinue ou, comme on dit souvent g
d’une fonction de répartition arithmétique. Des relations (c) on tire

Uu(x) = g.(%)W(x) g,(x) =1.
Les g,(x) sont les polynémes du degré v qui jouent ici le méme réle
que les polyndémes d’Hermite.
On trouve la formule de récurrence
geni(¥) = q.(x) + > gy — 1)
en remarquant que

W(r — 1) = W(x)

et en substituant
Wo(x) = g ()T (%)

dans les relations (c).

(1) Skandinavish Ahtuarietidsskrift, 1928, p. 98. Voir aussi v. MisEs, Wahrscheinlichkeitsrech
nung, p. 265.
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En particulier, on a

Qo(x) =1
g:(%) = Qf —1
g:(x) = x(lxl—— O .

..........................

On a de plus, les relations d’orthogonalité
S w.x) =0, »Eo

1 WY =0,I,2 -

Exqv(x)\rv(x) — ii, —

Au moyen de ces formules d’orthogonalité, on trouve, par une
méthode analogue a celle suivie pour le calcul des ccefficients de la
série de Bruns, les ccefficients ¢, :

co = g Sag)(x) v=1,2, -

Les ¢,(x) étant des polynomes en %, les ccefficients ¢, sont des fonc-
tions des (v + 1) premiers moments de notre fonction f(x)) = M¢M,,- - -
Mr avec M, = Zx¢f(%),

Une fonction de répartition arithmétique bornée, c’est-a-dire une
fonction, qui n’a que des valeurs différentes de zéro pour ¥ = 0,1,2- - - k,
peut toujours étre développée en une série de cette forme. Quand
la fonction n’est pas bornée, Mlle POLLACZEK-GERINGER (I. ¢.) a établi
les critéres qui fixent la possibilité de ce développement.

Nous avons utilisé jusqu’ici deux cas limites de la fonction binomiale :
la fonction de Gauss et la fonction de Porssox ; il est donc naturel
de choisir maintenant d’autres fonctions de fréquence. On peut choisir
par exemple, pour une fonction de répartition arithmétique bornée la
fonction binomiale f(x) = Cip#(l — p)¥—= comme fonction génératrice.

On pose :

\ ' F(x) = f(x) -+ ciAf(x) + -+ —+ cAk(x)
ot

Af(x) = flx — 1) — f(x) = fi()
Af(x) = Afi(x) == fi(x — 1) — filx) = fu¥)
A3f(x) = A%fa(x) = folx — 1) — fo(x),  etc.
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On trouve :
Af(x) = q.(¥)f(%)-
Les g,(x) sont ici des fonctions rationnelles de x. Elles satisfont a
la formule de récurrence :

gr(%) = — gr_a(x) + I”%lb’ ko : — go_1(x — 1),

En particulier, on a :

go(x) =1
=T3Py D

_ (T =P\ 2(x — 1 I—p X
92(x)‘<7>~,\) +1—2)k +2—2x) > p k+1—=x

Les coefficients c; se déterminent par des valeurs données de F(o),
F(1),- - -F(k).

Tous ces modes de représentation des séries statistiques n’ont que
des intéréts secondaires; tous prétent le flanc & des objections, en
raison de leurs propriétés asymptotiques.

Le probléme essentiel est de découvrir I'origine de la série statistique
donnée. Si les résultats des tirages de boules blanches, d'une urne de
composition fixe en blanches et noires, nous fournissaient des chiffres
comparables & ceux donnés par I’expérience, on pourrait dire que I'on
s’est engagé dans la bonne voie. I,’actuaire frangais DOrRMOYS, et plus
tard, le statisticien allemand I,Exts ont développé a cet effet un pro-
cédé connu sous le nom de la théorie de la dispersion.

On peut dire (*), que cette théorie est basée sur la notion de la sta-
bilité (ou dispersion) normale. On dit que la stabilité d’une série de
nombres statistiques est normale si la répartition de ces nombres
autour de leur moyenne correspond sensiblement & un tableau des
nombres de boules blanches tirées dans une série d’épreuves ou la
probabilité d’extraction d’une boule blanche a uue valeur constante.
Si les oscillations sont plus grandes, la dispersion est dite hypernor-
male (cas de LEXIS), si les oscillations sont plus petites la dispersion
est dite hyponormale (cas de Po1rssoN). Comme critére de distinction
de la dispersion normale, on introduit la grandeur du coefficient de
divergence Q.

1) Voir TsCHUPROW : Nordisk Statistisk Tidsskrift, 1922, t. I, p. 340.
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Si, & priors, il existe une probabilité constante p, on pose

i=r
IO

i [P —
Q;) — l—-l‘ ,
I
- p(T— )

ot 7 est le nombre des séries, chaque série comprenant # épreuves.
Ie nombre total des épreuves est »n. La fréquence de 1'événement

i

considéré dans la 7#m° série est désignée par p, = -, ou m; est le

nombre des # epreuves de la z#¥me série qui sont favorables 4 I’événement.
Si la probabilité @ priori p n’est pas connue, on la remplace par la
moyenne arithmétique p, de toutes les »n épreuves

My e e oy
bo = ™m ’
on pose donc
~
7 — L - po)2
© Q=
l’ (*r— po}

On dit par définition que la distribution est normale si Q est sensi-
blement égal & 1. Si Q > 1, la distribution est hypernormale, et
si Q < 1 la distribution est hyponormale.

von BORTKIEWICZ a remarqué une petite inexactitude dans la for-
mule (c), donnée par I,Exis. La formule doit étre écrite sous la forme
suivante:

nr —
v. BORTKIEWICZ remarque que dans le cas de la dispersion normale
cen’est pasla grandeur VQ qui est égale & 1, mais en réalité la valeur
probable de Q2 c’est-a-dire E["Q?]. Il a également généralisé ces
considérations aux nombres moyens statistiques arbitraires.

TscHUPROW a démontré que la valeur probable du dénominateur
et la valeur probable du numérateur de "Q? sont égales. On ne
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peut pas cependant en conclure que la valeur probable de E["Q?]
soit égale a 1. En général, on n’a pas

# __ En

7

=E,.

Cependant, TscHUPROW, a démontré (*) que cette égalité est vraie
pour Q2

M. FricHET a montré que dans plusieurs exemples numériques
cités dans les traités comme réalisant un bon accord avec la théorie
de la dispersion, la répartition des fréquences numériques donne une
trés mauvaise approximation par rapport au polynéme binomial théo-
rique.

TsCHUPROW a publié en 1922 un mémoire important (%) intitulé
Ist die normale Stabilitit empirisch nachweisbar (I. c., p. 379), dont la
conclusion est la suivante : Auf die Titel dieser Abhandlung gestellte
Frage lautet also die Antwort : insofern man auf die von LEXIS
ausgearbeitete Methode der Berechnung des Divergenzkoeffizienten
angewiesen ist, lisst sich der normale Charakter der Stabilitit einer
Reihe statistischer Zahlen empirisch nicht nachweisen.

Et plus loin (L. ¢., p. 389) : Ich sehe iiberhaupt keinen Weg, auf
welchem man, ohne iiber die durch das Experiment gelieferten em-
pirischen Angaben hinauszugehen, feststellen kann, ob eine vorlie-
gende Reihe von meinetwegen aus einer geschlossenen Urne gezo-
genen Nummern, in der Weise erhalten worden ist, dass die gezo-
genen Nummemn vor der nichsten Ziehung in die Urne zuriickgelegt
wurden oder nicht, mit anderen Worten, ob der betreffende Reihe das
stochastische Schema der normalen, oder der iibernormalen, oder der
unternormalen, Stabilitit zu Grunde liegt. Ich wage freilich nicht
zu behaupten, dass die Aufgabe unlosbar sei. Der Zweck der vor-
liegenden Untersuchung beschrinkt sich darauf, zu zeigen, dass die
Mittel, deren man sich zur Lésung bedient, — mnamentlich, die
Berechnung des Divergenzkoeffizienten Q? — untauglich sind. Ob
hier ein Fall von « ignorabimus » oder von « ignoramus » vorliegt,
mag vorldufig dahingestellt sein.

Je vais essayer de traiter ces questions d’une autre maniére.

. (1) Bulletin de I’ Académie des Sciences, Pétrograd, 1916. Voir aussi MARKOFF I, ¢. et Tscuuprow,
Skandinavisk Aktuarietidsskrift, 1918, p. 223,
(2) Nordisk Statistisktidsskrifl, 1922, t. I, p. 370.
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Jusqu’ici nous avons toujours raisonné sur la forme finie de notre
fonction de fréquence. Or, dans nos séries statistiques les fréquences
sont données pour chaque valeur de 1’élément variable. Nous avons
toujours des valeurs distinctes de H(o), H(1)---H(x). N’est-il pas
possible de comparer ces valeurs données avec les valeurs théo-
riques f(0), f(r)--+ d'une fonction de fréquence convenablement
choisie ? On aboutit au résultat en remarquant que, si nous basons
nos raisonnements non plus sur la forme finie de notre fonction de
fréquence mais sur I'équation aux différences finies qui la caractérise,
tout se réduit précisément a examiner la relation liant f(x) & f(x + 1) (}).

La théorie des fonctions de fréquence pose quatre problémes assez
importants a savoir :

1. Le calcul numérique de la fonction. .

2. La maniére de procéder si I'on veut substituer a la fonction ‘dis-
continue une fonction continue, qui pour des valeurs entiéres de la
variable prenne justement les mémes valeurs que la premiére.

3. La détermination des moments d’une fonction de fréquence
donnée.

Nous avons déja vu comment la détermination des moments d’une
fonction de fréquence peut étre réduite a la détermination de sa fonc-
tion caractéristique. Mais la détermination de la fonction caractéris-
tique est trés souvent plus difficile que la détermination des moments.
M. STEFFENSEN a insisté surle fait que mous sommes forcés de
borner nos recherches aux fonctions de fréquence dont les moments
se déterminent d’une maniére assez simple. Si notre fonction de fré-
quence satisfait & une équatior aux différences finies de la forme

flom) = h [y T Z ol ),

les fonctions de fréquence les plus simples satisferont 4 une équation
aux différences finies de cette méme forme. Dans ce cas, on peut établir
facilement une formule de récurrence pour les moments et méme pour
les moments incomplets de la fonction de fréquence donnée.

4. Une série statistique étant donnée, chercher une fonction de
fréquence qui en donne umne représentation approchée et établir,

(1) Voir R. FriscH, loc. cit., Metron, p. 33.
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s’il est possible, les critéres nécessaires et suffisants pour qu’une fonction
déterminée remplisse les conditions requises.

M. STEFFENSEN, qui a fait des recherches importantes sur les fone-
tions de fréquence, a remarqué que nous ne pouvons pas décider, dans
un cas donné, si une fonction de fréquence déterminée peut étre
utilisée ou non. TscHUPROW, comme nous 1’avons déja cité, écrit que
la théorie de dispersion ne donne pas ces critéres.

Nous traiterons d’abord ces questions pour la fonction de Poisson

X, — A

o) ="%p -

x!

M. CHARLIER est le premier, 4 ma connaissance, qui ait proposé de
trouver une fonction continue, identique a la fonction de Poisson, pour
toutes les valeurs entiéres et positives de la variable x. M. CHARLIER
introduit la fonction :

(oo}
w) =" [ ercos’ coslhsing — x]dt,
v O
et donne pour ‘l"((x) la série :

K. ~ 2 Jn -
oly) e €sinmx [T A e
Vi) = == [x_II(x —Ol el —2) T T T ey |

Pour des valeurs positives et entiéres de x, on a

e
Wi(x) = T
et la fonction Y, (x) satisfait, comme a montré M. JORGENSEN, & 1'équa-

tion aux différences finies :

% —, sinw=x
Fr +1) = o1 Flx) — "=

.

Quand on cherche a introduire une fonction continue qui inter-
pole le mieux possible une fonction discontinue, et qui, pour des
valeurs entiéres et positives, soit identique 4 la fonction discontinue
donnée, il semble assez naturel d’exiger que la tonction continue
satisfasse a la méme équation aux différences finies que la fonction
discontinue donnée. On emploie, par exemple, ce principe quand
on veut interpoler x! par I'(1 -+ x).
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1 équation aux différences finies de la fonction de Poisson est

N
fo +1) = o f)-
Une solution continue est :

Mx
e ¥
- qui pour des valeurs entiéres et positives de x est identique a la fonc-
tion de fréquerce de Poisson. En remarquant que
hod x
1 x\ —
a0 11 (1 + ﬁ)" "

I

on a pour f(x) I'expression
e+ logh)x—n x\ %
fx) = e II(I + ﬁ)e z

f(x) est une fonction entiére de genre un, avec les zéros —1, —2,—- - -
On a pour f(x) les formules suivantes

)~ %) = o= ST,

n—I 1

- x+ 2 )
T o
o (27)) 2

La démonstration de ces formules est assez facile. On voit par exemple
pour la premiére formule que le produit f(x) - f(— %) a les zéros =+ 1,

. Sin ©x . ,
=+ 2,-.. La fonction —=y & aussi les zéros = 1, *= 2,--- On a donc

) f(— x) = emtb SIOTE

T
. sin =x . .
Mais f(x) f(— x) et =_— sont toutes les deux des fonctions paires,
donc @ = 0. De plus
— /sinwy 3
f(O) — /;’ ( L > -1 ou Bb — ¢—2h,
\ TX /x-—>o0

Au moyen de ces formules et de I'équation aux différences finies,
I8

x4+ 1) = x’q;'If(x)
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on peut serrer autant qu'on veut lintervalle d’approximation de
notre fonction.

Considérons maintenant le probléme relatif a4 la détermination des
moments de la fonction de Poisson.

Les moments d’ordre # de f(x) sont

et avec, en particulier,

[«}

Ecrivons I'équation aux différences finies de la fonction de fré-
quence de Poisson de la maniére suivante

(x + D)f(x + 1) = /(%)

et prenons la somme pour x variant de 0 & oo :

@+ Df(x + 1) =2 > flx .

o[J8

En remarquant que
0 0
E (x + 1)f(x + 1) = Z xf(x) = =y,
[e] [o]
on a immédiatement
7, = A

Pour calculer les autres moments, multiplions notre équation par
(x + 1)
(6 + 1) P+ 1) = 2" f(2) -+ 20O TIf@) + (),

et faisons la somme, x¥ variant de zéro a4 linfini ; nous obtenons la
formule de récurrence suivante pour o, :

Opty = hop )\(,‘,)3"_| 4 e 4 A,

En particulier, on aura oy = ), 6, = A + 2%
Passons aux moments incomplets,
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M. FrIisCH caractérise ce probléme de la maniére suivante (1) :
«Dans 'analyse directe des problémes relatifs aux moments incomplets
de certaines distributions importantes, par exemple la distribution bino-
miale et la distribution hypergéométrique, on rencontre de trés grandes
difficultés qui empéchent dans bien des cas d’obtenir des expressions
exactes. » Désignons le moment moyeu incomplet d’ordre » par ,u,, ol

0

e = X, (& — Wf(x)

x=t

et les moments incomplets d’ordre » autour de l'origine par

o= X wf(x)-

x=t
Nous partirons de nouveau de I’équation aux différences finies de
notre fonction de Poisson sous la forme :
(x -+~ D)f(x + 1) = N(x)-
En multipliant cette équation par (¥ + 1), en faisant la somme
pour x variant de £ & oo, et en remarquant que

oo

D (e 1)) = X 2x) — ()
x=t

x=t
on a la formule de récurrence :
On-L1 = )‘ﬂn -+ )‘(lt)lcn—l e )‘t”o -+ t"-Hf(t)

En particulier
&1 = Mg, + tf(2)
et

o=, (5 — W) = (1),

x=t
formule que nous retrouverons plus tard comme cas de limite de

la fonction binomiale.
ILa formule donnant ,7, est

o0
~ A a2
Fo = Z;f(x) = f(t)[I -+ i1 -+ (t_—i" I)(t + 2) + . ']
x=
(1) RAGNAR FriscH : Del norske Videnskab. Akademi, 11, 1926, N° 3.
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ou, si 'on veut
Go = (2 [: (1 — %) Mgy
[

Pour obtenir les conditions qu’une série statistique doit remphr pour
qu’elle puisse étre représentée par la fonction de Poisson, écrivons
Iéquation aux différences finies

e+ 1) = 2 )

X+ I
sous la forme

e e,

ot 4 est le premier semi-invariant. On voit que pour toutes les valeurs
de ¥ =0,71,2,3,--- il faut que l’expression f(xf(mj)l)(x + 1) soit

constante et égale & j. On remarquera que ). est déterminé si I'on
connait deux termes consécutifs de notre fonction.
Soit une série statistique (¥H(x))

X0, I, 2 3
H(x) : H(o), H(1),---

On forme le premier semi-invariant
ZxH(x)
0—‘—*~ ==/
D HE)

o

Si pour toutes les valeurs de ¥ =o,1,2- - - l’expression + I)( +1)

.U‘l —_—

est sensiblement égale 4 7, on doit en conclure que la série donnee peut
étre représentée approximativement par la fonction de Poisson. On
peut obtenir une valeur approchée de % pour une valeur quelconque de

B 4 x)

Examinons quelques exemples. ,
I. Considérons d’abord un exemple donné par von BORTKIEWICZ :

X . O? 17 27 37 41 N
H(x): 109, 65, 22, 3, I, () = 200.
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On trouve p; = 0,61. Désignons 1’expression E(Ifl(%)ﬂ (x -+ 1) par ¥ (x)

et calculons V' (x) pour x = o, 1, 2, 3, 4. On trouve
¥(0) = 0,60, W(1)=0,68, W(2) = 04T, ¥(3) = 1,3.

On doit attendre une assez bonne approximation si ’on utilise
X, A

. . X -
la fonction de Poisson f(x) = \%—, —, avec . = 0,61. On trouve :

£: 0 I, 2, 3 4,
200f(x):108,7, 66)37 2052, 451, Ov6

2. Nombre de suicides des personnes assurées dans une société
d’assurances sur la vie en Norvége, au cours de la période 1900-1929.
Soit H(x) le nombre des années dans lesquelles on a observé x suicides.
Par exemple H(1) = 6, signifie que, parmi les 30 années considérées,
il y en a eu 6, au cours de chacune desquelles on a noté un suicide.

k) I7 27

I, 2 3 4 5 6
6, 8, 2, I

» 3

wio
N

S
H(x) : 3,
On trouve p; = 74 = 2,6 et ¥(0) = 2, ¥(1) = 2,5, ¥(2) = 2,6,
Ip(g) = L7, ‘F(4) = 3,3» ‘{(5) = 3,0.
X ,—h

I approximation par la fonction de Poisson f(x) = : avec’ = 2,0,

x!
en négligeant les décimales est :

%:0, I, 2. 3, 4, 5 6

30f@ iz, 6 7, 6, 4 2, I

3. Le nombre (x) de particules en alpha rayonnées par le polo-
nium dans un intervalle donné, déterminé par MM. RUTHERFORD
et GEIGER :

¥t 0 I, 2 3 4 5 6, 7, 8, 9, 10,11, 12, 13, 14

H(x) : 57, 203, 383, 525, 532, 408, 273, 139, 45, 27, 10, 4, 0, I, T

On trouve p; = 3,88 = J. Désignons l’expression}—l—(ﬁx(i_—)n (x+1):2

par «(x), et appelons «(x), les ccefficients d’approximation. T.es «(x) pour
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x =0, I, 2, --- doivent étre sensiblement égaux i 1, si notre série
est représentée convenablement par la fonction de Poisson.
On trouve :

( ) = 0792, 1(1) = 07977 1(2) = I7057 a<3) - I’057 J(4’) ;-: 07947
2(5) = 1,04, 2(6) = 0,92, a(7) = 0,67, 2(8) = 14, 2(9) = 0,96,
0) = 1,14, 4(IT) = 0,  (12) = 0, a(13) = 3,6

(10
. . . . e .
I approximation par lafonction de Poisson f(x) = 41 avec’ = 3,88
est :
¥ :0 I, 2 3 4, 5 6, 7, 8 o9 10,II,1I2, I3, 14,
2.608 f(x) : 53, 205, 400, 520, 507, 396, 257, 143. 70, 30, 12, 4, I, 0, o,

La fonction de Poisson peut étre appliquée, méme sil’on ne connait
qu’une petite partie d'une série statistique, parce que ) peut étre déter-

miné a partir d’une seule valeur de H%(_}—) )( + 1).

Examinons maintenant quelques autres fonctions de fréquence im-
portantes.
La fonction de fréquence binomiale :

Hx) = Cppx(x — py= 0o=x=k,

représente la probabilité pourque I'événement fortuit E avec la proba-
bilité p se présente x fois, I'événement contraire avec la probabilité
I — p se présentant alors 2 — x fois dans une suite de % épreuves.
Notre fonction f(x) satisfait & 1'équation aux différences finies

E k—x

1 1)

( =
f(x + 1) I —px-+1

si & — oo, p —>o0et pk— 7 on a 'équation aux différences finies

fo+ 1) = ),
C’est-a-dire 1’équation aux différences finies de Poisson.
Déterminons d’abord les moments d’ordre » autour de l'origine

k

o= Zx’"f(x).

o
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Nous donnerons une formule de récurrence pour s, Ecrivons notre
équation aux différences finies sous la forme :

(T — )% + 1)f(x + 1) = phf(x) — pxi(x).
En multipliant notre équation par (¥ -~ 1)?, nous aurons :

(T —P)x + 1)"t'f(x + 1) = phx"f(x) + Chpkx" “f(x) + .-+ + pkf(x)

— P rf(x) — Chpxrf(x) — - - — paj(x).
Faisons la somme, x variant de o a %, et remarquons que
k k
E(x + Ity =1) = _\: KT (x) = 5,14, Ik +1) = o,
o o
et
g
Niw =1,
o
on a
(I - p)sil—l-l - pksn - Cllzﬁksn_l + e - ﬁk
_P711+1 - C}:?Gn st ?71 ;
ou la formule de récurrence de 5,4, :
Tpt1 = ﬁkﬂ'n - Cfl}s’n_t e + f’k — PC;lzTn — pClop y — oo — e
En particulier, on a

T ::pk
5y = pk 3y - pk — poy = Pk — p%k + pk.

Nous voyons que si nous posons pk = 7 et p = o dans notre for-
mule de récurrence, nous retrouvons la formule pour les moments
d’ordre # 4 1 de la fonction de fréquence de Poisson.

Abordons la détermination des moments ¢ncomplets de la fonc-
tion binomiale.

Je cite encore M. R. FRISCH : « Avant de terminer, je me permettrai
de dire quelques mots sur les moments incomplets de la distribution
binomiale.

Ie moment moyen incomplet d’ordre % de cette distribution est
défini par
S

&
Y o —sprPoe Pe = Ciprgr

r =i

vy, =
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ot la limite inférieure de sommation ¢ est un quelconque des nombres
0, I, -+ s. Le probléme de trouver une expression pour ces moments
est naturellement beaucoup plus complexe que le probléme analogue
pour les moments complets. Si 'on se borne & considérer des expres-
sions algébriques, on ne connait actuellement que 'expression d’un seul
moment incomplet, c’est I'expression du moment incomplet d’ordre un.
Pour ce moment, on a

wy = SCﬁ::p’qS_‘ 1

Pour la démonstration de cette formule, je renvoie 4 un article
publié dans le Skandinavisk ARtuarietidsskvift (1) ».

Désignons le moment incomplet d’ordre n autour de Vorigine
par g, ; nous aurons le moment moyen incomplet d’ordre 7 :

x==Fk x=k x=Fk
= > (x — kp)rf(x) = X 0f(x) — Clkp X o f(x) + -
x =1 x =1 x =1
x=k
(— I)”(ki))" 2 f(x) == {Op — Cillkptcn-—l R ('— I)"(kiﬁ)"“m
x=1
ou
x=k
o= 2f(x).
x=1

Mais on obtiendra facilement d’une maniére analogue, une formule
de récurrence pour .5, Passons a l'équation aux différences finies
de la fonction binomiale sous la forme :

(X — P)(x + D)f(x + 1) = pEf(x) — pxf(x).
en multipliant ’équation par (¥ 4 1)* on a

(x —P)x + 1)"P(x + 1) = pharf(x) + C)phx"'f(x) - - --
~+ phf(x) — pxTif(x) — Copanf(x) — -+ — pa[(x).

Sommons par rapport & ¥ qui varie de ¢ & %, et remarquons que

x=Fk x—kFk
Noatifix) = ¥ (¢ + 1)+ 1) + ()
x=t x=t

(1) Matematikerkongressen i Kibenhavn, 1925 p. 372. Voir aussi Comples Rendus (Paris).
Séance du 17 nov. 1924.
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nous avons :

(I — P)m;_l - (I —_ p)tn-i—lf(t) = Pkﬂn + C)zpklcn_l N
-+ pklffo - pl7n+| —_— C;"PLG,, —_— e —- pt’ﬁ
ou
Tnpr = (T — P TH(E) + pRon + Clpkoay + +-+ + Pk,
— pClimy — PClimpy — + oo — Pi3e

En particulier, pour # = 0, on a

= PR3y + (1 — P)If(E)

ou
k

X

(x — kp)f(x) = (x — p)(2),

thy = 4% — ﬁkﬂo ==

1 R

~

X

qui est la formule obtenue par M. FRISCH.
Pour 5, on a, en désignant par F(z, 3, 7, x) la série hypergéomé-
trique

v=EFk
N k=t p (=t (k—i—T)( P \ |
‘a"_xl\i:-‘tf(x)_w)[l—i_tﬁ—x'1—P+ (t"FI)(t—i—-Z)WA(IﬂP) ‘ ]

ou

2y = f(t)F(I,t — ki1, f-_tﬁ) — [T — PYF(LE + b + 1,p)

ou

@ = [T — P)t./(o‘ (T — x)7H 1 — px)~""dx, (V)

En vue de trouver les critéres caractéristiques d’une série statis-
tique qui peut étre représentée par la fonction binomiale, nous écri-
rons I’équation aux différences finies

fx + 1) = T Y )

(1) V. Poul Qvale : Skand. Aktuarieitdsskrift, 1932 p. 202.
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d’une autre maniére. Nous avons déterminé les deux premiéres semi-
invariants p; et p, a l'aide de p et %

w = kp.
Y2 = kP(I - P):
d’ot1 'on tire
B Wi o _ B
P=" ’k_m —

Introduisons ces valeurs de p et & dans notre équation aux diffé-
rences finies; elle prend alors la forme suivante

2
f(_xf(—;)}) (x + 1) + i’——;; B2y = :f;

Cette équation montre qu’il suffit de connaitre les valeurs de f(x)
pour 3 valeurs successives de x pour déterminer p; et p,. ILa série
f(0), f(x),--- f(k) est donc déterminée par trois termes successifs.

Désignons 1’expression

flx + 1) P
f(x) (x -+ I) ~+ *'??*w X
2 .
par ¥(x). W(x) est constant et égal a %1» pour toutes les valeurs
2
X =0,1,2,--k; expression
W(x
%) = a(x)

T
Lo

2

sera donc égale 2 I pour toutes les valeurs de x«.
Soit une série statistique [x, H(x)], ¥ == 0, 1, 2,-- -k TLes deux
premiers semi-invariants de cette série sont :
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Formons l'expression :

H(x + 1) My — e
THE O+ e =

SiY'(x) est sensiblement constant pour toutes les valeurs¥ =0, 1, - - &

et
— ou aqx) = 3
P2’ () pi

2

le ccefficient d’approximation sera sensiblement égal a 1; nous en
concluons que notre série peut étre représentée d’une mani¢re approchée
par la fonction de fréquence binomiale f(x) == Cfp* (1 — p)** de la
variable x.

Torsqu’on me connait qu'un petit nombre de termes d'une série
statistique, on peut, comme on l'a déja remarqué, déterminer des
valeurs approchées de 1, et p,. Nous voyons que si p; = p,, nOUS
retrouvons la fonction dePoisson.

Donnons quelques exemples.

Nous avons déja considéré la série statistique donnant le nombre
de glandes de Miiller de 2.000 truies

x +o 1, 2 3 4 5 6 7 8 9. .10
H(x) : 15, 209, 365, 482, 414, 277, 134, 72, 22, 8, 2,

Nous avons ici
2y = 3,5, 2 = 278‘
Les ceefficients d’approximation prennent les valeurs
J(O) =4, 1(1) = 0,9, a(z) = 1,1, a(3) = 0,97, a(4) — 0,93, O!(5) = 07867
2(6) = 1,1, 2(7) = 0,77, a(8) = 0,97, a(g) = 0,7.

I approximation par la formule binomiale est :

x - ,_: 07 I’ 27 73’ o 7747 757 6’ 77? 87 97 I0
2000 f(x) : 4T, 177, 304, 4608, 423, 286, 150, 62, 21, 6, I.

Un exemple d’une nature tout a fait différente est le suivant : Le
livre Thesaurus logarithmorum de VEGA contient dans sa ‘premiére
partie le logarithme des nombres de 1000 a4 11000 avec dix chiffres
décimaux. Dans chacune des pages du livre, les logarithmes sont rangés
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en 5 colonnes, et chaque colonne contient 60 lignes. BRUNS a examiné
combien de fois dans les premiéres 1000 colonnes une ligne finit par
un zéro.

Bruns donne le tableau suivant ; x est le nombre des zéros, H(x),
la fréquence de x :

X : I, 2, 3, 4, 3, 6, 7, 8. 9, To. 1II, 12,13, 14
H(x) : 6, 36, 78, 149, 161, 183, 134, II4, 74, 34, 19, 10, O, 2

Le hasard est ici exclu. On peut cependant se poser, comme le fait
Bruns, le probléme suivant : peut-on comparer notre série 2 une
variable aléatoire (x, f(x)), ot f(x) est la fonction de fréquence
binomiale variable f(x) = CZ $* (1 — p)! * ? Formons

H(x -+ 1) By = g 2

Hx) (x 4+1) +

et posons

a(x) = ]P;Eff) .

]
On trouve

=6, 02, 1y = 4,05, 113 = 4,27

Si notre série était susceptible d’étre représentée par la variable
aléatoire citée, nous aurions les «(v) sensiblement égaux a 1. On
trouve

%(I) = 1,7, a(2) = 0,96, 2(3) = 1,14, 2(4) = 0,88, a(5) = 1,1, 2(6) == 0,9,
oz(7) = L,14, a(8) =I,I, 1(9) =1I,I, “(IO) =I,1, 2(11) = 1,2, 1(I2) = oo
2(13) = o.

A part les deux derniéres valeurs, les « oscillent autour de 1. Pour
trouver les valeurs correspondantes de la fonction binomiale, nous
nous bornerons, pour avoir la valeur la plus probable, & employer

la probabilité approchée S - 0,180. I,a valeur correspondante de x

V2ry,

est déterminée par

2 bt
m—&<x<(m+1)—"
g 1

ou

6,02 — 0,83 << x << 7,02 — 0,83.
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Les éléments f(x + 1) f(¥ + 2)- - - se calculent en partant de f(6) au
moyen de I’équation aux différences finies

o &:ﬂ) )
5 iy X+ I

Wb

fx +1) = ( *:
Nous trouvons ainsi :

¥ ‘1, 2, 3, 4 5 6, 7, 8 9 7To, II,12,13,14
1000 f(x) : I, 47, 93, 140, I77, 180, 149, 103, 60, 3I, I4, 5, 2, 0, 5
¥ I000f(x) = 1002,5.

.. s I ,
BRUNS a choisila probabilité 1o bour un zéro. Il a doncyy =6, vy = 5,4

et avec ces chiffres il trouve le tableau

% 1o, I, 2 3 4, 5, 6, 7
1000 f(x) : 1789 I2, 393, 849% 133569 1661!: I69a3‘»7 145,
x 8, 9, 10, II, I2, I3, I4

1000 f(x) : T00,5, 68,5, 38,5, 10,5, IO, 34, I.4

Les premiers semi-invariants p, des deux fonctions binomiales sont
pour ainsi dire égaux, mais les seconds semi-invariants p, sont en
premiére approximation égaux au second semi-invariant de la série
statistique donnée et le second semi-invariant de la seconde approxi-
mation est un peu plus grand (5,4 >> 4,95) que celui du p, de la
série statistique. La différence entre les deux approximations n’a
pas importance. Peut-étre pourrait-on conclure que, u, étant le
méme pour la série statistique et la premiére fonction binomiale, le
zéro soit un peu favorisé dans notre série.

Considérons la fonction de fréquence de PASCAL :

f(x) = Ciyapig

avec
g=T1—p, (¥ =0),
quin’est autre que le (k + 1)¢ terme du développement de (p + ¢)**=,
ol p et ¢ représentent respectivement les probabilités de I'événement
favorable et de ’événement défavorable. Les expressions Ct,,, Chy,yq
sont les nombres du triangle arithmétique de PAscAL.
o0
5= 2y ¥f(x).

o
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On voit facilement que lexpression Ch ,,p'¢""" est liée a celle
de f(x) par 'équation aux différences finies

k+1+xf(x\

fix +1)=gq P x).

On voit que si 'on pose g = }'e et £ — o on retrouve l’équation

aux différences finies de Poisson.
Nous déterminerons d’abord les moments.
Fcrivons notre équation aux différences finies sous la forme

(x4 1)f(x + 1) = glk + %) + gxf(x)-
En multipliant cette équation par (x + 1), on aura

(x -+ 1) (x + 1) =
gk + 1)x"f(x) + q(k + D) (@) + -+ gk + T)f{x) + gx Tf(x)
+ g(Dxrf(x) 4+ -0 4 gxp(x).

Sommons, ¥ variant de x a l'infini; nous aarons :

nis = q(k 4+ 1)o, + gk + D)Chon_y + +++ 4 qlk -+ I) + @out
+ gChop + + -+ + ¢51.
ou
(1= @)surs = gk + T)3, 4 g(k + 1)Chow + -+ g(k +- 1)
~+ qClog 4+ + -+ + ¢o1.

En particulier, nous aurons

g — kE+1
1——l]I_q
gk +1)(k+ 2) gk + 1)
=TT a - T 1—g

d’oti, pour les deux premiers semi-invariants :

On voit ici que
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Pour déterminer les moments incomplets, nous suivrons une méthode

\

analogue a celle présentée au cours de cette étude, et nous aurons

(I — Q)oupr =T f(8) + gk + 1)5n + q(k + 1)Chmns
+- ¢Cloy + + -+ + gay.

En particulier, on aura

01 = T~ % +
et
N, g+ ) t(t
thy = xe_t (x - 1 _’q f(x)) - I—:_'—édt.

Pour ¢ = 0 nous aurons la formule correspondante a celle de Poisson.
Pour le moment d’ordre zéro, on a

_ R4+t +1 k+t4+1)l+1+2) ,
“""ﬂt)‘l—h t1 17 t+ 1) =+ 2) - ]
ou
s = JOF(x, k+1t+ 1, 1+ 1, q),
ou, enfin

I
m=mJprWm_W4qﬂm
o

Sig—o0, k> et qgk— 7 ontombe sur la forme correspondante

I ~
a la fonction de Poisson soit #f(Z) f (1 — )1,
o
Les conditions pour qu’une série statistique puisse étre représentée par

une fonction de Pascal, s’établissent de la maniére suivante : Exprimons
les constantes g et 2 dans’équation aux différences finies dela fonction
de Pascal au moyen des premier ssemi-invariants. Nous pouvons donc
mettre notre équation aux différences finies sous la forme :

fx + 1)
/(x)

(k1) + Py

s 1

o

On voit que I'équation aux différences finies pour les trois fonctions
de fréquence, la fonction binomiale et celles de Poisson et de Pascal,

ont la méme forme, mais qu’on a respectivement u; % . L' expression

U(x) = flx +1) (¥ 1) 4+ Sy

f(x) e
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L . uf W(x , R
est constante et égale a ‘p——l, ou o(x) = U%) est égale a I pour toutes les
2 et §
et

valeurs de x.
Pour qu'une série statistique (x, H(x)), ¥ = o, 1, 2... puisse étre
représentée d’une maniére approchée par une de ces trois fonctions

de fréquence : la binomiale, celle de Poisson ou celle de Pascal il faut
que les

R

(x - I) + e 2 5
H(x) £
) = W
bt}
2
soient sensiblement égaux a 1 pour les valeurs ¥ = o, 1, 2, - - - avec,

respectivement p, ; Pa-

Considérons l'exemple suivant "donné par v. BORTKIEWICZ, et
concernant le nombre des suicides d’enfants en Prusse dans les années
1869-1893.

Soit H(x) le nombre des années durant lesquelles on a observé
x suicides. Les résultats des observations sont donnés dans le tableau
suivant ;

£:0, 1, 2, 3, 4 5 6
H(x):4, 8, 5 3, 4 0, I
On trouve ici
i =1,00, u» = 2,46
o > 1y,

Nous utilisons en ce cas la fonction de Pascal et nous trouvons pour
les x(x)

(0)
(4)

Les fréquences théoriques sont :

A
o4

[

1,3, «(1)=0,7, 2(2) =09, 2(3)=0,3,
0,I, a(5) =00, a(6)=0,8.

%:0, I, 2, 3 4 5 6

25f(x) : 4, 6,2, 55, 3,6, 2, 0,9, 04
v. BORTKIEWICZ a, de son c6té, fait état de la fonction de Poisson,
car u, n'est pas sensiblement différent de u,. Il trouve le tableau :

¥x:0 I, 2 3 4 35 6

25/(%) : 3.4, 68, 68, 4.5, 22, 09. 03

— 272 —
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I.a fonction de Pascal donne donc une meilleure approximation
que la fonction de Poisson.

Considérons enfin la fonction de fréquence hypergéométrique

_ GGy
) = G

/(%) est la probabilité de tirer x boules blanches d’une urne qui con-
tient % boules blanches et / boules noires, en faisant m tirages sans
remettre dans 'urne les boules tirées.

Ta fonction f(x) satisfait a 1’équation aux différences finies

forn=, Eo0=D 6 m=szo).

En divisant, dans la fraction

(B — x)(m — x)
(x+1)h—m+ 1+ 1)

le numérateur et le dénominateur par (4 -+ k), et en posant

h—i"k:p, hf—_}::—k=1—~peth+k—>oo

on a la fonction binomiale comme cas limite.
Pour déterminer les moments, écrivons I’équation aux différences
finies sous la forme :

(A —m) ++x + 1)(x + I)f(x -+ 1)
= k- mf(x) — (B + m)xf(x) + x%f(x).

En multipliant cette équation par (¥ + 1)* on a :

(b — m)(x 4+ )"t f(x + 1) + (T + x)"t2f(x + 1)
= k- mxnf(x) + RmCixm—'f(x) + -+« + kmj(x)
— (B + m)xtf(x) — (B + m)Coxnf(x) — -+ — (b + m)xf(x)
—+ anT2(x) + Clax»T'f(x) + « - o 4+ 2%f(x).

Faisant la somme, x variant de 0 & m, on aura :

(h - m)cn-{—i + Opgr = kmsn -+ kmciqn—i 4 e o+ R — (k -+ m)“n-{—i
— (k+m)Clsy — -+ — (B —m)sy + 3,15 4+ Chopgy 4+ <=+ + 02 ;
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ou

h+k—Congr =k -mo, +k-mClsy_y 4+« +k.-m
— Culk + m)o, — C2k + m)sy_| — -+ — (k + m)s,
-+ ng'n + Czcn_l + e gy

Pour # = 0, nous avons

Pour #n = 1, nous avons

(h+k—1)5 = (km — (k +m))s, +~k-m

ou

kmikm —+~h — m)
h+kh+k—1

72:

Les moments incomplets se déterminent d’une maniére tout a fait
analogue, en remarquant que

m

O == Z xrf(x) = E (x+ 1) (x =+ 1) == £f(2).

x=1 x=t
On trouve
(b — m)(Znr — LT() + (70rs — tT2f(1))
=kemo, 4+ kmCl 5y + oo A ks, — (B 4+ m) 50,
— (R +m)Chsy — -+ o — (k + m)3,
—+ Tupe + Chopry -+ oo0 4+ 7

En particulier
(h =+ R)is. == kmysy —+- Bf(t) + (b — m)f(1)
et

o= X (x—m BV = L 1ei) - = m) + 0

formule qui, pour 4 - & — o, ﬁ%e — I — p, donne la forme cor-

respondante de la fonction binomiale.
Les conditions que doit remplir une série statistique donnée pour étre
représentée par la fonction hypergéométrique, s’obtiennent en intro-
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duisant dans notre équation aux différences finies a la place des cons-
tantes %, k, m les moments factoriels ou les semi-invariants.
FEcrivons notre équation aux différences finies sous la forme

flx + 1)

f(xf-;——l) (x + 1)(h — m) + (%) (X A1)+ (B m)x —xP=1Fk-m,

et exprimons les grandeurs (I — m), (B 4+ m), km au moyen des
moments factoriels

k
=R
kR—1
e Sy B ) e
E—1 k—2
T T My g = X = 2)
On trouve
h—m :2%)%)+“m“(sm+2°¢o)—3?fn“rz)"”(zn’m+°m 3o+ 007y
~ 2
T(1)%(2) (1) % (3) T 22
2 2 2
k P 207 T e T A% e 7 T
kR+m= - 2*)- - T > .
T(1)%2) T )% (3) T 2%(2)
o — P70 T 0% %07

T3 T (05— 2

En introduisant ces valeurs dans notre équation aux différences
finies on aura :

x4+ 1) 2 2

iy B 1)[2“ T(a) + 70015+ 270 — 37(1)%() — 27017 (3)
5570 + °(:)’(s>]

f(v 4+ 1)

)y @I [ (%2 T 7073 T 2“@)]

+x[3° 7() 23007 (5) — (1)) — 4

0

Q

a
&

Q
-

Q
@
[W—

—"[ 1%+ 7076 — 2 ]—ZK 7(3)—%)‘(2))]
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En remplacant les moments factoriels par les moments, cette
équation prend la forme :

.f(xf(“;)_l) (x + I)‘ 0'21" — 0'2)(0'2 _ 53) _ 51(6163 . s;)]
| ) (1) (e — )]

1(x)
—i—x[(cx + 9, — 9} 5163) - (cf - 62)(02 - c3>]

of 5 2\ [ =2 —_ _ 52
— 5 (612~s2 (“1'—72 cl——czl = 20,(0,9; — ;).

—_—— p——
— -
Q
-
Qa
w
Q
)
~—~

On peut aussi, en faisant intervenir les semi-invariants au lieu
des moments, mettre 1’équation aux différences finies sous la forme :

f(?‘f(:;) (D3 — ) (2 — a) + 20,00(20 — )]
- f(xfa:) D Do+ s — 203)

A (1] — (e ) - 2 (o — 203 + 1))
— X[ e gy — 2p5]
= 2y (it A g — i)
Dans le cas simple ot 4 = &, c’est-a-dire dans le cas de la fonction
hypergéométrique symétrique, on aura
Yy == —
T2

_m 2h—m
=y T sk —1

En remplagant m et /i par p; et p,, 'équation s’écrit :

X+ I . — p? Ly — >
O R R St )
> .
S L Rl 71 B e % — % = 2) — 3Mais
e — 243 Py == 2122

En désignant par ¢ (x) le second membre on voit que ¢ (x) est cons-
tant et o(x) est égal A 1, pour toutes les valeurs de x = o, 1, 2- - - m.

Dong, si 'on a une série statistique (x, H(x)) et que l'on forme
I'expression correspondante «(x) et si les a(x) sont sensiblement égaux

_276__
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a 1 pour toutes les valeurs de x, on doit s’attendre a ce que la série
statistique puisse étre représentée d’une maniére approximative par
la fonction hypergéométrique.

Comme exemple, nous traiterons la série statistique donnée par
M. KARL PEARSON :

r i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
H(x) . 215, 1724, 5262, 7440, 6371, 2950, 852, 166, 20

H(x) désigne le nombre de fois que I'avant-main dans le jeu de whist
a requ x atouts (triomphes) dans 25.000 données.

I.a probabilité pour que l'avant-main recoive x atouts est égale,
comme on sait a :

_ChLCi

fle) = S

Notre série peut donc étre représentée approximativement au uioven
de la fonction hypergéométrique. On trouve :

== 3,15, u, == 1.66, 1; = 0,39,
et
2(0) = 1,02, 2(I.) = 1,02, «(2) = 0,97,
2(3) = 1,02, 2(4) = 0,99, 2(5) = 1,02, 2(6) = 1,02, 2(7) = 1,0, *(8) = 0,83.

Les valeurs approchées sont :

¥x: o I, 2 3 4 5 6, 7, 89

25000f(x) : 220, 1732, 5163, 1649, 6264, 2990, 861, 154, I3, I

Il n’est point nécessaire d’approximer la fonction de fréquence
théorique, lorsque l'on s’est rendu compte que les «(x) oscillent
sensiblement autour de 1. En fait, on désire connaitre, 'approxima-
tion fournie par les x(x) (c’est-a-dire 1'élément important est consti-
tué par les oscillations peu™marquées des x(x) autour de 1).

Rappelons-nous la remarque de TSCHUPROW :

«Je ne vois aucune maniére de décider si les numéres d’une série don-
née de 7z numéros, tirés d’une urne fermée, ont été remis dans 'urne
apres le tirage ou non. Je n'ose vraiment pas prétendre que le
probléme soit irrésoluble. Pour le moment je ne sais pas sil faut
dire : « ignorabimus » ou « ignoramus ».

ANNALES DE L'INSTITUT H. POINCARE. 13
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Cependant on voit que, d’aprés les remarques faites, la série don-
née dans ces deux cas doit satisfaire & deux équations aux différences
finies qui sont essentiellement différentes.

Donc nous oserons dire : « scimus ».

Certainement, nous n’avons pas résolu le probléme general de la
statistique mathématique posé par M. BOREL; nous avons cherché
uniquement a donner quelques indications qui pourront étre utiles
pour des recherches futures.

M. EINSTEIN a dit : « Dieu ne joue pas aux dés ». -

Cependant, lorsqu’on s’occupe de ces problémes, on a le sentiment
vague, difficile a analyser et a définir, que chaque fois que nous réussis-
sons a mettre en paralléle les résultats des observations avec les lois du
hasard, il nous est permis d’en conclure que nous ne sommes pas trés
éloignés d’une interprétation satisfaisante des phénomeénes statis-
tiques étudiés.

Conférences faites a I'Institut Henri Poincaré en Avril 1932.

Manuscrit regu le 20 Juin 1932.
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