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RESUME. — Nous étudions dans cet article I’équation générale u; =
a(.,u, (., u),)s+v de type parabolique pouvant dégénérer en hyperbolique
du premier ordre pour certaines valeurs de (z,u). Utilisant la théorie
des semi-groupes non linéaires dans L', nous établissons des résultats
d’existence, d’unicité et de dépendance continue par rapport aux données,
d’une « bonne solution » du probleme de Cauchy ou de probleémes aux
limites associés a cette équation sous des hypothéses trés générales sur les
données. Avec des hypothéses complémentaires, nous montrons que cette
« bonne solution » est « solution entropique », nous étudions 1’unicité des
solutions faibles et 1’existence de solution forte.

Mots clés : Parabolique dégénéré, Hyperbolique non linéaire, Solution entropique, Semi-
groupe non linéaire.

ABSTRACT. — We consider in this article, the general equation u; =
a(.,u, (., u)z)s+v of parabolic type, which may degenerate into first order
hyperbolic type for some values of (x,u). Under very general assumptions

Classification A.M.S.: Partial differential equations 35 K 65 et 35 L 65.
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728 P. BENILAN ET H. TOURE

on the data, we prove existence, uniqueness and continuous dependance
results for mild solution of associated Cauchy Problem or Boundary Value
Problems. With additionnal assumptions on the data, we show that this mild

solution is an “entropy solution” . We study uniqueness of a weak solution
and existence of strong solution.

INTRODUCTION

Nous poursuivons I’étude commencée dans [8] du probleme général

W ue = a(.,u, p(.,u)z)s +v sur Q@ =10,T[x]
u=4{ sur X =]0,T[xdI, w(0,.) =up surl

ol I est un intervalle ouvert de R, v € L'(Q), £: 81 — R, uo € L*(1),
a: (z,k,€) € R® - R continue et croissante (au sens large) en ¢,
v:(z,k) € R? — R continue et croissante (au sens large) en k.

Comme nous I'indiquions dans [8], notre étude généralise les résultats
de [7], [17] pour le probléeme
{ U + f(u)z = (P(u):cz +wv sur Q,

u=0 surX, u(0,.) =up surl

(2)

ol f, ¢ sont des fonctions continues de R dans R avec ¢ croissante (au
sens large). Considérant le cas ¢ = 0, (2) se réduit a une loi de conservation

(3) ue+ flu)e=v sur@, u=0 sur¥, wu0,.)=uy surl

de telle sorte qu’il est clair que nous incluons dans (1) des problemes
hyperboliques du premier ordre, pour lesquels (méme sous des hypothéses
de régularité C> sur les données) il n’y a aucun espoir d’avoir existence
de solutions fortes globales.

Utilisant la théorie des semi-groupes non linéaires dans L, nous
déduisons les résultats pour le « probleme d’évolution » (1) des propriétés
du « probleme stationnaire »

4) u=a(,u,¢(,u)s):+v sur I, u=4~{ sur OI.

L’étude de (4) a fait ’objet du premier article [8]; nous en rappellerons
rapidement les résultats dans la Section 1 de ce deuxiéme article ou
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SUR L’EQUATION GENERALE 729

nous développerons la notion de « bonne solution » de (1) se déduisant
immédiatement de I’application de la théorie générale des semi-groupes
non linéaires.

Sous les hypotheses de [8] sur les données a et ¢ que nous repréciserons
ci-dessous (dans le cas a et ¢ indépendant de z, elles se réduisent
a la coercivité de a par rapport & &, uniformément pour k borné), il
y a existence et unicit¢ d’une « bonne solution » de (1) pour tout
(uo, v) € LY(I) XTLl(Q) et £ : 0 — R (c¢f théoréme 1.2). Lorsque

ug € L(I) et lv(t,.)]| ;= dt < 00, cette bonne solution est bornée
0
(cf. proposition 1.4).
Sous des hypotheéses complémentaires sur les fonctions ¢(z,k) et

a(z, k,&) nous montrons dans la section 2 que cette bonne solution est
« solution entropique » de (1) c’est-a-dire vérifie

P € L(Q), b= al,w ol u).) € L(Q)
5) {2 u=kI< o (sign(u— K)(h— H(,K))

+ sign(u — k)(v + Hy(.,k)) dans D'(Q)

pour tout k € R, oo H(z,k) = a(x,k,p.(z,k)); nous préciserons
également la condition entropique sur la condition au bord X lorsque
I # R (cf. théoréme 2.2)

Ces hypothéses complémentaires sont vérifiées pour les fonctions
a(z,k,€) satisfaisant aux conditions de type Leray-Lions considérées

par [1] :
co(k) € 1P = Co(k) < Ealz, k, &) <C(R)1+|£)

(avec 1 < p < 400, ¢y, Cy, C € C(R), co > 0 sur R).
Elle est aussi vérifiée par les fonctions de la forme

a(z, k,§) = ao(§ + g(k)) — f(k)

ot f,g € C(R) et ap : R — R est une fonction croissante continue
surjective, comme celles de [11] ol ag(€) = | £ [P7%¢, 1 < p < oo.

Dans le cas d’une loi de conservation (3) avec I = R, il y a unicité
d’une solution entropique (cf. [4], [12]); I’unicité d’une solution entropique
dans BV(Q) est également connue pour le probléme (3) avec 01 # 0
(cf- [3]). Pour le probleme (2) avec I = R et des hypotheéses de régularité
sur les données ¢ et f, 'unicité des solutions entropiques dans BV (Q)
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730 P. BENILAN ET H. TOURE

a été considérée dans [18]; nous ignorons si le méme résultat est valable
dans le cas général du probleme (1) considéré ici, ni méme d’ailleurs pour
le cas particulier (2) sans les hypothéses restrictives de [18].

Lorsque ug est solution (entropique) d’un probléme stationnaire @etla
fonction v dans BV'(0,T’; L'(I)), la bonne solution de (1) est lipschitzienne
de [0,7] dans L'(I). Dans la section 3 nous montrons que les bonnes
solutions sont, sans la restriction de la section 2 sur les fonctions o(z, k)
et a(z,k,§), solutions entropiques de (1) (cf théoréme 3.1). Lorsque
la fonction o(x,k) est strictement croissante en k, la bonne solution
est continue sur Q; généralisant les résultats de [17], nous montrons
qu’il y a unicité d’une solution faible u € Lip(0,T;L(I)) N Cy(Q)
(¢f. théoreme 3.3). Enfin utilisant les techniques de [9], nous prouvons
un résultat d’existence (et d’unicité) de solutions fortes de (1) sous des
hypotheses trés générales sur les fonctions a(x k,£) et <p(a: k) : elles sont

da
en particulier satisfaites si o € C (R3) € C(R*) et —= %

Comme nous I’avons fait dans [8], les divers résultats des sections 1,
2 et 3 seront développés pour le probléme (1) dans le cas I borné
et I = R, ainsi que pour le probléme dans le cas I =]0,00[ ou la
condition de Dirichlet u = £ est remplacée par une condition plus générale
a(-,u, ¢(.,u)z)(.,0) € v(u(.,0)) avec ~ graphe maximal monotone
domaine borné.

>0pp sur R?.

SECTION 1. BONNES SOLUTIONS

On reprend les hypotheses de [8]. Dans tout cet article, on se donne
(L.1) a:RXxRxR—-R, ¢:RxR— R continues
et vérifiant
(1.2) { a(z,k,&) est croissante en £, (x, k) est croissante en k
1.2

@(z, k) est continuement dérivable par rapport a .
On pose

(1.3) H(z,k) = a(z, k, o (z,k)) pour (z,k) €R x R.
On se donne d’autre part I un intervalle ouvert de R, 0 < T' < o0o; on pose
Q =]0,T[xI et pour ug € L*(I), v € L*(Q), on considere le probleme
U = al(., u,0(, u)z)e + v sur Q

(E) u(.,0) = uo sur [

avec conditions au bord  sur ¥ =]0, T'[x4I.

Annales de ’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



SUR L’EQUATION GENERALE 731

Pour les conditions au bord, on considérera les trois cas suivants :
Cas1:I=Retdonc ¥ =20

Cas 2 : I =]a_, ai] avec —o0 < a— < ay < 400,
(1.4) u=4~ sur ¥ =]0,T[x{a-, ot}

ot £ :{a_, ar} — R est donnée

Cas 3 : I =]0,00]

(1.5) a(.,u, (., u);) € y(u) sur ¥ =]0,T[x{0}

oil y est un graphe maximal monotone de R donné de domaine D(y) borné.
On fait les hypotheses suivantes (cf. dans [8] les hypothéses (2.7), (2.9),
(2.10), (2.11), (3.3), (3.4), (3.5), (3.13), (3.14), (3.15)):

et
%{{— loc(R2) et
(H2) z

H
(signg k)%—- <co+wlk|] pp-surlxR
z

ol ¢y > 0, w € R sont des constantes;

O0H
e € BV,OC(Rz) et pour tout R > 0

(H3) 2H

82H

ozr?

< C(R) dans D'(IX]— R,R])

ol u(R) est une mesure positive finie sur I et C(R) une constante; enfin

on fait ’hypothése lorsque |z|] — 400 qui n’intervient que dans le cas
I =Roul =]0,00]:

(lx],k)—(o0,0) z
(H4) lim a(z,k,€) = hy existe dans R

(z,k,&)—(£00,0,0)
H(.,0) € AC(R).

On définit Dopérateur (univoque) A de L}(I) par Au =
—a(.,u, (., u)s)z ot D(A) est I'ensemble des u € L*(I) N L*°(I)
vérifiant :

Vol. 12, n® 6-1995.



732 P. BENILAN ET H. TOURE

() w = ¢(.,u) € WL, a(.,u,w,;) € AC(I)
(ii) il existe u : R — R réglée , h : R — R continues telles que

u=1u, h =a(.,u,w;) p.p. sur I
et pour tout z € R avec u(z+) # u(z—), on a
(@(z+) — u(z—))(h(z) — H(z,k)) 20 Vk € I(u(z+), u(z-))

(iii) dans les cas 2 et 3, les conditions au bord sont satisfaites :
¢(., %) est continue sur R, et
cas 2 : u={(a_) sur | —oo,a_[, &= £€(ay) sur Jay,+oo]
cas 3 : il existe £ € D(v) tel que h(0) € y(¢) et w = £ sur | — 00, 0[.

On a noté Z(u4,u-) =| inf(uy,u_),sup(uy,u_) [.
Rappelons les résultats de [8] (c¢f. proposition 2.8, théorémes 3.1 et 3.4) :

LEMME 1.1. — Sous les hypothéses (H1)-(H4), lopérateur A défini
ci-dessus vérifie
(i) A est T-accrétif, i.e.

/ (ug —ug)* < / (ug —ug + A(Auy — Auz))t Vuy, up € D(A), A > 0.
I I

(ii)) R(I + AA) est dense dans L*(I) pour tout A > 0
(iii) D(A) est dense dans L'(I).

Appliquant la théorie des semi-groupes non linéaires (cf. [4], [6]), en
interprétant le probleme (E) sous la forme de 1’équation d’évolution dans
LY(I)

d
d—: +Au>dv sur[0,7], u(0) = uo;
on en déduit immédiatement

THEOREME 1.2. — Sous les hypothéses (H1)-(H4), pour tout uy €
L}YI),v € LYQ), il existe une unique « bonne solution » u €
C([0,T); L*(I)) de (E) qui est caractérisée par la propriété :

u(0) = ug et pour tout u € D(A),¢ € D(]0,T]),{ > 0,
(1.6) il existe a € L>(Q), a € sign(u — u) sur Q tel que

// af(u —w)é& + (v — Au)(}dzdt > 0

Annales de UlInstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



SUR L’EQUATION GENERALE 733

De plus, si u;, us sont les bonnes solutions correspondant a
(Uo,l,’Ul), (11,0,2,112), on a

(17) max /1 (un () — ua(t))* < /I (o — u02)* + / /Q (01 = v2)*;

te[0,T
en particulier

ug1 < up2 p.p. sur I,

(1.8) v1 < vg p.p. sur Q = u1(t) < ua(t) p.p. sur I

pour tout ¢t € [0,T].

On se donne maintenant des suites (a,, ), (¢, ) de fonctions vérifiant (1.1),
(1.2); dans les cas 2 (resp. 3) des conditions au bord sur Y, on se donne
également une suite (£,) (resp. (v,)) d’applications de {a_, @} dans R
(resp. de graphes maximaux monotones de R, 8 domaine borné); on se donne
enfin des suites (ug,) et (v,) dans L'(I) et L'(Q) respectivement. On
suppose que (an, @, ) Vérifient les hypotheses (H1)-(H4) uniformément par
rapport a n; ceci signifie dans (H2) et (H4) que les limites sont uniformes

d
par rapport a n, et enfin dans (H4) que . H,(., 0)) est équi-intégrable

sur R; dans le cas 3 des conditions au bord, on suppose également que
D(~y,) est borné uniformément par rapport a n.

On suppose maintenant que :

a, —a dans C(R xR xR)

Op, Oy
On — @, % " Ba dans C(R x R)

uon — up dans L(I), v, — v dans L(Q)

et dans les cas 2 et 3 des conditions au bord

{, —» £ dans {a_, oy}
Yn — v au sens des graphes maximaux monotones ,

c’est-a-dire (I47,)"' — (I++)"" sur R. Appliquant le théoréme de
dépendance continue des solutions d’équation d’évolution dans un espace
de Banach (c¢f. [4], [6]), et utilisant les théorémes de la section 4 de [8],
on obtient immédiatement :

THEOREME 1.3. — Avec les données et hypothéses ci-dessus, la bonne
solution u,, du probléme (E) correspondant a (arn, Pn, Yo ns VUn, n, Yn)

Vol. 12, n° 6-1995.



734 P. BENILAN ET H. TOURE

converge dans C([0,T]; L*(I)) vers la bonne solution u du probléme (E)
correspondant a (a, ¢, ug, v, £, 7).
On suppose maintenant que les données ug, v vérifient

ug € LY(I) N Le(I), v e LY(Q)
t
(1.9) o
| 10ttt < .

Alors la bonne solution u de (E) est essentiellement bornée; plus précisément
on a l’estimation suivante :

ProposITION 1.4. — Supposant (1.9) et soit u la bonne solution de (E),
alors la fonction u est dans L*°(Q) et

“U“Loo(Q) <eT max(M, ”UO”Loo(I))

(1.10) T
ﬁAe““@+mmmwm>ﬁ

o M est donné suivant les conditions au bord :
Cas1: M =0
Cas 2 : M = max ([{(a)], [€(ay)])
Cas 3 : M = max {|k|; ¥ € D(v)}

Preuve. — Définissons la fonctionnelle N sur L!(I) par
N(u) = max{M, ||ull g 1)} € [0, +00]
ol M désigne la constante donnée dans la proposition 1.4. II est clair

que N est s.ci. sur L!(I). D’apres [8] (¢f. proposition 2.3, preuve des
propositions 3.2 et 3.6)

A A oo
(1.11) ol e gmax{M, co + |lu + Aul|, }

1-)w

pour tout u € D(A), A > 0 avec Aw < 1, ol ¢g, w sont les constantes de
I’hypothése (H2). On en déduit

(1.12) N((I+X4)"") < (Nu+ Aco)

1-)w
pour A > 0, \w < 1 et u € R(I + MA).

Annales de UlInstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



SUR L'EQUATION GENERALE 735

La fermeture A de A dans L'(I) est m-accrétive; notons Jy =
I+ /\Z)_1 sa résolvante. Fixons R > M; d’apres [8] (¢f. théoréme 2.4,
proposition 3.2 et proposition 3.6), il existe Ag > 0, Ag w < 1

R(I +AA) > {ue LI)nBV() ; ||ull, < R}

pour tout A €]0, \g].
Par approximation dans (1.12) on obtient

(1.13) N(Jauw) <

1
N A
—— (N(w) + o)
pour A € ]0,Ag] et u € L*(I) avec N(u) < R.
Considérons maintenant une subdivision tp = 0 < t; < ... <t, < T et
Uty ...y Un, V1,...,0n € LY(I) telle que

Ui — Ui — )
T +Au;Dv;  pour i=1,...,n

1.14 —
( ) by~ 1o

ol ug est la donnée initiale du probléme (E).
Appliquant (1.13), pour ¢ = 1,...,n on a
Ai=t;—ti_1 < Ag et N(ui—1) + Ailjvill L= < R,

il en résulte alors

N(u;) < (N (ui-1) + Ai(co + [lvill 1))

1
1- )\,-w
En itérant, on a donc

(1.15)  p;N(u;) SN(“O)

+Z Aipj(co + ||vill oo ) pour i=1,...,n

=1
a condition que

(1.16) maxA; <Ar et N(uo)+ Y Nipico+ vill =) < Rpn

=1
ou on a posé

1

(1.17) pi=]] (1= Aw).

i=1

Vol. 12, n® 6-1995.



736 P. BENILAN ET H. TOURE

T
Choisissant R > Ry = ¢“TN(ug) + / T (o + ||u(t, .)||L°°(I))dt;
0

pour tout € > 0, il existe une subdivision g = 0 < t; < ... <t, < T et
v1,...,0, € LY(I) tels que (1.16) soit satisfaite et

n t;
(1.18) max \; < g, Z / /Iv(t, z) —v(z)|dz dt < e
i=1 Jti-r JI

il existe uq,..., un € L(I) uniques tels que (1.14) soit satisfaite; d’apres
(1.15) on a
(1.19) Nw;)<R pour i=1,...,n.

D’apres le théoréme de Crandall-Liggett, notant u. la fonction de [0,T]
dans L'(I) définie par u.(0) = wug, uc(t) = wu; pour t € Jt;_y, ti],
1 = 1,...,n, on sait que

ue(t) — u(t) dans L*(I) uniformément pour ¢ € [0, T);
passant a la limite dans (1.19), on obtient
N(u(t)) <R  pourtout te€[0,T];

ceci étant vrai pour tout R > Ry on obtient bien (1.10). [

SECTION 2. SOLUTIONS ENTROPIQUES

On reprend les données de la Section 1. Dans cette section, on renforce les
hypothéses de la Section 1. On introduit tout d’abord 1’hypothése suivante
qui n’interviendra que dans le cas I non borné:

(H5) ©(., k) est borné sur I pout tout k € R.

Notons que ceci implique la premiére partie de (H4).
D’autre part, on introduit la fonction

(2.1) | G(z,k,n) = zlelg (nf - /: a(x,k,r)dr)

c’est-a-dire que pour (z,k) € R% G(z,k,.) est la fonction convexe
conjuguée de la fonction convexe

13
(2.2) £ — G (z,k, &) = / a(z, k,r)dr.
0

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



SUR L'EQUATION GENERALE 737

On fait ’hypothese suivante

pour tout R > 0,il existe Gy : Rt — Rt
convexe croissante,cg > 0 et Cg € R tels que
crGr(|n|) — Cr < G(z,k,n) < Gr(| 7 )
pour tout (z,k,n) € I x [-R,R] x R

(H6)

Il est clair que I’hypothese (H6) implique (H1). En effet pour tout
(z,k) € I x [-R,R] on a

(23)  la@k8)]> m] ala, k, r)dr > 7 - le«r)

pour tout £ € R, & # 0 et 5 > 0. Cette formule montre d’ailleurs aussi
que Gg est coercive, c’est-a-dire

(2.4) im 2

n—00 77

= +00.
De facon équivalente, I'inégalité (H6) peut s’écrire
Gr(l€)) < G (o €) < Cr + crG} ('“)

o G est la fonction convexe conjuguée de Gpg; ceci montre qué
I'hypotheése (H6) implique aussi que a(z, k, &) est borné sur I x [~ R, R] x
[-M, M] : plus précisément on a

(25)  la(s,k8)] < Crtency (11

) + Gr(0)
pour tout (z,k,§) € I x [-R,R] x R

Remarque 2.1. — Notons que I’hypothése (H6) est impliquée par les
hypothéses de type Leray-Lions,

(2.6) co(k) | € P —Co(k) < € alz,k,€) < C(k)(1+ | € |P)

(1 <p < o0,c9,Cp,C € C(R),co > 0 sur R) telles qu’on les trouve dans
[1]. Elle est aussi satisfaite par les fonctions de la forme

(2'7) a’(x’ k’ f) = 0'0('5 + g(m, k)) - f($3 k)

Vol. 12, n° 6-1995.



738 P. BENILAN ET H. TOURE

ou f,g € C(R?) N L*(I;C(R)) et ag : R — R est croissante continue
surjective, telles quon les trouve dans [11] avec
a(§) =[EF7?¢  1<p<oo
On a le résultat suivant :

THEOREME 2.2. — Sous les hypothéses (H2) a (H6) (qui implique (H1))
soient ug et v vérifiant (1.9) . Alors la bonne solution u de (E) est « solution
entropique », c’est-a-dire plus précisément :

D w= 90(',’“) € L?;c(a)awz € Lf:c(QLh = a’(-au»ww) € L}oc(@—) et

0 g .
8 { 57 6= k1< o (signo(u— k)(h — H(., k)
+signo(u — k)(v + H,(.,k)) dans D'(Q)

pour tout k € R.
(2) Dans le cas 2 des conditions au bord, on a

(2.9) w(t, o) = p(a,f(a)) ppt €]0,T[ pour «a€dl

'//Qsigno(u—k)

(210) ¢ {(w—=k)G — (h—= H(, k)¢ + (v + Ho(., k) ¢ }dtda
> Z e(a)signo(£(a) — k)(h(.,a) — H(a, k), ((.,a))

\ a€dl
pour tout ¢ € D(]0, T[xR),( >0 etk € R, ot e(ay) = —1,e(a_) = +1.

(3) Dans le cas 3, des conditions au bord, il existe £ € L>(0,T) avec
v(¢) € LY0,T) tel que

et

(2.11) w(t,0) = ¢(0,4) p.p.t €]0,T[

' / /Q signo(u — k)

{(u - k)Ct - (h' - H(v k))(m + (U + Hz('7 k))(}dtdfl:
> Signﬂ(zﬂ - k)<h(10) - H(Ov k)a((ao»

et

(2.12) ¢

+ /OT signo(£(t) — k)(zo — H(0,k))((t,0)dt

\
pour tout ( € D(]0,T[xR,{ >0, k € R, £y € D(7) et z € y(4).

Annales de 'Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



SUR L’EQUATION GENERALE 739

Dans le deuxieme membre des inégalités (2.10) et (2.12), ( , ) est le

crochet de dualité entre D’(]0,T) et D(]0,T[); en effet, appliquant (2.8)
avec k = % || u ||z~ (@), il est clair que

(2.13) u; = hy, +v dans D'(Q).

Il en résulte que h admet une trace dans D’(]0,T°[) sur I :
pour tout o € OI,h(.,a) est défini par

(h(.ra),¢) = €(a) / /Q {ult, )¢ ()p(2)

—h(t,2)C(0)p(e) + vlt, 2)C(D)p() bt

(2.14)

ol p € DI U {a}),p(e) = 1. Dans le cas 3 des conditions au bord,
a=0cetea) =1

Remarque 2.3.

(i) Dans le cas I = R (cas 1) et d’un probléme du premier ordre
(p(z,k) =0), il y a unicité des « solutions entropiques », c’est-a-dire des
fonctions u € C([0, T]; L>=(R)) N L>°(Q) vérifiant (2.8) : ceci a été prouvé
par S. N. Kruskhov ([12], [13]) sous des hypothéses de Lipschitz continuité
de H(z,k) = a(z,k,0) par rapport a k; dans le cas H(z,k) = H(k)
seulement continue, 'unicité a été prouvée dans [4]; compte tenu de
I’hypothese (H4), le raisonnement peut s’étendre au cas d’une dépendance
en z. Nous ignorons dans le cas des problémes du second ordre s’il y a
encore unicité des solutions entropiques, au moins dans la situation générale
considérée ici; en effet sous des hypothéses de régularités sur les données,
I'unicité des solutions entropiques BV est prouvée dans [18]. Pour le cas
2 des conditions au bord, la condition eutropique (2.10) correspond a celle
considérée dans [3] pour des problemes du premier ordre et pour lesquels
ils prouvent I’unicité sous des hypothéses de régularité sur H et u.

(ii) Le point (1) du théoréme 2.2 étend le résultat analogue de [7] dans
le cas a(z,k,&) = & — f(k). Notons également que ce théor¢me prouve
I’existence de solutions faibles de (E) sous des hypothéses trés générales et
a ce titre étend en dimension 1 d’espace les résultats de [1], [11], etc.

Preuve du théoreme 2.2.

Notons par Rj le second membre de (1.10) et fixons R > R,.

D’apres la preuve de la proposition 1.4, pour € > 0 il existe des fonctions
en escalier u.,v. constantes sur les intervalles ]¢;_1,t;] d’une subdivision
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to=0<t <..<t, <T tels que

ue(t;) — ue(ti—g)

+ Au(t:) 3 ve(t:)

t; —ti
(2.15) Il we ”L°°(Q) <R
216)  lim {J| ue = w ez + v =0 22y} = 0.

On peut d’ailleurs toujours choisir u.(0),ve(t;) € BV(I) avec les
propri€tés (1.16); puisque R(I+AA) D {v € L' (I)nBV(I);|| v ||lo< R}
pour 0 < A < Ag (c¢f. [8], théoréme 2.4 et lemme 2.6), on peut toujours
supposer

ue(ts) — ue(ti—1)

+ Auc(t;) 3 ve(t;).

t; — 11
Notant
~ t—1t,_1)u(t; t; — t)ue(t;-
’ll,e(t) = ( 1)’LL ( ) +( )’U, ( 1) pour te [ti_l,ti],
t; — iy
We = ‘P(-,ue)a he = a(~aueawe,xa)
on a
u. € Whe(0,T; L\(I)),
et

u,(t) + Aue(t) 3 ve(t) p.pte (0,T).

D’aprés le corollaire 1.5 de [8] et la définition de A, on a en particulier

/mmmm—m

{(vf(t) - ~/e(t) + Hz(»"’))( - (he(t) - H(’ k))(m} >0
ppte(0,T),V¢eDI),(>0etkeR;

(2.17)

puisque

. o d .
signo(uc(t) — k)u(t) 2 — | ae(t) - k|,
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on a donc

(2.18) / / signo(te — K){(ve + Ho( ) — (he — H(,B)Ca)

+//|ﬂe—k|ctzo

V¢ € D(Q),( >0etk €R.
Dans le cas 2 des conditions au bord, on peut remplacer (2.17) par

/1 signo(ue(t) — k) {(ve(t) — T(t) + Hal K))C — (he(t) — H(, k)G )

> ) e(a)signo(U(a) — k)(he(t, @) — H(a, k))((e)

a€dl
p.p.t € (0,T),V¢ € D(R),( > 0 et k € R et donc (2.18) par

( / /Q signo(ue — K){(ve + Ha(s K)C — (he — H(,K))C2}

(2.19) <« +//Q s

> Y e(a)signo(t(e) — k) /0 (he(t, @)

a€dl

\  —H(o, k))((t, )dt

V¢ € D(J0,T[xR),{ > 0 et k € R.

Notons également que w,(t,a) = ¢(a,£(a)) pour a € JI.

Enfin dans le cas 3 des conditions au bord, il existe £ :]0,7[— R
constante sur les intervalles |¢;_1, ¢;[ telle que h¢(¢,0) € y(£e(2)), we(t,0) =
©(0,1.(t)) pour tout ¢t €]0, T et

' / /Q signo(tie — k) {(ve + Ha( K))C — (he — H( k))C:)

(2.20) < +//Q|176—k|§t
T

> / signo(te — k)(he(.,0) — H(0,k))C(,0)dt ;
\ 0

puisque

(signo(Le — k) — signo(Lo — k))(he(-,0) — 20) > 0,
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on en déduit que le deuxiéme membre de (2.20) est
T

> signg(fy — k)/ (he(.,0) = 20)¢(.,0)dt
(2.21) .

+/ signo(le — k)(zo — H(0,k))¢(.,0)dt.

0
11 est clair, compte tenu de (2.15) et (2.16) que
ue — u dans C([0,T]; L*(I))
we — w = p(.,u) dans L=(0,T; L}, .(I))

lorsque € — 0. D’autre part, d’aprés (HS),
(2.22) (we) est borné dans L™(Q).

Le théoréme s’obtiendra alors immédiatement & la limite dans (2.18),
(2.19), (2.20) et (2.21) en démontrant les résultats suivants :

LeEMME 2.4. — Avec les notations ci-dessus,
() w. € LL,.(Q), we, — w, faiblement dans L}, .(Q)

Gi) b = a(.,u,w,) € L}, .(Q), he — h fortement dans L} _(Q)

loc

(ii1) Dans les cas 2 et 3 des conditions au bord
he(., @) — h(.,«) dans D’'(]0, T[) pour a € 91, ol h(., ) est bien défini
par (2.14) puisque (2.13) est évidemment satisfaite d’aprés (i) et (ii).

Premiére étape de la preuve. — Montrons d’abord que
(2.23) Gr(] he |) et G3(| we,z |) sont bornés dans L;,.(Q).

loc

Par construction on a
hewe z = (ReWe )y — Ue tWe + VeWe.
Définissons
(2.24) jlx,r)y = /O’“ o(z,s)ds

(t - ti—l)j('7 ue(ti)) + (ti - t)j(‘vue(ti-—1)>

glt) = ti—ti)

pour t€ [t;_1,];
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on a

€ Wh(0,T; L' (1)) et Ue,tWe > je,t;
d’ou
(2.25) hewe o < (hewe)s — Ee)t + vew.

Enfin d’apres (H6), puisque h. = a(., Ue, We z),

(2 26) CRGR(‘ he I) - CR S G(~7u67he) S G(~au670)
. +hewe,m S hewe,z + GR(O)
et
(2.27) —GRr(0) < GR(| ez |) £ G*(., e, We,z) < hewe .

Etant donné ¢ € D(R),{ > 0, on a

{[/wwms—//ng

(2.28) $ - Z C(oz)/ he(t, a)w,(t, a)dt

a€dl

e -itu@n) + [ [ o

Dissocions maintenant les différents cas des conditions au bord.

Cas 1 : Fixons a > 0 et considérons la fonction
((z) = exp(—(| = | —a)™).

Puisque h,w., € L>®(Q), on peut appliquer (2.28) avec cette fonction
¢(z) et obtenir, grice a (2.26),

CR//QCGR(I he |)S(CR+GR(O))//QC
//{|z|>a} chewe + /< (4 u0) = 5 ue(T)) ) //Cvewe
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Etant donné que (w,) et (j(., u)) sont bornés dans L>(Q), grice a (H5),

on a
cR//QCGRahe|)30(1+//é<|he|)-

Par inégalité de Young, on en déduit

3/ [ caninsorga () ][
et donc

est borné.
Puisque | he |< Gg(| he |) + G(1),| he | est borné dans L} (Q);

loc

utilisant & nouveau (2.28), on en déduit que / / Chewe ., est majoré pour

Q
tout ¢ € D(R), ¢ > 0, et donc d’apres (2.27), G(| wez |) est borné
dans L} (Q) .

Cas 2 : Appliquant (2.28) avec ¢ = 1, on a puisque w(t, @) = ¢(a, {(a))
pour o € 91,

/lyw%mf‘§:4®d®¢MJmDATmmamt

a€dl

+ [ tm = itum) + [ [ o

D’autre part choisissant p, € D(I U {a}),pa(a) =1, on a

() /(;The(t,a)dtz / /; (vepe = hepo) + [ palun = udT)

donc
//hmm300+//|m0.
Q Q

On en conclut la preuve de (2.23) comme dans le cas 1 .

Cas 3 : Etant donné que D(y) est borné, il existe £o € D(y) tel que
0 € v(4); par monotonie de v, on a

he(ta 0) ('we(t,O) - (p(O,ﬂO) ) 2 0;
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d’apres (2.28), on a pour tout { € D(R),{ >0

//QChewe,m < —//Qthewe—C(O)go(O,éo) /OT he(t,0)dt

+ [ ) =i + [ [ o

Remplacant

o [ " he(t,0)dt par / /Q (06 = hete) + [ Cluo = (T,

et raisonnant comme dans le cas 1, on obtient (2.23) .

Puisque G et G% sont coercives, (2.23) montre en particulier que
(he) et (we, ) sont relativement faiblement séquentiellement compacts dans
L} .(Q) . Ceci montre déja le point (i) du lemme .

loc

Deuxieme étape de la preuve. — Montrons que

b= a(u,ws) € Lh(Q) et
he — h faiblement dans L}, (Q).

loc

(2.29)

Considérons ¢, — O tel que h.,, — h faiblement dans L} (Q) et
montrons que h = a(.,u,w,). Appliquant le lemme A de 1’appendice, avec
Q compact de Q, G,(.,n) = G(.,u,(.),n), on voit que

(2.30) / / G(.u, h)C < liminf / / Gl e, he )

pour tout { € L°°(Q) a support borné .
Prenant ( € D(Q),( >0et & € L™(Q) on a

G('? ue, he) S G(w’”‘ﬂﬁ) + wﬁ,ﬁl(hf - 6)7

donc en utilisant (2.25),

timswp [ [ 6Cu,h) ¢ [ [Gluex

(2.31)
+ / /{_hwgz +5(,u)é + vw — w€C}
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De (2.30) et (2.31), on déduit

(2.32)  G(,u,h)+75(.,u)
<G, 8) + (hw), — we€ +vw  dans D'(Q)

pour tout £ € L>(Q).

D’un autre coté, d’apres (2.18), Ues = he, + ve p p. sur Q, et donc 2
la limite u; = h, 4+ v dans D'(Q) .

Pour 6 > 0, considérons

istte) = 5 [ s ntr i
on a js € C([0,T — 8); LX(I)), et
(,u(t+ 6)) - 3(.,u(t))
u@+®ium

¢ d . ]
Ejé(t) =

> w(t)
(2.33) t+6
— w(t) (% /t h(T)dT> +w(t)o(?)

x

- (1”% /t o h(T)dT)x +w(t)o(t) — “’—(;)— /t "

Utilisant les inégalités de Young et Jensen, on a

w(t)s A
: /t h(r)dr

t+6
<Gallwd. )+ 3 [ Gallh(r)

puisque Gg(] h |) et Gy(| w, |) € Lt .(Q),

loc
w(t)s

o 1 1 [T
5 /t h(T)dT — w(t) h(t) dans L'(0,T; L;,.(I))

lorsque § — 0. A la limite dans (2.33), on obtient
(2.34) %](,u) > (wh)e + wv — w,h dans D'(Q).
Reportant cette inégalité dans (2.32) on obtient

Gl h) < Gl €) + wa(h — €) pop.sur Q

pour tout £ € L*(Q); donc h = a(.,u,w,) .
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FIN DE LA PREUVE DU LEMME.
Pour montrer la convergence forte h, — h dans L} _(Q), notons que
d’apres (2.30), (2.31) et (2.34),

//G(.,u,h)(Slirerij(l)nf//G(.,uE,hE)C

<timsup [ [ Gouh)c < [ [ Gl e¢+walh -6

e—0

pour tout ¢ € D(Q),( > 0 et & € L™(Q) .
Appliquant I'inégalité précédente avec & = (h An) V (—n) et faisant
n — -+o0o, on obtient

//G(.,ue,hg)(—>//G(.,u,h)(

pour tout { € D(Q),{ > 0.
Appliquant le lemme B de l’appendice, avec {2 compact de @ et
4

Gulm) = G ue(2),m), puisque € — G*(,u(.),€) = / a(cyu(.), r)dr

est continiment dérivable p.p. sur @, on en déduit (h, —>0( h dans L1(Q)

pour tout { € D(Q), et donc h, — h dans L}, (Q) puisque h. — h

faiblement dans L} (Q), on a bien h, — h fortement dans L}, (Q).
Enfin le point (iii) est immédiat par passage a la limite dans la relation

/0 he(t, 0)C(t)dt = e(a) / / {iic(t, 2)C (1) p(=)

~he(t,2)C(0)p(x) + v.(t, D) (t)p(a) }dadt

obtenue en intégrant I’équation u.; = he, +v. . O

SECTION 3. SOLUTIONS DANS Lip(0, T; L1(I)) N L*°(Q)

On reprend les données et hypotheéses de la section 1. Rappelons que
I’on définit le domaine généralisé de I’opérateur A par :

B(A) = {uo € L'(I); il existe (u,) C D(A), tel que u, — uo
dans L'(I), Auy, est bornée dans L'(I)}.
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Si v € BV(0,T; L*(I)) et ug € D(A), alors d’apres la théorie générale
des équations d’évolution, la bonne solution u de (E) est lipschitzienne de
[0,T] dans L*(I). Dans cette section nous supposerons

up € D(A)NL>(I), ve BV(0,T;L(I))
et
(3.1) -
[ el de < oo
de telle sorte que la bonne solution u de (E) est dans Lip(0,T; L*(I)) N

L>(Q). La bonne solution u de (E) est alors solution entropique, plus
précisément, on a le résultat suivant.

THEOREME 3.1. — Sous les hypotheéses ci-dessus la bonne solution u de (E)
est dans Lip(0,T; L*(I)) N L>(Q) et vérifie :

) w = ¢(.,u) € C(Q), w, € L=(Q), h = a(.,u,w,) € C([0, T); w* —
BV (I)) et vérifie la condition entropique (2.8), en particulier

u; = hy + v dans D'(Q)
(2) Dans le cas 2 des conditions au bord :

w(t, a) = p(a,f(a)) pour tout (t,a) € [0,T] x I

' % / | ult,z) — k | £(z)dz

+ / signo(u(t,z) — k))(h(t,z) — H(z, k)¢ (z)dz
3.2
(3:2) ﬁ + E e(a)signo(€(a) — k)(h(t, o) — H(a, k))é(a)

a€edl

< /signo(u(t, z) — k)(v(t,z) + Hy(z, k))é(z)dz

\

pp. t € [0,T],Vk € R, £ e D(I) £ > 000 h(t,a) = lim h(t,z) qui
z€l
existe puisque h(t,.) € BV (I).
(3) Dans le cas 3 des conditions au bord :
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Il existe £ € L>(0,T) tel que w(t,0) = ©(0,£(t)), h(t,0) € y(4(t))
pp. t € [0,T] et

(2 [ 1utto) -k | )is

+ / signo(u(t,z) — k)(h(t,z) — H(z,k))¢ (z)dz
+signo(£(t) — k)(h(2,0) — H(., k))¢(0)

< / signo(ult, ) — k)(v(t,z) + Ho(z, k))E(e)dz

(3.3) <

\
pp-t € [0,T),Vk € R, ¢ € D) ¢ > 0.

Remarque 3.2. — Notons bien que nous ne supposons pas que les
conditions (HS5) et (H6) de la section 2 sont vérifiées; ce résultat est
donc différent du théoréme 2.2 et comme nous allons le voir, est beaucoup
plus élémentaire. L’inconvénient est que nous ne savons pas caractériser
les éléments de D(A) en général. Notons cependant que D(A) et donc
a fortiori D(A), contient les fonctions uo € C(I) N L(I) vérifiant
wy = (., w) € WE™: b = a(.,up,w)h) € AC(), et ug = £ sur

loc »

0I, h(0) € y(¢) dans les cas 2,3 des conditions au bord

Preuve du théoreme 3.1.

On reprend les notations de la démonstration du théoréme 2.2. Par
définition du domaine généralisé, on peut toujours choisir u.(0) € D(A)
avec Au.(0) borné dans L!(I). On peut également choisir v. borné dans
BV(0,T; L'(I)); par accrétivité il en résulte que Au. est borné dans
L>([0,T); L*(I)) et donc h. est borné dans L*°(0,T; BV (I)). D’aprés
I'hypothése de coercivité (H1), w, , est donc borné dans L>°(0,T'; L>=(I)).
On en déduit que

we(t) — w(t) = ¢(.,u(t)) dans C(I) uniformément pour t € [0,T],

we(t)e — w(t), faiblement dans L>°(I) pour t € [0,7].
Il en résulte
w= ‘10('711') € C(Q)
(3.4) wy; € L*(Q)
we — w dans C([0,T]; L}, (1)).

loc
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D’autre part puisque {h.(t)} est relativement compact dans L} _
compte tenu de la monotonie de a par rapport ¢ :

(I), on a
he(t) = a(., u(t), w(t),) dans L*(I) uniformément pour ¢ € [0, 7]
et donc
h =a(.,u,w,) € C([0,T);w* — BV(I)) et
(3.5) he(t) — h(t) dans w* — BV (1)
uniformément pour tout ¢ € [0, T].

D’apres le corollaire 1.5 de [8] et la définition de A, on a d’autre part

(3.6) / signo(ue(t) — k)
{(ve(t) = w(t) + Ho( B))E — (he(t) — H(. k))&:} > 0

pp.-t € [0,T] VEe€ D), £ >0etkcR;

puisque
sign(ue(t) — KL() > T ()~ k|,
on a donc
(5 [ 15elt) = k] )
(3.7) + / signo(ue(t, z) — k) (he(t, z) — H(z, k)¢ (z)de
| < [ sgnaluelt,) — B)oe(t,) + H (o R

pp. t€[0,T] VYkeR, &€ D), E>0.
Dans le cas 2 des conditions au bord, on a w.(t,a) = ¢(a,{(a)) et, 2
la place de (3.7), on obtient

G [ 150 ke
4 / signo(ue(t, z) — k) (ha(t,z) — H(z, k))& (2)da
+ 3 e(a)signo(tia) — k)(he(t, @) — H(a, k))E(a)

acdl
< / signo(ue(t, z) — k) (v (t, ) + Ho(e, k))E()de

pp. t € [0,T],Vk e R, £ € D) ¢ > 0.

(3.8)
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Enfin dans le cas 3 des conditions au bord on a
4
- / |t 2) - k | €(x)do

(39) +/ signo(ue(t, ) = k)(he(t, @) — H(z, k)¢ (z)dz

< /signo(ue(t,m) = k)(ve(t, ) + Ho(z, k))¢(z)dz

\

pp.t €[0,T] VkeR, &€ D), €E>0etpourt €0,T] wet0) =

©(0,1(t)), he(t,0) € y(£(2)).
Passant a la limite dans les inégalités (3.7), (3.8), (3.9) et compte tenu
de (3.4) et (3.5) on obtient la conclusion du théoréme. [

On ignore s’il y a unicité des solutions entropiques u € Lip(0, T; L*(I))N
L>(Q) dans le cas général, par contre dans le cas oll ¢ est strictement
croissante, on a le résultat suivant :

THEOREME 3.3. — En plus des hypothéses de la section 1 nous supposons
que :

(3.10) ¢(x,.) est strictement croissante pour tout = € R.

Alors pour tout (ug,v) vérifiant (3.1) la bonne solution u de (E) est
I’unique solution de :

(w € Lip(0,T; L*(I)) N Cy(Q), u(0,.) = ug

w, € L(Q),

(P) y h=al.,u,w,) €CO,T;w*— BV(I)) od w=p(.,u) et
ut = hy + v dans- D'(Q)

\ avec les conditions au bord
cas 2 :u=/{ sur[0,T] x 0I
cas 3 : h(.,0) € y(u(.,0)) sur [0,T].

Preuve.
(1) Existence. On montre que la bonne solution u de (E) qui est
dans Lip(0,T; L*(I)) N L>=(Q) est solution de (P). En effet d’apres le
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théoreme 3.1, w = ¢(.,u) € C(Q) et donc utilisant I’hypothése (3.10) on
au € C(Q); et d’autre part w, € L>(Q), h € C([0,T);w* — BV(I)) et
ur = hy + v dans D'(Q).

Dans le cas 2 des conditions au bord, puisque w(t,a) = (o, £(a))
pour tout (t,«) dans [0,T] x I, compte tenu de (3.10), on a u = £ sur
[0,T] x O1. Dans le cas 3 des conditions au bord, il existe £ € L>(0,T) tel
que w(t,0) = ¢(0,4(t)) sur [0,T] et p.p. t € [0, T), h(t,0) € y(£(t)). Etant
donné que h € C([0, T]; w* — BV (I)) et utilisant (3.10), on a u(t,0) = £(t)
pour tout ¢t € [0,T], on a donc '

h(t,0) € v(u(t,0))  Vte[o,T).

(2) Unicité. Soient u;, up deux solutions du probléme (P). Posons
w; = ¢(.,u;) qui satisfait w;, € L*(Q), ¢« = 1,2; notons h; =
(I,(., g, 'wi,m)- Alors u = Uy —Uug € LZp(O, T, LI(I))an(G), h= hl —h2 €
C([0,T);w* — BV(I)) et uy = h, dans D'(Q).

Appliquant le lemme 3 de [BT1] on a :

g u@+=/ h(t)e pp.t€[0,T].
1 u(t,)>0

Pour prouver que u = 0, il suffit donc de montrer que pour ¢ € (0,T) et
la, b[ une composante connexe de I’ouvert {u(t,.) > 0}, on a

/b h(t)e = h(t,b-) — h(t,a+) < 0.

On va montrer que h(t,a+) > 0; on montrerait de la méme manicre que
h(t,b_) < 0 ce qui achévera la preuve du théoreme.

1°* cas : a € I. Alors wi(t,.) > wa(t,.) sur Ja,b] et wy(t,a) = wa(t,a).
Puisque w1 (t)s, wa(t), € L>(I), il existe une suite (z,) de points de
Lebesgue de wy(t)s, wa(t), telle que z, — a et wi(t,zn)., — & avec
&1 > &. Ainsi par passage a la limite

hl(a'? ul(t7 a’)’fl) = hl(t’ (l+) 2 hz((l, u2(t?a)7£2) = hZ(t: a+)

et donc h(t,a+) > 0.

28me cag i g = a_ > —00. Si ui(t, @) = us(t,a_) on est ainsi ramené
au 1°* cas . Sinon, on est dans le cas 3 des conditions au bord et puisqu’on
a u;(t,0) > ug(t,0); par monotonie de ~y on a h(t,0+) > 0.

3%™me cas : @ = —oo. Reprenant maintenant la preuve du théoréme 3.1 de
[8), on a h;(t,a) = lim hi(t,z) = h_ pour ¢ = 1, 2, o h_ est définie
par (H4). On en déduit h(t,a;) < 0. O
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Nous poursuivons avec 1’hypothese (3.10) du théoréme 3.3 et notons
B(z,.) = ¢(z, )" pour tout z € R.

Rappelons que la fonction G* est définie par (2.2). Nous allons montrer
que lorsque ¢, 3, G* vérifient I’hypothése complémentaire ci-apres:

oG*
ok
(H7) 3c € C(R?), ¢ > 0 p.p. sur R? telle que

€ C(R3)

dp 9p ' R2
> >
5% 2% 35 2 c dans D'(R?)

la solution u du probléme (P) est solution forte.

THEOREME 3.4. — Sous les hypothéses du théoréme 3.3, on suppose que
(H7) est vérifiée. Alors pour tout (ug,v) vérifiant (3.1), la solution v du
probleme (P) est solution forte; plus précisément u, € L>=(0,T; L*(I)).

Preuve. — Soit u la solution du probléme (P) donnée par le théoréme 3.3.
Posons
Q = {(t,z); c(z,u(t,z)) > 0 et c(z,w(t,z)) > 0}

Etant donné que u, w € C(Q), {2 est une partie ouverte de R2. Pour prouver
ce résultat on va adopter la méthode de [9].

1% étape : Nous montrons tout d’abord que |u.(Q\)| = 0.
On adopte les notations et la démarche de [9]. Pour = € I, posons :
Xz :t— (t,x), Ve={t(tz) € Q\Q}.
On a alors
(@)= [ | § wox) | ()

Nous allons prouver que p.p. z € [

@3.11) I —(uoxe)| (Va)=0

Fixons z € I, tel que
N = {k;c(z, k) = 0} soit négligeable.
Puisque
Ve = {t;c(z, u(t, z)) = 0 ou c(z, p(z, u(t, z)) = 0},
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on a

V, C (w0 xa)™! (NU (U {k; @ k) > ol k) € N}))

n>1

1
L’ensemble {k;c(x,k) > ﬁ} est une partie ouverte de R, c’est donc

une réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints k;, ko[. D’apres
(H7), B(z,.) est lipschitzienne sur Jo(z, k1); p(x, k2)| et donc

{k €]k, kof; (. k) € N} = B(z, (N N (Jo(z, k1), o(z, k2)]))

est négligeable. On en déduit que

{k;c(x,k) > %,ap(x,k) € N}

est négligeable et donc
1
NuU ( {k; c(z, k) > —, p(z,k) € N})

est aussi négligeable. Puisque

uox, € C([0,T])) N BV(0,T), I %(uoxx) (Vp)=0.

Ceci est vrai p.p. € I, d’out (3.11).

2¢ étape : On va montrer que u, € LI (Q); ceci impliquera que
la fonction u; est dans L°°(0,T;L'(Q)) puisque u; = usxq et u €
Lip(0,T; L*(I)). On reprend les notations de la preuve des théoremes 2.1
et 3.1

On rappelle en particulier que

. (t—ti)u; + (6 — t)ui—q
ue(t) = t — ;1

sur ]t,'_l, tz]

we(t) = o(x,u;) sur |t;—1,t;]

fle, W, sont bornés dans L°(0,T; L' (1)).

On a @ — u dans C(Q); en effet {w.(t)} est relativement compact dans
C(T) et donc {u.(t)} est relativement compact dans C(I).
D’autre part

tie(t) — u(t) dans L'(I) uniformément pour t € [0,T].
Donc i. — u dans C(Q).
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Fixons maintenant (tg,zo) € 2, et posons kg = u(tg,Zo). On a

Il existe co > 0 et 6 > O tels que c(z, k) > ¢
et C(.’L‘, (p(fl',k)) 2 Co

pour tout (z,k) € V =|zg — 8§,z + 6[x]ko — 6, ko + [

(3.12)

Il existe g9 > 0 et R = [T1,T»] X [z1,x2] voisinage de (to,zo)
(3.13) {

tels que (z, u.(t,x)) € V pour tout 0 < € < €q, (t,z) € R.

Considérons ¢ € D(]zi,z2[) avec 0 < ¢ < 1. Soit 7 tel que
TN <tii <t—1<T5 On a

~ U; — Uj—
’U,E(t) = t——tll = a(.,ui,wi,w)m + v; sur ]ti_l,t,’].
7 i—

. w; — o
Multiplions par t’ ; =1 ¢2 et intégrons sur 1.
i —tio1

U; — Uj—1 W; — Wi—1 .9 Wi — Wi—1 .9
= Vi + 0l U Wig)e) T (-
/ti—ti—l t; —ti 1 ¢ /( +al ’))ti—ti~1 ¢
Puisque

G*(ui, wic1,z) — G (Ui Wi g) > ale, Uiy Wi ) (Wis1 2 — Wi p)

on en déduit que
/ U~ Ui—1 \ (W — w1 ¢?
t; —ti t; —ti
W; — Wi—-1 9
< N et}
—/”’( t—tis )C
W; — Wy—1
/(ti—_ti_—l>a(-,uz,wz,x)2cg
u; 8G* CZ
+ /(/ui‘l a_k(',k7wi—l,m))

b —tig

G* oy Wg—1y Wi—-1,2 -G* oy Ugy Wi
[ St =G )
t; —ti 1

:Il+12+13+14
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On a h., w. € L*(R), d’ou

wzl
h<lolle [| S pe

w; — w,
I < 20)|C. |~ / ’ 1

¢

¢

Ui—1

I Rt 3
8= ti ~ti1

¢

Compte tenu de (3.12), (3.13) et (H7) on a
colui — ui—1| < |wi — wi—1| < 5t ui — uial-
Il en résultera
U; — Uj—1 2
CO/(ti“ti—l)€ Cl/
et en utilisant ’'inégalité de Young, il vient

Co Ui — Ui
— —_— <
2 (t—t,l>C Cat L

u._

_ I
t—tzl C+14

Considérons maintenant ¢, j tel que
tio<Ti<ti1<t;<... <t <t <T, <tjy1.

En intégrant les inégalités correspondantes entre |¢;_1,¢;[ et en faisant leur

somme, on a
t; T2
Co ’ .
‘2'/ / i, (t)’¢? < CT
ti-1 Jxy

4 / (G (o sy Wia) — G* (s 5, w5.0))C.
I

Donc
c t; To
2] [ aeresarso
2 t;-1 Jay
Par passage a la limite, lorsque ¢ — 0, on obtient % o' (£)%¢% <

R
CoT + Cs. Donc la fonction u, est dans L7 (©2). O
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APPENDICE

Nous donnons ici, deux résultats classiques d’analyse convexe, dont nous
n’avons pas pu trouvé de références précises.

Soient (2, B, 1) un espace mesuré de mesure finie et pour n = 1,2,.. .,
G, : Q2 x RN — R* mesurable en z, convexe en € RY. On suppose

(A1) Gu(z,m) — G(z,n) wpp. z€Q,VneRY lorsque n — oo

(A.2) Gn(z,m) < Go(n) ppp.z €Q,Vn e RY, Vn

ol Gy :RM — Rt est convexe et coercive, i.e.

Go(ﬂ) _
Inl—+co | 7]

(A.3) +00

Soit d’autre part une suite (h,) de L*(2,RY) telle que
(A.4) / Go(hn)dp < C < oo pour tout n.
)

Alors (hy,) est relativement faiblement séquentiellement compact dans
LY(©,RYN); on suppose

(A.5) h, — h faiblement dans L' (02, RY).

LEMME A. — On a pour tout { € L*(Q), { > 0
(A.6) /G(.,h)) Cdu < lim_&nf/Gn(., hn)Cdp.

Preuve. — D’apreés (A.2), on a

A7) |€]<Go (n + |_§T) <Collnl) VE € 8Gn(z,m),

et d’aprés (A.1), 0G,(z,.) — 0G(z,.) au sens des graphes u p.p. €
(¢f. [2D. Quitte a prendre une suite extraite, et 2 remplacer G,,(z,n) par

((2) (Gn(z,n) = Gn(x,0) - 0G; (z,0)n),
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on peut toujours supposer ¢ = 1 et

(A.8) Gn(2,0)=0 ppp.z€Q

Pour M > 0, définissons

Gl (z,m) = sup (¢n— Gi(x,8)) < (M | n]) A Galz,n).

138904

On a

Gy (z,m) — GM(z,m) = sup (én-— G*(z,€)) lorsque n — oo,
[E1I<M

et
GM(z,m) 1 G(z,n) lorsque M 1 oo.

D’aprés le lemme de Fatou, pour M fixé
/GM(.,h)du < liiriiogf/GM(.,hn)du;
d’autre part
| G (. h) = G (o ha) < M | By |

et
| GY (- hn) = G2 (- ha) | 0 pop;
donc d’apres le théoreme de Vitali
GM(., hn) — GM(. hy,) — 0 dans L'(Q) .
On en déduit
/GM(.,h)du < liﬂ(igf/Gﬁ”(.,hn)du
< lim inf / Gl ho)ds

et donc (A.6), a la limite lorsque M — oc.

LemME B. — Etant donné ¢ € L>®(Q), ¢ > 0, supposons

(4.9) / G, h)Cdp — / G(., h)Cdp.

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



SUR L’EQUATION GENERALE 759

Si G(z,.) est strictement convexe et coercive i p.p. x € £, alors
Chn — Ch dans L'(Q).

Preuve. — Comme dans la preuve du lemme B on peut toujours supposer
¢ = 1. Il existe &, : @ — RN mesurables tels que &, € 9G,.(.,h) p p.p.,

& — & p p.p.; on a alors
(A.10) Gn(.yhn) = Gu( h) = &(hn —h) >0 pp.p.

Etant donné M > 0, d’apres (A.5), (A.7) et (A.9)

lim sup / (Gn(‘a hn) - Gn(’h’) - fn(hn - h‘))dll‘
{Ir|<M}

n— oo

(A.11)

n—+4oo

< lim sup / (Gn(-sh) = Gl hn))dp.
{Ih|>M}
D’apres (A.6),

lim sup / (Gn(sh) — Gn(.y hn))dp
{Ih|>n}

n—oo

< lim sup / (Gn(.,h) — G(., h))dp.
{Ir|>M}

n—oo

Enfin
Gn(wh) - G('?h) -0 M p-p-, | Gn('ah) - G("h) IS GO(l h I)

et par le lemme de Fatou et (A.4)

/Go(h)dp, < lim inf /Go(hn)d,u <C.
Donc, en reprenant (A.10) et (A.11),

(Gn(w hn)) - Gn(wh) - fn(hn - h))X{|h|_<_M} —0

dans L'(9).
Utilisant un procédé diagonal, de toute suite extraite, on peut extraire
une suite (ng) telle que

C(G"k('7 hnk) - Gnk('v h') - gnk(hnk - h)) -0 M P-p. sur Q.
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Pour prouver le résultat, on peut donc supposer
(A12)  Gu(hn) = Gu(h) = &u(hp —h) = 0w p.p sur {¢ > 0},

et montrer alors que h, — h p p.p. sur {¢ > 0}.

Fixons un point z € Q, {(z) > 0 tel que la convergence (A.12) ait
lieu ainsi que

() = &(), Gu(z,n) — G(z,7) pour tout n € RY

et G(z,.) strictement convexe et coercive. Etant donné 2 € 0G(z,n), il
existe z, € 0G,(z,n,) tels que

(s 20) = (1, 2).

On a

Gn(2, hn(2)) 2 G(@, 1) + 20(ha(2) — 00n)

donc
hfflsip(z" —&n(7))hn(2)) < 20— H(2)é(x) + G(z,h(z)) — G(z,7).

Puisqu’on peut prendre z € RY arbitraire et puisque G(z, .) est coercive,
on en déduit que h,(x) est borné. Si 7 est point limite de (h,(z)) lorsque
n — oo, on a alors

G(z,h(z)) 2 G(z,n) + &(z)(h(z) — n)

et donc, puisque G(z,.) est strictement convexe, 7 = h(z).
Il en résulte donc que h,(z) — h(z) lorsque n — co. O
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