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Evolution d’une interface par capillarité
et diffusion de volume
I. Existence locale en temps

par

Jean DUCHON et Raoul ROBERT

Laboratoire I. M. A. G., B. P. n° 68,
38402 Saint-Martin-d’Héres Cedex, France

RESUME. — Existence locale en temps pour le probléme suivant : une
courbe se déplace a une vitesse égale a la dérivée normale d’une fonction
harmonique, égale au bord a la courbure de la courbe (cas d’une donnée
initiale graphe d’une fonction réguli¢re).

ABSTRACT. — We prove existence locally in time for the following
problem: a curve moves with velocity equal to the normal derivative of
a harmonic function, whose boundary value is given by the curvature of
the curve (here in the case of an initial curve graph of a smooth function).

INTRODUCTION

Nous considérons le probléme d’évolution d’interface suivant : a l'ins-
tant ¢, Q, est un domaine du plan dont la frontiére I, se déplace a une

. . . oK .
vitesse (mesurée suivant la normale extérieure v) égale & — " dérivée
v

normale d’une fonction harmonique dans Q, dont la valeur au bord est
égale a la courbure K de I,. Ceci est un modéle du phénomeéne de corrosion
par capillarité et diffusion de volume (cf. [2] [6]).

Nous nous proposons dans cet article d’établir I'existence et 1'unicité
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362 J. DUCHON ET R. ROBERT

d’une solution T, sur un intervalle de temps 0 < t < T pour toute donnée
initiale graphe d’une fonction suffisamment réguliére (T > 0 dépendant
de T,).

La technique de démonstration, qui consiste a faire apparaitre la solution
comme point fixe d’un opérateur contractant a partir d’'une formulation
intrinséque de 1’équation d’évolution, est reprise de [/]. La difficulté

L . o 0
consiste ici & obtenir des estimations suffisantes pour l'opérateur —.

Dans ce but, on est amené a estimer la norme, comme opérateurs sur L2,
de certains noyaux associés a I'interface I',. Ceci peut se faire de deux fagons ;
soit en remarquant qu'on peut travailler avec assez de régularité sur T,
pour pouvoir calculer leur norme Hilbert-Schmidt, soit, plus brutalement,
en estimant ces noyaux comme des noyaux singuliers définissant des opé-
rateurs continus sur L? d’aprés de récents résultats de Y. Meyer [5].

§ 1. ECRITURE DE L’EQUATION ET NOTATIONS

Dans ce travail, nous ne considérerons que des courbes lipschitziennes
que nous supposerons paramétrées par I'abscisse curviligne :
I'={zs):seR} =C,
avec

Z(s) = €9, |o(s)]| <a<m/2.
Noter qu'alors :

1

COS o

|z(s) — z(o)| < |s — 0| <

| 2(s) — 2(9) |-

Notons Q l'ouvert situé au-dessus de I, T = € le vecteur unitaire tangent,
v = — ie'® le vecteur normal sortant et n = — v.

0
Nous désignerons par a—f (s) la trace dérivée normale (le probléme de
v

’existence de cette trace pour f convenable sera examiné au §4), au point
z(s) de T', de la solution U du probléme de Dirichlet :

{ AU =0 dans Q,
U(z(s)) = f(5).

Enfin pour T suffisamment réguliére, on notera K(s) = ¢’(s) la courbure
de T au point d’abscisse s, de sorte que :

dt_x
— =Kn.
ds

Décrivons maintenant I’évolution de l'interface.
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EVOLUTION D’UNE INTERFACE 363

Nous supposerons l'interface infinie I, donnée par la représentation
paramétrique réguliere Z(t, ), ¢ étant une abscisse curviligne sur .
Nous allons montrer qu’on peut se ramener a prendre a chaque instant
Porigine de I'abscisse curviligne sur une méme trajectoire orthogonale
aux I. Cela revient a chercher une fonction h(t) telle qu’en effectuant le
changement de variable admissible (¢, 6) — (t, s), s = ¢ — h(t), la nouvelle

représentation parameétrique z(t, s) = z(¢, s + h(t)) vérifie :

(1) 0 0t 0)=0, V=0
ot es 7 -

et donc :

dh 0z oz
2 (0= = = (6 h) == (@, hi0).

g

Cette équation différentielle assure l’existence d’une solution locale
unique h(t) pour toute donnée initiale. Nous supposerons désormais T,
paramétrée par une telle représentation z(z, s).

L’équation d’évolution de I, s’écrit alors :

0z
Calculons — -7, on a :

0 [0z 0%z 0z oK
) = s S K=K
8s<6t T) ot ta T N

0% 0 .
<car gz, T = . T= 0>, ce qui, avec (1), donne :
s

0 s 9K
% ks
ot 0 ov

0z 0K s K
oz _ _ ok K do e,
o avv+<L v “)T

2(0, 8) = z,(s).

d’ou z(t, s) vérifie :

v
Dérivant cette équation par rapport a s <en remarquant que P Kz,
s

on obtient :
a S
T _ (_ ﬁ@_li _ KJKa—Kdo>v,
ot 0 ov

Vol. 1, n° 5-1984.



364 J. DUCHON ET R. ROBERT

ot @ . ., .
or i vl on obtient donc I’équation en ¢ :
dp 0 0K s 0K o
—_— - = K —do, K=—,
(E) o os ov L v’ ds

@0, 5) = @os).

Les paragraphes suivants sont consacrés a I’étude de cette équation. Il

nous arrivera fréquemment de désigner par D l'opérateur de dérivation
par rapport & s.

§2. UN RESULTAT D’EXISTENCE
ET D’UNICITE LOCAL EN TEMPS

Précisons quelques notations : on note | f | la norme d’une fonction f
dans L?, 1 < p < oo; H? = H%(R) désigne I'espace de Sobolev habituel
qu'on munira de lanorme || ¢ || = max_ | 9 |,. Nous noterons également

J=0,1,

|y || = ess — sup || ¥(t) || la norme dans L*(0, T ; H?).
0<t<T

t
f(&) = | e~ 27 f(x)dx désigne la transformée de Fourier d’une fonction f
et f =g le produit de convolution de f et g lorsqu’il est défini.

Le but de cet article est de démontrer le résultat suivant :

THEOREME. — Pour ¢, appartenant @ lespace H?, avec | ¢, |, < n/2,
il existe T > 0 et ¢ continue de [0, T] dans H? solution de (E). De plus,
il existe une boule de L*(0, T; H2) dans laquelle la solution est unique.

Pour démontrer ce théoréme, nous allons transformer I’équation (E)

. . . . - 0
en introduisant opérateur A qui donne explicitement — lorsque I' est
une droite : ov

(AN = 2n1 &1 1©).
Nous écrirons (E) sous la forme :
% np= KLSK%—dea+%<%—A>K.
La solution de I’équation linéaire
dp
ot
@(0, 5) = @y(s)

+Ap=F
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EVOLUTION D’UNE INTERFACE 365

t
s’écrit explicitement ¢(t) = N, * ¢, + JN _¢ * F(6)d0, ou Nt(ﬁ) = e M2

t
Ainsi le probléme (E) s’écrit : 0

@t) = N, * @y + _[N“" * F(p(0))db ,
0

ol on a posé, pour ¢ € H? :

F(p) = K'rKaKd + 0 <a A>K
(@) = o OV 7T as\ov '
Ou encore, en définissant £y pour y € L®(0, T ; H?) par
t
FY() = LNt-a *F(N, * ¢4 + Y(6))do,
(E) devient :
(E1) S =1y.

Nous allons commencer par montrer que pour T et r > O assez petits,
Popérateur non linéaire # envoie la boule fermée de rayon r de L*(0, T ; H?)
dans elle-méme.

Onapourj=0,1,2:

D/ #y(t) = LDle_o *F(N, * ¢, + Y(0))do,

d’ou : .
D/ gy(t) ], < j |DN,_, 1, | F1,d6.
0
Or, . . :
ID'N,_,|, = (t = 6)""Pa;, a;=|DN,|,,
d’ou :
) a, .
| DY gy(t) |, < —L~1t' 773 ess — sup | F(N, = ¢y + W(0)) |, .
1—J/3 0<6<T :

Nous montrerons plus loin que pour ¢eH? vérifiant ||¢ | < R et
o, <a < m/2, on a l'estimation :

D |F()], < CR, o).

Or, si o(t)=N,x¢@,+ (1), on a |le@)|l <ayllo,ll +r et comme
N,x¢, > ¢, dans L* quand ¢ — 0 et [Y(5)|, < || Y(®) || <7, pour T
et r assez petits, on aura. | @(t) |, < o < /2 d’ou :

ess — sup [ F(o(0) |, < Clag | oo Il + 7, a).
On en déduit :

IDIgy(t) |, < —2— 1 =33C(ay || o |l + 7 @)
2_1_]/3 Oq)O r, o),

Vol. 1, n° 5-1984.



366 J. DUCHON ET R. ROBERT

il s’ensuit que pour T et r assez petits, on a :
|ID/gy(r)|, <r pour 0<t<T.

Autrement dit, . envoie la boule de rayon r de L*(0, T ; H?) dans elle-méme.
Montrons de méme que pour T assez petit # est contractant sur cette
boule. On a :

| D7y, (t) — DIz,

<7 —1/3 Tl s — sup [F(Ng* 9o + ,(0) = F(Ny x 00 + §;(0) ;-

Nous utilisons maintenant une deuxiéme estimation essentielle qui sera
démontrée plus loin :

(1) |F(o,) — Flo,)l, < C,R, )l @, — 0,1,
pour p,eH% ||| <R, |@;], Sa<mn/2, i=1,2
D’ou il vient :

| DAy, (t) — DAy, ()], <

4; 1=inc
/3t 1((10” () I+, O‘)“ ll’] l//2”a

il s’ensuit que pour T assez petit, . est contractant sur la boule de rayon r
de L=(0, T ; H?).

En conséquence, ¢ posséde un point fixe dans cette boule :
Yyel=0, T; H?), llyll<r, SFYy=y.

D’ou en revenant & ¢(t) = N, * @, + Y(r), il vient :

(p(t) = N[ * ()00 + J;)Nz——e * F(@(G))d@ s

et comme F(¢(0)) e L*®(0, T; L?), ¢ est continue de [0, T] dans H? et est
solution (au sens des distributions) de

4 Ao =Fp),

ot
(P(Oa S) = (00(5) >
donc de (E). L’unicité est immédiate par contraction. |

On voit que la démonstration repose sur les estimations (I) et (IT) qui

sont T'objet des paragraphes suivants; résumons-en les grandes lignes.
Posons :

s 0K
Ap) = KJ K —do
ov

0

0
B(p) = D(E — A)K, de sorte que F = A + B.
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EVOLUTION D’UNE INTERFACE 367

La majoration de | A() |, est simple, on écrit :

|Al9)], < [K |3

0
ov

et on utilise I'inégalit¢ de Payne-Weinberger

K| - Co@|DK|
- o
ov 2— 22

d’ou s
[A(@) |, < Co(@ Il @l.

Les autres estimations, celles de |A(@,) — A(@,)|,, de |B(p)|, et de
| B(¢,) — B(@,) |,, résulteront de la formule

0

1 -1
-———A=(Y—HX)<—H+X) D,
ov 2

ol X et Y sont les parties réelle et imaginaire de Popérateur Z défini par

le noyau

1 z(6) — z(s) — (6 — $)Z'(s)

Z(Sa O-) =5
2r (o — s)z(g) — z(s))

suivant Zu(s) = jZ(s, o)u(o)da.
H est la transformation de Hilbert :

(o) do .

1
Hu(s) = v. p. - Js

— g

1 -1
-H+ X
(31 +%)
la norme d’opérateur sur L?).

Enfin, des majorations de || Z ||, et || DZ ||, en fonction de R et a, et de
Nz, — ZZ||op et ||DZ, — DZZHOp en fonction de R, o et || ¢, — 0,1,
nous permettent d’établir (I) et (II).

Nous montrerons 'inégalité

<2 Co() (I1l,, désigne

op

§3. ETUDE DE Z

On note V* = V¥(R) I'espace des fonctions u localement intégrables
telles que Me L*(ds ® do). On vérifie facilement (cf. [3]) que
6 —s

. . . r r o
V* est Iespace des distributions tempérées u telles que u’ est localement

Vol. 1, n° 5-1984.



368 J. DUCHON ET R. ROBERT

intégrable et J|2n£|‘1|?|2d5< + 0. On définit alors A*u par

P

(A*u)"= —isgn &|2né| *uw,etona:
u(o) — u(s)
— 7 = /2n| Atu),.
g — S 2 m l u |2
Posons : 0) — =(s)
qls, 0) = ———,
lors 773
. 1 0q
Z(s, 0) = — —.
2nq Os

k
Commengons par calculer les normes des dérivées 5% dans l'espace
L%(ds ® do).

LEMME 1. — Soit u une fonction telle que u® e V}(R), k=0, 1,2, ...

Alors, on a :
Fuo—uy| 1 w0 w0 [ e
s o—-s | Jk+1 c—s ) 2k +1 2

Démonstration. — On a :

& uo) —uls) k! : k
ﬁuaa—ls” =(U—s)k+1[_“(a)_u(s)_ _ﬁ(a—s)ku( )(S):l'

On pose ¢ = s + h et on calcule la transformée de Fourier de cette expres-
sion pour h fixé; ce qui donne :

k! . 1 . R
;lle[eln he 1— ... = Fthé)k:lu(é) .
Et en appliquant le théoréme de Plancherel :
o u(o) — u(s) |?
JJ 5? J———S_F dsdo
kUl 1 . 2
= Jj h"“|:e w1 — ... —E(Znihé)]ﬁ(é) dhdé
. 1 2
e —1— ... ——k—;(ix)"
= J‘|(2ni£)"“ﬁ(§) 12| 2n& |~ YdE ) | k! i - dx.
On calcule facilement :
J eix -1 2
dx = 2rm.
x

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



EVOLUTION D’UNE INTERFACE 369

Par récurrence sur k, I'intégrale

. 1 k2
e —1— ... —F(lx)
k! T dx

TE AY r . r
s’y raméne, on trouve qu’elle vaut , d’ou I’égalité du lemme. ]
y s q
1

Du lemme 1, on déduit facilement :

LEMME 2. — Soit T" une courbe lipschitzienne (avec les notations du § 1),

alors si @ € VX(R), le noyau Z(s, 0) est de carré intégrable et donc définit
un opérateur compact sur L2,

Démonstration. — On a :

0q
Z(s, 0) =
21'cq os’
d’ou
111 |og 1 Z'(6) — Z'(s)
|Z(s, 0) |, < —i—| |=| < _ ’
211 qlo | 0sl2 27 /3 cos a g—S5 |2
d’aprés le lemme 1. D’autre part,
| 2'(0) — Z/(s)| = | €7 — | < | p(0) — @)1,
d’ou
c) — ¢(s
\Zs, 0)], < ¢o) — 99| -
2n./3 cos a og—5 |2

0
§ 4. POTENTIEL DE SIMPLE COUCHE, EXPRESSION DE .
-1
ET MAJORATION DE ” <%H + X>

op

On définit le potentiel de simple couche de densité g(s) sur I', pour
ge L*(R), par :

1
L0 =5 JLO

do
(o — 2o ),g()

ou {, est choisi arbitrairement. C’est une fonction continue sur C, harmo-
nique sur le complémentaire de I". On note :

Sg(s) = Sg(z(s)) -

Vol. 1, n° 5-1984.



370 J. DUCHON ET R. ROBERT

. . 0
On sait (cf. [4]) que la dérivée normale a—yg, obtenue par passage a la
v

limite dans Q, existe presque partout et vaut :

g Fg = ! +Y

6\) g - 2 g g s
ou Y est donneé par le noyau Y(s, o) = Im Z(s, ¢). De méme, dans 'ouvert
complémentaire de Q, dont la normale sortante estn = — v,on a :

0 1

—Yg=—-—-g—-Yg.

on & 2 & §

Par ailleurs, un rapide calcul montre que :
1
DSg = > Hg + Xg

ou X est 'opérateur donné par le noyau

X(s, 0) = Re Z(s, o).
On montre alors :

LEMME 3. — Soit T une courbe lipschitzienne avec ¢ € V¥(R), alors 'opé-
rateur %H + X est un isomorphisme sur L*.

Démonstration. — On déduit du lemme 2 que X est un opérateur de
Hilbert-Schmidt, donc compact. D’aprés lalternative de Fredholm, il nous
Slifﬁt de montrer que %H +c)1( est injectif. Soit donc geL? telle que
<5H + X>g = 0, c’est-a-dire ayg(z(s)) =0 : F2() est constante sur T,
harmonique sur Q, et la fonction maximale (V¥g),(z(s)) € L*(ds) (cf. [4]).
Il s’ensuit que £g({) est constante sur Q, d’ou iyg = 0; de méme
%9g=06tdoncg=0. ]

Rappelons la définition de la fonction maximale (VU),. Pour U fonction
harmonique sur Q, on pose pour {,el :

(VU),({o) = sup [VUD)],
tCio)

ou C({,) = {, + C et C désigne le cone
C={(xyeR:y>M]|x|},

M désignant un réel > 0 fixé tel que M > tg a.

Annales de I'Institur Henri Poincaré - Analyse non linéaire



EVOLUTION D’UNE INTERFACE 371

Du lemme 3, on déduit immédiatement le résultat suivant :

LeMME 4. — Soit T une courbe lipschitzienne avec ¢ € V*. Soit f(s) une
fonction donnée telle que Df € L2, Alors le probléme de Dirichlet

{ AU =0 dans Q,
U(z(s)) = f(s)

a une solution unique U telle que (VU), € L*(ds).

Démonstration. — La solution est donnée, a une constante additive
pres, par

1 -1
U:y<§H+x> Df. n

On a ensuite, avec les hypothéses du lemme 4,
of dU 1 1 -1
—=—=|-=-+4+Y])|-H+ X| Df.
ov  Ov < 2 * > (2 * > f
Drautre part,
1 1 -t 5
Df = §H+X §H+X Df, A=HD e H*°= -1,

1 1 -1
dou Af = <— 3 + HX> <5H + X> Df et finalement, on obtient 1’ex-

pression de — :

0 1 -t
——A=(Y—HX)<—H+X> D.
ov 2
LEMME 5. — Si T est une courbe lipschitzienne avec ¢ € V%, on a
1 -1
‘\(—H+X> <2 Co(o)
2 op
et
1 -1
“Y(—H—l—X) < Co (o)
2 op
ou

1
Co() =tgo+ [tg*o+ ,
cos o

on rappelle que ¢ vérifie || < a < m/2.

Vol. 1, n° 5-1984.



372 J. DUCHON ET R. ROBERT

. 1 -t
Démonstration. — Soit he L?, posons g = (—H + X> het U= %g
On a alors : 2

ou 1
ou 1
w28
D’ou ~g=a—g+€I—J—e 2Yg=£3—L—T — _5I_J
0 v on
D’aprés I'inégalité de Payne-Weinberger (cf. [4]), on a :

ou
ov
Dou |g|,<2Co()|h], et |Ygl, <Co(a)|hl,. [ |
Remarquons que la condition ¢ e V?, qui n’est pas nécessaire pour
obtenir les résultats de ce paragraphe (ceci peut se faire par les techniques
de [4]sous la seule hypothése que I est une courbe lipschitzienne), simplifie
la justification de ces propriétés grice a la compacité de X et suffit & notre
propos.
Nous considérerons maintenant deux fonctions ¢, et ¢, convenables :

ou
< Co(x)| DSg|, et l—
2 on

< Co(x)| DSg|, .
2

0
¢,€H?, |@,|,, <a<m/2; et nous noterons z;, K,, q;, Z;, X, Y; et — les fonc-

Vi

. , J .
tions, noyaux et opérateurs z, K, ¢, Z, X, Y et p" correspondants. Nous note-
A%

rons R le maximum des normes L2 de ¢{’ et ¢4, j=0,1,2; p,= [P — 09 |,,
et R=maxR;, En norme H? on a |¢,[|<R, ||g,||<R et

J
e, — @yl = mj?lX Pj

§ 5. MAJORATIONS DE |z% — 20|, |20 — 20|
ET I qy — 4, l

0

Nous commengons par majorer z; — z} et ses dérivées en normes L2
et L=,

On a . ,
7= 7= o~ o
’ ’
donclzl—zz|g|<pl—q)21_
De méme

’”

[ = 25 = ipi(e — &%) + (g} — @h)e'*,

donc |z} — zJ | < |9} | 1@, — @, | + |9} — @%].

z

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



EVOLUTION D’UNE INTERFACE 373

Enfin,
2y — 27 = ip{(e' — €'”) + ig)(z} — z5)
+ i(Qf — 95)e'” — (¢ — @S)phHe?,
d’ou
Lz =z 1 < 1ol 11o, — o, + 101 Plo, — ¢,

+1ol 1o — el + 107 — 51 + 197 — 9511951
Prenant les normes L? et L™ et utilisant l'inégalité :

’

lul,, <

E
2

on obtient :
2y — 23, < po <o, — @, 1,
12} — 23 e \/;JE<||<P1“§02||
2y — 251, < VR Rypo + py <R + Do, — o,
120 = 21 < VR{Ropopy + /P10, SR + Doy — 0, I,

|27 — 25" |, < Ry /popy + RiRypo + /R {Ryp, + p, + /RR,p,
S(R2 +3R+ Do, —o,ll.

Remarquant que :

q(s, o) = J Z'(s + Mo — s))dA,
0

on a aussi
ld; — @l <10y — 0,1, \/pop1<||<p1—qozll
§ 6. MAJORATION DE || Z, — ZZ||op
Ona:

1 /1 dq 1 0q
Z,—7Z,= 2n<__1___£>

i(qz_‘ha‘h_Fli

1

Remarquons que <

q;lw ~ cOsa

appliquant le lemme 1, on obtient :

. Prenant la norme dans L%*(ds ® do) et

1 1 3
1Z,=Z,,S g, 4, | A2 |y A — 2
</ 67 cos* </ 61 cos o

Vol. 1, n° 5-1984.



374 J. DUCHON ET R. ROBERT

En remarquant que | A%z} |, < | Ate, |2 et que pour ueH', on a :
lAiulz

on obtient finalement :

PROPOSITION 1. — || Z, — Z, ||, < ¢;(R, o) [l @, — @, I

of  of

§ 7. MAJORATION DE
v, 0v,

2
Reprenons la formule :

-1
;—A (Y — HX)(H+X> D,
v

d’ou

_0___6__(Y —HX )( H+X> —(Y, HXZ)( H+X> D
ov, Ov,

=[Y,-Y,—HX, Xz)]< H+X>

o)

En écrivant

1 -t 1N - -t
<§H+X1> —<5H+X2> =<§H+X1> (X, X1)< H+X>

et en appliquant le lemme 5, on a :

-1
D+(Y, HXZ)[<1H+X>

of of
> vl <4Co@Z, —Z,ll,,IDf |,
v +8Co (@) |1 Z, Iy, 1 Zy = Z5 Il | DS 15
Cest-a-dire :
) )
PROPOSITION 2. — —f — —f < ¢,(R, @) || @, — @, |l | DS |, pour toute
Ovl V2 2

fonction f(s) telle que-Df e L?.

§ 8. ESTIMATION DE |A(p,) — A(,) |,

On a :

—2do,

s 0K s 0K
Alp,) — Alg,) = j K,——tdo— j K,
0 6 0 6
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d’ou
JK K
A=Al < 1Ky =KoL Kyl | 5| 41K, 1K, —K, || =
112 CVy 12
0 0 0
+|K, 2| =—(K,-K K, 2| — —
Kb -6, —)| -+ s (- |

Appliquant la proposition 2 et l'inégalit¢é de Payne-Weinberger, nous
obtenons :

PROPOSITION 3. — | A(9,) — A(@,) |, < 3R, a) |l o, — @, .

§9. ETUDE DE DZ

L’opérateur DZ est défini, pour une courbe I' convenable, par le noyau
0Z 1 g 1 [(oq)?
=~ 0)=r—F-—|=] -
Os 2nq 0s*  2ng*

Commengons par étudier le premier terme, on a :

LEMME 6. — Soit T une courbe lipschitzienne avec ¢ € V* et ¢’ € V¥ n L,
alors le noyau

10  o-—s 2(0) = 2(5) — (0 = 92 - %(6 — 5)*2"(s)

2q 0s* - 2(0) — z(s)' (6 —s)®
est de carré intégrable.

Démonstration. — En effet :

1 0%q 1 |d%g
12_q 052 |, " 2cosalos? |y
et le lemme 1 donne
d%q 1 |z"(0) — 2"(s)
a2, \—/‘E -5 |y

comme
l Z”(O’) _ Z”(S)‘ — | (p'(o.)eiql(d) _ (P/(S)eiq’(s)'

<|@'(0) = ()| + |0’ (9) | | p(a) — @(s) |,
il vient

|A*2" |, < | A% |, + 19" |, | Ato]|,,
d’ou le résultat. [ ]

Vol. 1, n° 5-1984.



376 J. DUCHON ET R. ROBERT

Remarque. — Un récent théoréme de Y. Meyer [5] relatif aux noyaux
singuliers de la forme

1
—FW,, ..., W)
y—Xx

Wi, y) = (fk(y) E(y fé”(?d)/(y xy @,

ou

F est C* et les fonctions fY® sont lipschitziennes, s’applique & notre
2

noyau _8_3’ qui définit donc un opérateur borné sur L?, en fait, dés
q 0Os

que I est une courbe corde-arc (cest-a-dire vérifie [Iinégalité
|6 —s| <vy]|z(6) — z(s)| pour une constante y > 0) avec z”"eL®
(c’est-a-dire ¢’ € L®). 7\?

En ce qui concerne le second terme ?qi <$> , nous le majorerons

1 dq| |0q

ennorme L? par ———— | —| |+
21 cos® o | 05 | | O

,en remarquant que |—
2

<—I Moo

o0

0z
Ainsi, sous les hypothéses du lemme 6, le noyau P est de carré intégrable
s

et donc lopérateur DZ est un opérateur compact sur L2,

§10. MAJORATION DE | DZ, — DZ, ||,

0z, oz 1 1\, 1 &
opl =L T2 (- Ly = 7 (g, —
n( 0Os 63) (q1 q2> 0s? + , 0s 341~ o)

(G ),

d’ou
9Z, 5Z q, — 4 0%q 1 2
2n | —= < 2 1 21 L —E(ql B qz)
s 0s | 9,4, 05> |, |q,le|0s ,
g — gy, |2 | |90\
= le |7 20| s || 05 o
L (194 aq,| \| 0
zlgw( goo Es—w g(ql—qz)lz-
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Mais [—| < , _ < _ < B t
d;l ~ COS o 14y = @l 1oy — 03], <ll@, — 9, ll e

%, <1| il <1R

Bs |, =21 Pile =3

De méme, on a vu que :

2 ., T, 2n
T3 VAR = T IMed < TR
Y " 4+ 27[ 2
IA2 I, < (IA’(P L+ 19, 1A%g;],) < —5-(R+R ).

Le lemme 1 donne également :

\/7|A%(Z _Zz)lz \/7|21_ ’i
= [— lA(z"-z)lz_\/;lzl—z2

Il ne nous reste plus qua appliquer les inégalités du § 5 pour obtenir :

0q;
os

et
aqu

7"

zy — 2

1
2
2

‘h)

i
3
2

qz)

n/ n/ IL

ProrosITION 4. — || DZ; — DZ, llop < csR, ) [l @, — @, |I.

§ 11. ESTIMATION DE |B(p,) — B(¢,)l,

On a 5
B(o) = D<~ - A>D<P
ov

B(¢,) — B(p,) = (DY, — HDX )( H+X >_ D?p,

-1
- (DY, - HDXz)(EH + Xz) D¢, ;

on procéde comme au § 7, en utilisant I'estimation de || DZ, — DZ, Ilop
et celle de || DZ, ||,, ou || DZ, ||, qui s’en déduit en faisant ¢, = 0 oup, = 0
Ce qui donne :

ProposimoN 5. — | B(@,) — B(@)) |, < ¢s(R, 0) |l 9, — ¢, 1I, et

IB(@) |, < cs(R, ).
Les propositions 3 et 5 donnent les inégalités :

i) ‘ |F(9) |, < C(R, a)
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et

(1) | Fle,) — Flo,) [, < Ci(R, )¢ — @, I,

qui complétent la preuve du théoréme.
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