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ABSTRACT. — In this paper we study some spectral properties of a class
of transformations called M-extensions, for a random construction. Such
transformations are skew products over rank one transformations and their
class contains transformations arising from generalized Morse sequences as
defined by M. Keane. The same methods as for rank one transformations
allow the determination of the spectral type of M-extensions, in terms of
generalized Riesz products. For a random construction of M-extensions,
we then prove their almost sure spectral singularity and mutual singularity
on the orthocomplement in L? of the basis. We also show the almost
sure spectral simplicity of these random M-extensions. Nevertheless we
shall investigate conditions for almost sure spectral continuity on the
orthocomplement of the basis of these transformations. © Elsevier, Paris

RESUME. — Le but de cet article est d’étudier certaines propriétés
spectrales d’une classe de transformations appelées M-extensions, pour
une construction aléatoire. Celle-ci est constituée de produits gauches
au dessus de transformations de rang un, et contient en particulier les
transformations issues des suites de Morse généralisées définies par M.
Keane. A partir d’une description du type spectral 2 I’aide des produits
de Riesz généralisés, on montre pour une construction aléatoire de ces
transformations leur singularité spectrale et leur singularité mutuelle presque
slire sur I’orthogonal aux fonctions d’une variable. On établira également la
simplicité spectrale presque stire des M-extensions. Dans un dernier temps
on discutera de conditions de continuité spectrale des M-extensions sur
I’orthogonal aux fonctions d’une variable. © Elsevier, Paris
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240 M. GUENAIS

1. INTRODUCTION

Les transformations associées aux suites de Morse généralisées (cf [13]
ou [16]) peuvent étre considérées comme des produits gauches au dessus
d’un odomeétre qu’'on appellera extensions de Morse généralisées (voir
[7]). Elles sont plus précisément construites de la fagon suivante : soit
(X,B,u,T) un odometre, il est déterminé par la donnée d’une suite
d’entiers (p,) supérieurs a 2 telle que, si h, = g_lpk, X est le
groupe compact {> o, Tnhn, Tn € {0,.,p, — 1}} muni de la tribu
borélienne issue de sa topologie naturelle et de sa mesure de Haar.
La transformation 7T est la translation ergodique Tx = x + 1. Soit
B,={z€X, z9=..=x,_1 =0}, les tours (T7 By, )o<;<n, forment des
partitions de plus en plus fines de X qui engendrent la tribu B.

On définit un cocycle de Morse généralisé associé a T par une fonction
mesurable ¢ de X a valeurs dans un groupe mesurable abélien compact
(G,G,m), qui prend des valeurs constantes sur les étages T B,,, pour
0 <j< h,—1etn € N. Une extension de Morse généralisée est un
produit gauche au dessus d’un odometre (X, B, u, T'), associ€ a un cocycle
de Morse généralisé ¢ : cette transformation notée Tj est définie sur
(X x G,B® G, pu x m) par Ty(z,9) = (Tz,9 + ¢(z)).

On étudie dans ce travail les propriétés spectrales de ces transformations
pour une construction aléatoire. Ces propriétés s’étendent en fait a une
classe plus générale de transformations, qui s’obtient en construisant de
maniére analogue des produits gauches au dessus des systemes de rang un.

Une transformation 7" est de rang un sur ’espace probabilisé standard
(X,B, ), si d’apres la définition de R. Chacon dans [3] (voir aussi
[6]) il existe une suite de tours de Rokhlin (T9Bn)o<j<h, dont les
partitions associées engendrent B et telles que B, soit une réunion finie
de T'B, 1 avec j > 0, contenant B,;. Un tel systtme est obtenu par
la méthode dite de cutting and stacking, et il est déterminé par la donnée
d’une suite d’entiers (p,) et d’une suite croissante (sn(j))o<j<p, avec
5,(0) = 0, a Iaide des relations de récurrence hnq1 = hnpn + sn(pn) et
B, = Ubr1Titntsn() B, ;. On peut remarquer qu'un odométre est alors
un systéme de rang un tel que s,(j) = 0.

Comme pour les extensions de Morse généralisées on définit une M-
extension par une extension T}, au dessus d’une transformation 7" de rang
un, lorsque ¢ est un M-cocycle associé a T, c’est a dire qu’il prend des
valeurs constantes sur chacun des étages 77 B,, pour 0 < j < h, — 1.

Un M-cocycle ¢ peut étre construit par récurrence sur les tours de 71" :
supposons en effet avoir défini ¢ sur la ni®me tour. ¢ a donc une valeur
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SPECTRES DE M-EXTENSIONS ALEATOIRES 241

constante sur chacun des étages 177 B,, sauf le dernier ot il n’est pas défini.
A D’étape suivante, comme chaque 77 B,,, pour 0 < j < h, — 1 est une
réunion de p,, étages de la (n + 1)®™ tour, ¢ est encore constant sur ces
nouveaux étages. Pour déterminer ¢ a I’étape n + 1, il suffit maintenant
de choisir arbitrairement ses valeurs sur chaque étage manquant, sauf
le dernier. Ceux-ci correspondent a ceux qui constituent Th~—1B,, ainsi
qu’aux “spacers” ajoutés entre la n®™ tour et la (n + 1)*™. Comme la
mesure des tours de Rokhlin converge vers 1, cette construction permet
bien de définir le cocycle presque partout.

On s’intéresse ici particulierement aux propriétés spectrales des M-
extensions. Soit T une M-extension, son étude spectrale est celle de
son opérateur associé, Ur,, défini sur L?(X x G) par Usf = foTs.
Comme G est compact, I’ensemble de ses caracteres, G est discret.
Notons pour tout x € G, L, le sous-espace isomorphe a L?*(X') donné par

Ly={f®x f€ L2(X)}, on peut décomposer L?(X x @) sous la forme

HX xG)= & L.

X€EG

Les sous-espaces L, sont fermés, invariants sous Ur,, et les restrictions
de celui-ci aux L, sont unitairement équivalentes aux opérateurs V, de
L?*(X) définis par
fo = Xo¢.foT .

L’étude spectrale de T, se ramene donc a celle de la famille (VX)x &

Les extensions de Morse généralisées ont été étudiées et utilisées dans
plusieurs travaux concernant I’étude spectrale de systemes dynamiques
mesurables. La simplicité des opérateurs V, est bien connue dans ce cas
(cf [18]), et elle reste vraie pour nos opérateurs en général. D’autre part,
un résultat remarquable de J. Kwidtkowski et M. Lemariczyk dans [12]
prouve, pour tout sous-ensemble de N, I’existence d’une telle transformation
telle que les valeurs de sa fonction de multiplicité soient exactement les
éléments de I’ensemble donné. Il est également donné dans [8] une condition
nécessaire et suffisante d’existence de suites de Morses généralisées dont
les transformations admettent une composante de Lebesgue simple.

La premiere description du type spectral est donnée par M. Keane dans
[14] en termes de g-mesures. D’autre part, dans le cas de la suite de
Morse originale, M. Queffélec exprime le type spectral sous la forme d’un
produit de Riesz ([18]). En suivant une méthode utilisée dans [11] par B.
Host, J.F. Méla et F. Parreau, donnant la description du type spectral des
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242 M. GUENAIS

transformations de rang un, on exprime de fagon analogue le type spectral
des M-extensions a partir de produits de Riesz généralisés.

On adaptera alors, suivant J. Bourgain dans [2] pour le cas des
transformations de rang un, un critére connu de singularit¢ mutuelle de
2 produits de Riesz généralisés qui permet d’obtenir des conditions de
singularité et de simplicité spectrale des M-extensions. En fait, le critére
précédent a été principalement utilisé pour des mesures aléatoires ([20],
[15] ou [2]), et on obtiendra ici encore des résultats presque sdrs.

Les constructions de cocycles aléatoires ont été utilisées pour montrer
en particulier I’existence de produits gauches a spectre 2 composante de
Lebesgue : c’est en effet I’'une des constructions données dans [10] par H.
Helson et W. Parry pour obtenir des extensions a deux points au dessus de
transformations non singuliéres avec une composante de Lebesgue (souvent
de multiplicité spectrale infinie). On utilisera ici les constructions aléatoires
suivantes.

N

On appelle M-cocycle aléatoire associé a T, un M-cocycle ¢ a
valeurs dans un groupe G abélien compact métrisable, construit de la
maniere suivante selon la récurrence précédente : on choisit a 1’étape n,
indépendamment des étapes précédentes, les nouvelles valeurs de ¢ par
des tirages indépendants et uniformes sur G. On établit alors les résultats
suivants.

THEOREME 1.1. — Soient T et T' deux transformations de rang un et ¢'
un M-cocycle associé a T'. Si la suite de tours associée a T est telle que
Eﬁn_,oopn > 3, alors pour presque tout M-cocycle aléatoire ¢ associé a
T, le type spectral sur L?*(X)* de la M-extension associée est purement
singulier et étranger au type spectral de T),.

Si mn%@pn = 2, le résultat est encore vrai lorsque T = T'.

THEOREME 1.2. — Toute M-extension associée a un M-cocycle aléatoire
admet presque siirement un spectre simple.

La derniére partie de cet article est consacrée a I’étude de I’existence ou
non de valeurs propres pour les M-extensions, et répond partiellement 2 une
question posée lors d’un Congres par A. Iwanik. On y démontrera, a 1’aide
d’une caractérisation des valeurs propres connue pour des transformations
de rang un (cf [17] ou [1]), les propriétés suivantes.

THEOREME 1.3. — Soit T une transformation de rang un telle qu’on puisse
trouver X < 3/16 vérifiant lim ,,_o0(1 + Sp(pn — 1)) e *P» = 0, alors
pour presque tout M-cocycle aléatoire ¢ associé, le type spectral de Ty, sur
L*(X)* est continu.
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SPECTRES DE M-EXTENSIONS ALEATOIRES 243

THEOREME 1.4. — Si (X, B,p,T) est un odometre, alors les extensions
de Morse généralisées aléatoires associées admettent un type spectral sur
L?(X)* presque sirement continu.

Enfin je remercie F. Parreau dont les encouragements et les conseils ont
permis la mise en place de cet article.

2. CONDITIONS DE SINGULARITE SPECTRALE

Soit (X,B,u,T) un systtme de rang un, et (T7B,)o<j<h, une
suite de tours de Rokhlin génératrice de la tribu vérifiant B, =
Ubr~Iibntsn (DB, 1. Si ¢ est un M-cocycle pour T, a valeurs dans
un groupe abélien compact (G, m), et x € G, on pose ¢ = xo¢. On
s’intéresse au type spectral de 1’opérateur V = V, défini sur L?(X) par
Vf=¢ fol.OnaVif = WfTi ot

() = p(z)@oT(2)..0oT " (z)  pour j >0,

o) (z) = gU(T~9z), et 9@ = 1. On peut remarquer qu’un M-cocycle
est aussi un cocycle tel que ¢) soit constant sur B,, pour tout 0 < j < hy,.

Soit f, = 1z, /+/u(B,), comme ¢ (T'B,) = ¥ (B,), on peut
écrire pour tout 0 < j < h,

1 . 1 iy
g, = ——— 79 (Bn)1rig, -

Vv N(Bn) vV :U'(Bn)

Alors D’espace cyclique engendré par f, sous V, [V, f,] contient
les fonctions caractéristiques 1p;g, pour 0 < j < h,. Comme les
tours de Rohklin (77B,)o<;<n, engendrent la o-algtbre B, L*(X) est
égale a la fermeture de la réunion des [V, f,]. D’autre part B, =
Uo<jcp, TP +en@ B, 11 et en notant e,(j) = pUhntsn(D)(B, 1), on
obtient la relation de récurrence :

Vify =

1 Pn—1

T 2 VI O ()
n j=0

fa=

Les sous-espaces [V, f,] sont donc croissants et denses dans L?(X), ce qui
assure la simplicité de V. De plus si p,, est la mesure spectrale associée a
oo

fa, le type spectral de V' est alors donné par \({pn.

Vol. 35, n°® 2-1999.



244 M. GUENAIS
Les relations entre les f,, donnent pour les mesures spectrales 1’égalité p,, =
| P |20ny1, OU P, est le polyndme trigonométrique sur T correspondant :

pn_l

Z 2,_{.n(.j)eme(]h +8n(]))

P7L(~'D) = \/—

La suite (P,,) est appelée la suite des polyndomes associé€s a V, et on note
an () = e2imz(jhn+sn (7)),

Comme |Pn|2 n’a qu’un nombre fini de racines, les parties continues
des mesures p, sont toutes équivalentes. Par conséquent la partie discrete
du type spectral est égale a celle de po. On obtient plus précisément le
résultat suivant.

PROPOSITION 2.1. — Les mesures spectrales p, sont égales aux limites
vagues des produits (T2 | Pj|*A)pen, appelées produits de Riesz généralisés
et notées 11" | P;|?X. De plus, V admet un spectre simple, son type spectral
p est égal a VP py, et la partie continue de p est égale a la partie continue
du produit de Riesz généralisé [ |Pa|* X

Remarque. — Soit J,, I’ensemble des fréquences de P,, alors tout entier
admet au plus une décomposition sous la forme d’une somme finie > dn
avec j, € J, : comme en plus ||P,|2 = 1, la suite (P,) est dite normée
1-dissociée, et on a pour tout ensemble d’entiers J, |[[[; Pjllz = 1.
L’existence de la limite vague des produits (J]”|P;|*A)pen est une
conséquence de cette propriété.

Le résultat est classique pour les transformations de rang un ([11],[4]),
ainsi que pour les transformations issues des suites de Morse généralisées
([14]), et la démonstration s’adapte sans difficulté de celle de [4].

On utilise dans la suite en particulier un critére de singularité mutuelle
du a G. Ritter, valable pour les produits de Riesz généralisés 1-dissociés.
On peut I’énoncer de la fagon suivante.

THEOREME 2.1. ([20]) — Soient (P,) et (P)) deux suites de polynomes
trigonométriques normées et 1-dissociées. Si, pour tous sous-ensembles finis
disjoints d’entiers Ay et Ay, on a || T[4, Pn 14, Pr ||2 =1, alors les deux
produits de Riesz généralisés p = [], |Pal?X et p' = 1o |Ph|?A sont
étrangers s’il existe une sous-suite (n;) telle que

lim H | n’“ld ! =
J—oo

Tk< nk

En particulier, la mesure de Lebesgue A peut étre considérée comme un
produit de Riesz généralisé avec P, = 1 pour tout n, ce qui permet de
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SPECTRES DE M-EXTENSIONS ALEATOIRES 245

retrouver le critere de singularité utilisé par J. Bourgain dans [2]. Pour la
suite, on aura besoin d’une formulation un peu différente du critére de G.
Ritter, qui permet d’obtenir des résultats plus précis dans notre cas. On
établit d’abord la condition suivante :

PROPOSITION 2.2. — Soient (P,) et (P.) deux suites de polynomes
trzgonometrtques de T, normées et 1-dissociées. Pour k > 0, on note Pk
et pk les produits de Riesz généralisés [];° | P, |2\ et [I5° |PL|2X. Alors po
et py sont étrangers s’il existe une suite (my) vérifiant les deux conditions
suivantes :

(i) Pour toutn > 0, la plus grande fréquence de [ | P;|? est strictement
inférieure czn la plus petite fréquence positive non nulle de P,y +1-

(ii) lim /HO | J,d o = 0.

n—00 IP/

Remarque. — Comme (P,) est 1-dissociée, p,, converge vaguement vers
A. Par conséquent, on peut toujours trouver une suite (m,,) satisfaisant
la condition (i).

Preuve. — Notons p = py et p = p), et supposons que p et p’ ne soient
pas étrangers.

Dans ce cas on peut trouver une fonction f positive telle que f2p’ < p
et [ fdp’ > 0. Alors on a les inégalités :

(1) - (/ /() () )

My Moy, n 2
o™ 15, /fz IIo" 15| ( I1o 175 ) iy
Al I 17l "B
5171, [ 10317
I5 1P I 17 IPI
Or on a p = []g" |P;|?pm,+1. Comme par construction p n’a pas
d’atomes sur les racmes des P; pour 0 < j < m,, on a donc
Prmn+1 = (ITo" |1 P51*) "o + P> OU plr, est une mesure positive discréte

concentrée sur les racines des P; pour 0 < j < m,,. En reportant dans les
inégalités précédentes on obtient donc

2 mn’ I Mp
(/ fdp’> < [Nipia | HiPﬂHleupmnH

I |§ X (/ 111 2"”'""“)1/2 (f) R

=m————dp.

Vol. 35, n® 2-1999.



246 M. GUENAIS

D’apres (i) on a [ []g |P/?dpm,+1 = 1, de plus p est une mesure de
probabilité, d’ou pour tout n,

2 m
17l ,
fdp’> < | Heaade’
(/ I1; 1P|

My, P
Finalement, si lim o mnl—,]ldp’ = 0, alors p et p’ sont
IIo 175l

nécessairement étrangers. O

3. PROPRIETES SPECTRALES
PRESQUE SURE DES M-EXTENSIONS

3.1. Critere de singularité mutuelle presque sr

Remarque. — Soit T une transformation de rang un, X un caractere
non trivial de G, et ¢ un M-cocycle aléatoire associé a T'. Si en(j) =
Yol +sn@)(B,, 1), alors la suite (en(4))(0<j<pn, nen) €St une suite de
variables indépendantes uniformément réparties dans Zmyx.

En effet, il suffit de démontrer que (pUh+5»()) (B, 1)) est une suite
de variables indépendantes et uniformément réparties sur G. Or pour tout
n et pour tout j € {1,..,pn — 1}

pUhntesn (B, 1) = pUtnten(D=D(B, 1) + ¢oTHntenD=1(B, 1),

qui est donc par construction la somme de deux variables indépendantes
3 valeurs dans G. Comme la loi de ¢oT7*n+sn()=1(B, ) est uniforme
sur G, elle est invariante par translation et la loi de ¢Uh»+s»(0)(B,, 1) est
encore uniforme sur G. On en déduit alors 1'indépendance de la suite.

Dés que x # 1, il résulte que E[en(j)] = 0si j # 0. De plus, la suite des
polyndmes trigonométriques (P,) associée a V, est une suite de variables
aléatoires indépendantes, et on a aussi

pPn—1pn—1

EIP = = 3 S (@) (2)Elen(i)En(i)] = L

Pn 35 70

Le résultat qui suit s’appliquera pour des opérateurs associés a une méme
transformation de rang un. Il sera utilisé dans deux situations différentes :
d’une part pour montrer lorsque [im p—ooPn = 2 que pour tout M-cocycle
¢’ et pour presque tout M-cocycle aléatoire ¢ le type spectral de Ty sur
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L?(X)* est étranger au type spectral de T} . D’autre part il servira surtout 2
démontrer le théoréme 1.2. Par conséquent, la suite aléatoire (P’) introduite
dans I’énoncé correspond soit a un M-cocycle fixe, non aléatoire, soit 2 un
opérateur V. associé au méme M-cocycle aléatoire, pour x # x'.

ProPOSITION 3.1. — Soit T' une transformation de rang un et ¢ un M-cocycle
aléatoire associé a T a valeurs dans G. Si x est un caractére de G différent
de 1, on note (P,) la suite des polyndmes trigonométriques associée a Vi
Soit (P},) une suite quelconque de polyndmes trigonométriques aléatoires
indépendants, normée dans L*(T) et basée sur la suite des fréquences de
(Pn), telle que pour tout couple (j,1) d’entiers distincts, P; et P] sont
indépendants. Alors les produits de Riesz généralisés py, = [[n |Pul?) et
P = I |Pj|?X sont presque siirement étrangers si

lim /H!E[IPjP]fl]d/\ =0.
k

n—oo

Preuve. — D’apres les hypothéses, et la remarque précédente, (P,) et
(P,,) sont des suites de variables aléatoires indépendantes telles que pour
tout couple (j,1) d’entiers distincts, P; et P/ sont indépendantes. Comme
x # 1 on a de plus E[|P,|*] =
Comme (P,) et (P,) sont basés sur les mémes fréquences, pj, et pj, sont
donc presque sirement étrangers, d’apres le théoréme 2.1, si on a presque

stirement
n /

P
lim H#dpk:()-

notoo JT |5 b

Il suffit alors de vérifier, d’apres le lemme de Fatou, que

lim E/HIPI = 0.

n—-4oo0

Prenons k£ = 0, on a py = [[;|Pj|?pnt1. Alors, comme p; n’a
pas d’atomes aux racines des (Pj)o<j<n, On peut écrire p,p; =
po(]_[0 |Pj|?)~ + pZ, ot p!/ est une mesure positive concentrée sur les
racines des P; pour 0 < j < n. On a donc les égalités

g =E P'P
/HP dpo /H' Lol o
_ : / 2
~Ekgg{loo/H|PHPl I 170

j=n+1

Vol. 35, n°® 2-1999.



248 M. GUENAIS

Or, on a pour tout k£ > n 'inégalité

/waw RS

Jj=n+1l

(/HIP’I2 II |le2d/\>1/2</T]I=li[O|Pj|2d)\)

j=n+1

1/2

Comme les suites (P,,) et (P.) sont basées sur les mémes fréquences,
le second membre de I’inégalité vaut 1, et on peut donc appliquer le
théoreme de convergence dominée pour la suite de variables aléatoires
(J3 o I1PI|P; 1% i=nt1 | Pj|?dN) k> p. Par suite on obtient

|/

n /

P!
J _ / 12
H-ﬁ;dpo}_ lim EUH|P 1P| T 1P;PdA

0 Jj=n+1

= lim_ HHWWWI]HWHM

Jj=n+1
=/HHWEML

car E[|P;|?] = 1. On obtient de la méme fagon, I’égalité analogue pour tout
k > 0, ce qui termine la démonstration. ad

3.2. Singularité mutuelle presque sire sur (L%(X))*

LEMME 3.1. — Soit T' une transformation de rang un et (T By, )o<j<n,, une
suite de tours associée. Si x est un caractere non trivial de G, ¢ un M-cocycle
aléatoire associé a T, et (P,) la suite des polyndmes trigonométriques
associés a V,, alors on a A-presque partout, im ,,_, 1 E[|P,[|] < 1.

Si en plus 1im ,, 0P > 3, alors on a aussi lim ,,_, o supy E[|P,|] < 1.

Preuve. — Supposons d’abord que lim, ., p, = 2 et x> = 1 : Dans
ce cas on obtient E[|P,|] = | cos(2rh,z + 7/4)| ob h,, tend vers I'infini.
Alors pour presque tout £ on a bien lim ,_E[|P,[] < 1.

Sinon, on va montrer que lim ,_, . supyE[|P,|]] < 1. Comme
E[|P.]?) = 1, on a :

E[IPal* = 11* < E[(1Pa| = 1)’E[(| Pa] + 1)%]
< 8(1 - E[|PA])).
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11 suffit donc de montrer que infy E[||P,|>—1|] ne tend pas vers 0. Soit f une
variable aléatoire bornée non identiquement nulle quelconque, 1’inégalité
de Holder avec p = 3/2 et ¢ = 3 donne

E[f1 > ENfPI2EN£14712.

Si f = |P,|*> — 1, on va alors minorer la variance de f et majorer E[| f|*]
pour obtenir le résultat voulu.

Avec les notations précédentes on a

1 _ N g
|Paf? —1= F Z @n,jn,j€n(5)En(d"),

gt

et comme E[e,(j)] = 0 si j # 0, on obtient les égalités suivantes.

E[(1P.? - 1)?] = pi SN tn i1 Elen () (1) (DEn ()]

™ og#EG A
1 _
= F Z (28 ]an ]’an lan l'IE[En )En(] )En( )571([,)]
™ G =)
i#i’
1
F pn Pn + Za n,j n]/E[gn(]) ]E[an(./ ) ]
" J#5!
Si x? # 1, alors E[e,, ()2 = 0] pour j # 0, et dans ce cas E[(|P,]|>—1)?] =
1 —1/pn.
Sinon on a
pn—1 2 1
E[(|1P.* - 1)’] = 1——+ 'E Zan, (5)? o
>1- 2.
Pn

Reste a majorer I’espérance de la puissance 4°™. On a :

E[(|Pn|2_1)4] - Z Hal anl/IE[Hen V().

"z;u'gl
]14

Par hypothese, les variables aléatoires (e,(7))o<j<p, sont indépendantes
et Ele,(5)] = 0 si j # 0. Ainsi, si dans I’expression précédente,
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I €n(lj)en(l}) contient au moins 5 variables d’indices différents, alors
il en existe une d’indice non nul indépendante de toutes les autres, et
I’espérance totale est donc nulle. Par conséquent, E[(|P,,|* — 1)*] est une
somme de quantités inférieures a 1/p%, prise sur tous les 8-uplets de
{0,..p, — 1}® de cardinal inférieur a 4, elle est donc majorée par une
constante M indépendante de tout.

1 2\
On obtient finalement E[||P,|*? — 1]] > —(1- = d’ou si
vM n

lim ,,0oPn > 3, alors lim o, infy E[||P,)?=1]] > 0. Si Tim p—copn = 2,
alors par hypothése x2 # 1, et on a dans ce cas E[||P,]> — 1] >

3/2
1
—1-— , ce qui complete la démonstration. O
Ar(1=5) e com

Remarque. — Dans la démonstration précédente, si lim,,_,o, p, = 2 et
x> = 1, alors E[(| P,|> —1)*] = cos®(2mhnx) avec h,, — oo, et on a encore
lim ,,—, o E[(|Pn]? — 1)?] > 0 A-presque partout.

Preuve du théoréme 1.1. — Soit T et T” deux transformations de rang un

et ¢’ un M-cocycle sur T a valeurs dans G’ compact. On considére ¢ un
M-cocycle aléatoire associé a T', a valeurs dans un groupe compact G.

On va d’abord montrer que le type spectral associé a Ty sur L?(X)*

est presque sirement purement singulier. Comme @ est dénombrable, il
suffit de montrer que pour tout caractere x # 1 de G le type spectral
p de Topérateur V, f = xo¢.foT est presque slirement étranger a
A. Soit (P,) la suite des polyndmes trigonométriques associée a V.
D’apres la proposition 2.1, p est purement singulier si et seulement si
po = 1o |Pn|?A est purement singulier, c’est & dire si presque siirement
on a lim , o [[Ig|PjldA = O (cf théoreme 2.1). 11 suffit donc de
montrer que lim ,—,oE[[ [T |P;|dA] = 0.
Comme (P,) est une suite de variables aléatoires indépendantes on a
E[/TT; IP;ldX = JTTZE[IP;[ldA. De plus x # 1 entraine E[|;[]? <
E[|P;|*] = 1, et donc [T, E[|P;|] converge vers 0 des que E[|P;|] ne tend
pas vers 1 : (P,) vérifiant les conditions du lemme 3.1, c’est vrai A-
presque partout. En plus [ E[|P;]] < 1, d’ob, par convergence dominée,
lim o0 [ ITg E[|P;[]dX = 0, ce qui donne presque stirement la singularité
spectrale de V, pour tout x # 1.

On suppose maintenant que lim, P, > 3. On va montrer que le
type spectral sur L2(X)* de T} est presque srement étranger au type
spectral de T,.

Comme précédemment il suffit de montrer que pour tout x # 1 et pour
tout X' € G, le type spectral de V, est presque sGrement étranger au
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type spectral de V), défini par V], f = x'o¢'foT". Soit (F,) la suite des
polyndmes associée a V;,, on note py, et pj, les produits de Riesz généralisés
[T77 |1Pal?A et [T |PLI?A. Avec la proposition 2.1, p et p' sont presque
sirement étrangers si pour tout k, pj est presque sirement étranger a pj.
Pour k£ = 0, on va montrer que p, et p; sont presque sirement étrangers.
D’apres la proposition 2.2, il suffit de montrer que pour une suite (m,,)
telle que > 0 h} < hpm,, on a

5" 1Pl o
NG

ce qui est vérifié dés que

lim , 00 presque slirement,

;" 1P
e el =0

Comme p, = [g |P}[*py,, on a (ITg |P}1*) o < py, d’o

{/Hw T 1Pde,
< / 1;['5[|Pf|]IOI|Pf|dP'n
<TTswenen [ TTme,
< lnjsgpr[IPjI]-

li_m n—»ooIE[

I 1P
El e

Comme x # 1, (P,) vérifie les hypothéses du lemme 3.1 avec
lim, ,cpn > 3, et on a donc lim ,_.supE[|P;]] < 1. De plus
E[|P;]] < 1, et la derniere expression converge donc vers 0 lorsque n — oo.
On en conclut finalement la singularité mutuelle presque stire de pg et pf,.
Le raisonnement est inchangé pour k # 0, et on obtient bien le résultat
annoncé pour mn_.oopn > 3.

Il reste enfin 2 montrer que lorsque lim,, ., pn, = 2, alors pour tout M-
cocycle ¢ sur T, le type spectral de T}, sur L?(X)* est presque stirement
étranger au type spectral de T : comme précédemment il suffira de montrer
quels que soient ¥ # 1, x’ € G'etk>0,la singularit¢ mutuelle presque
siire de py et pj. On se raméne de la méme fagon au cas ot £k = 0. On
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utilise dans ce cas la proposition 3.1 en prenant pour (P.) la suite de
polyndmes associée a V>2" On obtient alors

JT1EimEo = [ TTE0mI [T 1
n 1/2 n .
< ( / HEnPjudx) ( / HEnPA]HlP;PdA)

Comme x # 1, on a E[|P;|] < E[|P;|?]*/2 = 1, et le second facteur de la
derniere expression est inférieur a 1. De plus, d’aprés ce qui précede, pg
est purement singulier, ce qui implique la convergence vers O du premier
facteur, et on obtient donc pour tout k,

lim / TTElP;1dx = o,
k

ce qui termine la démonstration. d

1/2

3.3. Simplicité presque siire des produits gauches associés
a un M-cocycle

Preuve du théoréme 1.2. — Soit T une transformation de rang un, et ¢
un M-cocycle aléatoire, a valeurs dans GG. On rappelle que le type spectral
de T4 est égal a la somme des types spectraux des V,, et que sa fonction
de multiplicité est la somme des fonctions de multiplicité¢ des V, pour
X € G. Comme en plus les opérateurs V, admettent toujours un spectre
simple, pour montrer la simplicité spectrale presque siire de T, il suffira de
montrer que les opérateurs (VX)X & admettent des types spectraux presque
sirement étrangers deux a deux. Soit alors x et x' deux éléments disctincts
dans G, (P,) et (P)) les suites de polyndmes trigonométriques associés a
V, et Vi, il suffit comme précédemment de montrer que pour tout k£ > 0,
les produits de Riesz généralisés pr = [[o |Pul?A et pi, = [15 |PLI2A
sont presque sirement étrangers. Si x’ = 1, le résultat est déja démontré
dans le théoreme 1.1, et on peut donc supposer que x et x’ sont tous les
deux différents de 1.

En utilisant la proposition 3.1 pour (P,) et (P)), il suffit donc de montrer
que lim ., 4o [ [T; E[|P; Pj|]JdXA = 0. Comme x et x" sont différents de
1, on a alors E[|P;Pj[]* < E[|P;|*]E[|P}|?] < 1. On obtient finalement le
résultat par convergence dominée, grice au lemme suivant. O

LEMME 3.2. — Avec les hypothéses précédentes, on a

lim E[|P,P.|] <1  \— presque partout.

n—-+oo
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Preuve. — Comme E[|P,|?] = E[|P.|?] = 1, on a les inégalités

E[1Pu]* = 121 211° < ElllPal = [PLIPIE(|Pal + | P ]
<AE[|P.]* + [P, — 2| PP, ]
<8(1-E[|P.F]) -

11 suffit donc de montrer que E[||P,,|? — | P, |?|] ne tend pas vers 0 A-presque
partout. De méme que dans le lemme 3.1, si f = [P,|> — |P’|?, on minore
la variance de f et on majore E[|f|*].

Comme x # 1 et X' # 1, E[(|P.]> — 1)*] et E[(|P.|> — 1)*] sont majorées
par la constante M du lemme 3.1, et E[(||P,,|*> — | P.|?)*] est donc bornée.
Soit €,(j) = =gl +n((B,,11), on pose e,(5) = x(en(4)) et €, (j) =
X'(€n(j)), en reprenant les notations précédentes on a

1 _ Ne g NI
|Pn|2 - |P7/1|2 = — Z an,jan,j’(en(])en(.yl) - 8;(])6;(]/))
Pn 25
Comme la suite (€,(j)) est une suite de variables aléatoires idépendantes
telles que E[x(en(7))] = 0si j # 0 et x # 1, on obtient

E[(1P” = [P7]%)?]

= iZ Z Z an,jan,j’an,lan,l’
" s A
X E[(en(5)8n(5") = en.(1)En (1)) (en(DEn(l') — &7, (D7, (I'))]
=E[(|1P.* = 1)’] + E[(|1P* — 1)?]
2

“or D Onn g n it Elen (B e (D (1)
"G = {0

i#i!

= E[(|IP.]* — 1% + E[(P,? - 1)?)

2 - o
~ > a2 a2 B XX (ea(3)X (en(5"))]
"oy

car étant donné que x # X/, on a E[xx/(€,(j))] = 0 si j # 0.
Si xx' # 1, alors E[xx/(en(5))] = 0si j # 0 d’o

E[(1P-* = |P,[")*] = E[(1P.[* = 1)*] + E[(|1P]? — 1)),

Comme d’apres la démonstration du lemme 3.1 on a lim ,,_,E[(|P,|? —
1)%] > 0 A-presque partout, on obtient dans ce cas le résultat voulu.
Si xx’ = 1, comme x?> = 1 entrainerait y = X', on a donc dans
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ce cas x2 # 1 et x> # 1. D’aprés la démonstration du lemme 3.1,
E[||P.)?> — 1)] = E[||Pu]? — 1)?)] =1 — 1/px et il vient :

E[IP. 2 — |PLPP] > 2(1 - —) I,

" g#
1 pn_]- 2
2
>2|1- =) d;
n j=0

I suffit de montrer que cette derniére expression ne tend pas vers 0 pour
presque tout x. Comme on a
p'ﬂ- 1

| = Zan]w)

des que (p,) n’est pas bornée on en déduit que

da:-—

pn_l

Z a ,J(w

j=0

lim
n—-+4oo pn

=0 A — presque partout,

d’ou le résultat dans ce cas.

Pn—1 2 2
e
im0 an’j‘ <1

Si (pn) est bornée, il suffit de montrer que lim n_,oop%

Pn—1 2

1
.Oa

A-presque partout. Soit ¢ > 0 et A = {z, lim n—o0 T
Alors pour tout n assez grand on a

/ 1
A P2

D’autre part R,(z) =

nométrique vérifiant R, (0) =1 et R (k) = 0 pour 0 < |k| < hy.
Alors pour toute fonction g continue positive, [ gR,dA — [ gd\. De

2
> c}.

2

X\ > cA(A).

pn—1

2
Z An,j

i=0

Z” mola2 a:)| est un polyndme trigo-

plus comme la suite (p,) est bornée, (R,,) est bornée dans L%()), et on
a donc pour tout borélien F, lim,,_, f g Bnd) = A(E). Comme p, > 2,
il vient alors pour £ = A :

cA(A) < lim ——d,\< (A)

On en déduit donc que pour A-presque tout z, on a
l_imn—aoop_li pi‘_gla (ac)l <1/2, d’ot le résultat. O
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4. QUELQUES RESULTATS CONCERNANT
LE MELANGE FAIBLE PRESQUE SUR

Cette partie est consacrée 2 la démonstration des théorémes 1.3 et 1.4. A
cet effet, on utilise une caractérisation connue des valeurs propres pour des
transformations de rang un ([17], [1] ou [5]). Celle-ci peut facilement étre
adaptée au cas des opérateurs V, : on rappelle dans la proposition suivante
cette caractérisation ainsi qu’une preuve succinte.

PrOPOSITION 4.1. — Soit (X, B, pu,T) un systtme de rang un, ¢ un M-
cocycle associé a valeurs dans un groupe abélien compact G et x un
caractére de G. On note V Uopérateur unitaire défini sur L?(X) par
Vf=xop.foT et (P,) la suite des polyndmes associés a V. Alors X est
une valeur propre de V. si et seulement si 3 3 °(1 — |P, (MI//Pn) < +o00.

Preuve. — On peut remarquer que la condition de la proposition est
équivalente a []° |P,(A)|/y/Pn > 0, pour un ng € N. Soit A une
valeur propre de V associée a une fonction f de L?(X). Comme T
est ergodique, |f| est constante, égale 2 1 par exemple. T étant une
transformation de rang un, on peut lui associer une suite de tours emboitées
(T? B,.)o<j<h, qui engendrent la tribu B. Soit 7, la projection orthogonale
de L?(X) sur le sous-espace engendré par (lrip,)o<j<h,, O a alors
|7 f — flla — 0. Comme f est une fonction propre, on a M’ f = @) foT7,

s hn—1 .
d’ob m,f = > 0" cn(j)lrip, avec

1 1 . ) L
en(j) = —=— fdp = N / 79 fdp = Ng9(B,)en(0).
@) (Bn) Jri, 1(Br) B, (Br)en(
Alors [e ()] = [ea(0)] et [T} = hop(B.)|co(0)% De plus B,
Ubr~iitatsn(G)B, 1y, donc ¢,(0) = Z=Pa(Men41(0). Comme 7rnf
converge vers f dans L2, (|c,(0)])n>0 converge vers 1. Par conséquent il
existe ng tel que c,,(0) # 0, d’ot

HIP(/\)I lennn (O 1

VPi |cno (0)] n—oo [en, (0)|

> 0.

Réciproquement, soit np € N et M > 0 vérifiant [T [Pu(M)|/\/Pn >
M~!, on définit alors f, = Zo ¢n(4)1rip,, ou pour tout 0 <

§ < hny en(§) = NE9(B, )/ 1T 1(P (A)/y/P5). On a par hypothese,
[falle = len(0)] £ M, quelque soit » € N. Pour tout k > 0, si
Xy = (Uo<j<n,T?Bg)®, les restrictions des f, a X\X; pour n > k
forment une martingale bornée, qui converge donc dans L?(X\X}). Par
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conséquent il existe g € L*(X) telle que ||fulx\x, — gkll2 —n—oo O
et grlx, = 0. Comme gri1lx\x, = g et ||gi]l2 < M, la suite (gi)
converge dans L?(X) vers une fonction g non nulle (car |c,(0)| > 1). De
plus, V(fulx\x,) = Vfn ‘1u’1‘kaBk’ d’ott

IV(falx\x.) = Afalxix,ll2
< ”an - )‘fn“2 + “fn(]-ugk‘lTjBk - lufkTin)||2

< M(V/2u(Bn) + vV 1(Br)) -

On en déduit que ||Vgr — Agklls < M+/u(By), et finalement que
Vg =Ag. 0

Preuve du théoreme 1.3. — Comme dans les parties précédentes, il suffit
de montrer que pour tout xy # 1 dans @ V, a presque sirement un type
spectral continu. Si (€,(7))o<j<p, €st la suite associée a V,, on pose
R, (z) = P,(z)/\/Pn. D’apres la proposition 4.1, il faut montrer que la
série de terme général (1 — |R,(z)|)n>0 diverge pour tout z € T, presque
sirement. On va montrer en fait que supy |[R,| 7/ 1 presque siirement, ou
plus précis€ément qu’il existe € > 0 tel que

lim P(sup|Rn| >1—-¢)=0.
T

n-—00

Comme p, R, est une somme de variables aléatoires indépendantes de
module 1, on établit grace a des inégalités classiques (cf [19]) que pour
tout n, xt € T,et0 < a < p, —1

3 a?

P(|pnRn(z) — 1| > a) <4e 16pn—1,

Soit € > 0 donné, on note

4T hy, 4
= [liﬂ] +1  etJ,= [isn(pn - 1)] + 1L
e hy, €

On définit alors pour tout (j,k) dans {0,..,J, — 1} x {0,.., K, — 1},
ujk = F + ﬁﬁ Quelque soit =z € T, il existe z,, € {0, .., [%:] — 1} et
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un couple (j, k) tel que |z — 7 — u;x| < zl—. On a alors

T
Iann(w) — pnBn(z - h_n)l
n
pn_l
< Z 'e2i7r(lhn+sn(l))z _ e2i7r(lhn+sn(l))(:c——zn/hn)'
=0

pn_l

< E I]- _ e—2i7rsn(l):—:|
=1

T €
S 27T(Pn - ]-)Sn(pn - l)h_ S (pn - 1)§ )
et de la méme fagon

Pn|Rn(z —

pn—1
< Z |e2i-rr(lhn-{—sn(l))(m—,f—:’lL _ e2i7r(lhn+sn(l))uj,k|

=1
Zn €
< 27"(7971 - l)hn+1|$ - h_ - Uj,kl < (pn - 1)5 )

Ty

hn - Rn(u]yk)l

Finalement pour tout z € T on peut trouver (j, k) tel que

R.(z) — R, (a: - z—")

Rn (SC - %) —Rn(’ll/]‘,k)

|Rn(z) — Rn(uj,k)l <

<D,
Pn

-1
N p )

On en déduit que

1
P(sup|R,| >1—-¢) <P| sup [Rn(ujr)] >1—3¢e(1— p_)
T n

0<j<Jn,
0<k<Kn

_ 3(pn — 1)

1 — 3¢)?
<4l K,e 16 (LT3

257

Soit A < 3/16 et (ng) tels que (sn, (pn, — 1) + 1) = o(e*P~+). Comme
Prngi/Pn ~nooo Pn, O0 @ Jy K, = 0(pn, €*Pnx). Par conséquent si on
choisit € > 0 tel que A < 3/16(1 — 3¢), alors lim ,,_..P(supy |R,| >

1-¢)=0.

a

D’aprés la récurrence sur les tours (77B,), la condition pour que
la mesure p soit finie peut s’écrite D o $n(Pn)/hnt1 < +oo0, d’od
Sn(Pn — 1) = 0(hps1). On déduit alors aisément du théordme 1.3 le

corollaire suivant.
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COROLLARRE 4.1. — Le type spectral sur L*(X)* d’une M-extension
aléatoire est presque siirement continu, si on a lim,_,..p,/(nLogn) >
16/3.

Preuve du théoreme 1.4. — D’apres le théoreme 1.3, il suffit de
considérer le cas ol la suite (p,) est bornée. Soit ¢ un M-cocycle
a valeurs dans G, x un caractere non trivial de G et V, l’opérateur
de L2(X ) associé. On note (e,(j))o<j<p, la suite associée a V,,
Ru(z) = =30 Ye,(j) e¥mihnz  Alors V, admet une valeur propre
A si et seulement si Yoo (1 = |Ru(N)]) < oo. Dans ce cas, |R,())| tend
vers 1, et comme p, est bornée, (R, ()\)) converge nécessairement vers 1
(car £,(0) = 1). On en déduit que

sup |1 —en(j)N" — 0. (1)
1<j<pn

En particulier pour j = 1, on a €, (1)A\*» — 1, et comme h, ;1 = pphy, dés
que V' admet une valeur propre on doit avoir €,41(1)e,(1)P" —p—oo 1.

Si ¢ est un M-cocycle aléatoire, les variables (¢,(j)) sont indépendantes
et uniformément réparties sur le sous-groupe du cercle unité Zm(x) qui
est différent de {1}. Alors les variables aléatoires &,1(1)g,(1)P" sont
uniformes sur Zm() et indépendantes, par conséquent la probabilité que
V., admette une valeur propre est égale a 0. Comme c’est vrai pour tout
caractére non trivial x de G, on en déduit le théoréme 1.4. O

Dans le cas d’un cocycle de Morse a valeurs dans un groupe fini
G=7 / pZ, on peut énoncer un résultat non aléatoire, qui donne exactement
la forme des cocycles dont I’extension de Morse associée admet des
composantes spectrales discretes.

COROLLAIRE 4.2. — Si la suite (p,) associée a I’'odométre (X,B,u,T)
est bornée, et si ¢ est un M-cocycle a valeurs dans Z/pZ, alors le
type spectral de Ty sur (L*(X)): admet une composante discréte si
et seulement s’il existe un diviseur de p, d # 1 tel qu’on ait a partir
d’un certain rang les relations ¢*~+1)(B,,3) = ppnd*)(B,41) mod d, et

¢ (Byy1) = j¢")(Bpi1) mod d pour 1 < j < py.

Preuve. — Pour que le type spectral de Ty sur L?(X)+ admette une
composante discrete il faut et il suffit qu’il existe x # 1 tel que V, admet
une valeur propre. Dans ce cas la suite (€,(J))o<j<p, de Zmy associée a
V, satisfait la condition (1) de la démonstration du théoréme 1.4. Comme
Zmy est un sous-groupe fini du cercle unité, la suite (e,(j)) vérifie a
partir d’un certain rang les relations suivantes : e,4+1(1) = €,(1)P et
en(j) = n(1)? pour tout 1 < j < p,. Comme €,,(j) = x(¢U") (Bny1)) et
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que x correspond a un élément k de Z/pZ*, on obtient bien les relations du
corollaire avec d = p/pgcd(p, k).

Réciproquement, ces relations montrent bien ’existence d’une valeurs
propre pour V. De plus, comme 7" est une translation ergodique, le type
spectral de V,, est soit purement discret soit continu (cf [9]). Par conséquent,
¢ vérifie la condition du corollaire 4.2 si et seulement si les opérateurs V
admettent un spectre discret, pour tous les éléments x du sous-groupe de
G engendré par p/d. |
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