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RESUME. — On montre que toutes les mesures invariantes par le processus
d’exclusion a longue portée et invariantes par translation sont des mélanges
des mesures produit de Bernoulli & densité constante dans le cas ou la
matrice de transition est irréductible et invariante par translation.

ABSTRACT. — For the long range exclusion process we show, under
the hypothesis of ireducibility and translation invariance of p(.,.), that
all measure in (Z N'S) is a mixture of Bernoulli product measures with
constant density.

1. INTRODUCTION

Introduit par F. Spitzer [4] le processus d’exclusion a longue portée est
un processus de Markov a temps continu sur U = {0,1}5 pour lequel
les particules se déplacent dans un ensemble S dénombrable, selon les
régles suivantes : une particule située en x attend un temps aléatoire de
loi exponentielle de parametre 1. Elle se déplace alors jusqu’au site X,
ol {X,, }nen est une chaine de Markov sur S de probabilités de transition
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388 H. GUIOL

p(.,.), Xo==a,etou 7 =inf{n >1: X, =z ou n(X,) = 0} (avec
inf ) = +00) est le premier temps de rencontre d’un site vide ou de retour
en z et ou 7 est la configuration du processus juste avant que la particule
en x parte (si 7 = +oo 'interprétation est que la particule disparait).

Le processus d’exclusion a longue portée a été étudié par T. Liggett
dans [2] (1980) puis sous une forme généralisée lorsque p(.,.) est récurrent
positif par X. Zheng [5] (1988).

Ce processus offre des difficultés techniques non standard : générateur
compliqué, pas de propriété de Feller. T. Liggett [2] a construit ce processus
par monotonie sur les configurations (nous rappelons cette construction dans
la section 2) et a montré entre autres que les mesures de Bernoulli produit
sont invariantes pour une marche aléatoire sur Z? (i.e. p(z,y) = p(0, y—1)).

Nous nous proposons ici de caractériser toutes les mesures invariantes

et invariantes par translation lorsque p(.,.) est une marche aléatoire
irréductible sur Z<.

Le schema de la preuve, qui provient d’une idée de Liggett dans le
cadre du processus d’exclusion simple (voir [3] chapitre VIII section 3),
est de produire un couplage pour le processus d’exclusion a longue portée
permettant de comparer les mesures invariantes et invariantes par translation
avec les mesures de Bernoulli produit. Cependant n’étant plus dans « le cas
Felier » il va nous falloir procéder avec beaucoup plus de soins.

Ainsi, pour montrer (Proposition 5.1 section 5) qu’une mesure invariante
et invariante par translation pour le processus d’exclusion a longue portée
couplé ne charge que les configurations ordonnées I’élément clé utilise
une approximation du processus par des processus ayant la propriété de
Feller. Pour ceux-ci les particules bougent comme dans I’exclusion a longue
portée mis a part que les particules en mouvement disparaissent si elles
ne trouvent pas de sites libres aprés un nombre donné k, fini, de visites.
L’approximation par ces processus a k-étapes avec disparition, introduite
par T. Liggett dans [2], est décrite dans la section 4.

L’existence d’une mesure invariante pour le processus couplé ayant pour
marginales deux mesures invariantes est 1’objet de la deuxieme étape de
la section 5. On y utilise des approximations finies sur les configurations,
celles-ci étant liées a la construction méme du processus d’exclusion a
longue portée.

La conclusion (Derniere étape, section 5) vient alors d’un résutat contenu
dans [1] de E. Andjel, 1981.
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UN RESULTAT POUR LE PROCESSUS D’EXCLUSION A LONGUE PORTEE 389
2. CONSTRUCTION DU PROCESSUS

Dans ce paragraphe nous suivons ce que T. Liggett [2] a établi.

Ce processus est bien défini pour les configurations finies (i.e. n € U :
Il < o0, ol n| = 3, s n(u)).

Lorsque le nombre de particules devient infini celles-ci peuvent alors
parcourir de trés grandes distances en un temps trés court. Le générateur,
méme appliqué a4 une fonction ne dépendant que d’un nombre fini de
coordonnées n’est pas borné. Tout ceci crée un obstacle pour la construction
du processus par les techniques habituelles. En général ce processus n’est
pas de Feller : par exemple lorsque p(.,.) est une marche aléatoire sur
Z4, le processus n’est pas de Feller (voir [2] section 4, corollary 4.5, p.
879). Ce qui rend invérifiable les conditions d’utilisation du théoréme de
Hille-Yosida.

On construit alors le processus par monotonie : on commence par définir
le processus sur les configurations finies comme ci-dessus. On pose

S(t)f(n) = E" f(n.)

le semi-groupe correspondant défini pour 7 fini seulement.

A présent supposons 71 et ¢ finies telles que n < & (i.e. pour tout
x € S onan(z) < &(z)). On peut alors construire un couplage (n;,&;) de

semi-groupe S(t) tel que si g(n,&) = f(n) et h(n,&) = f(€) on a
@ S()g(n, &) = S(®)f(n) = E"f(n.)
(b) S(H)h(n,€) = S(1)F(€) = BLf(&,)
©mo=n
(d) & =¢
(e) n: < & pour tout ¢.

La propriété (e) implique que S(¢) f(n) est monotone lorsque f 1’est aussi.

DEFINITION 2.1. —  Soit M [’ensemble des fonctions f bornées sur U
telles que
(i) n < € entraine f(n) < f(€) (1)
et
(i) /(O = lim__f(n) @

oit |n| = n(z) et n 1 &= n(x) 1 &(x) Vr.

Vol. 33, n® 4-1997.



390 H. GUIOL

On définit le semi-groupe associé S(¢) pour f € M, pour toute
configuration ¢ infinie par

S®f(E) = lim SE)f(n). ®3)

nT€ |n|<oco

On a alors S(t) : M — M, et on vérifie bien la propriété de
semi-groupe : pour 7 fini on a

Sty +t2) f(n) = E"[f (04, 4+,)]

=E"[E"(f(M,+¢.)/ M, )]

et par la propriété de Markov

= E"[E" (f(n,))]
= S(t:1)S(t2) f(n)

Cette égalité est préservée par passage a la limite n T &.

M est une classe de fonctions suffisamment grande pour que les
probabilités de transition P"[n, € d¢] du systeéme infini soient déterminées
de maniére unique par

/ F(E)P" e € d€] = " f () = S(£)(n)

pour f € M.

L’expression ci dessus permet d’étendre la définition de S(t)f a toute
fonction f borélienne bornée.

3. ENONCE DU RESULTAT

Dans tout ce qui suit on supposera S = Z.

On se propose de montrer, sous les hypotheses :
{p(z,y)}, yeza irréductible et (4)

p(@,y) = p(0,y — x) pour tous z,y € Z* (5)
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UN RESULTAT POUR LE PROCESSUS D’EXCLUSION A LONGUE PORTEE 391

que toutes les mesures invariantes par le processus et invariantes par
translation sont des mélanges de mesures de Bernoulli produit de densité
constante.

3.1 Rappels

On note P I’ensemble des mesures de probabilités sur U,
S les éléments invariants par translation de P,

7 les éléments de P invariants par le processus a longue portée :
T ={p: puS(t) = p pour tout t > 0}

={u: /S(t)fdu=/fdupourtoust>0etf€C(U)}.

THEOREME 3.1. — (Liggert (1980))
Si p(z,y) = p(0,y — z) et si p € [0,1] alors

v, €1,
out v, est la mesure de Bernoulli (produit) telle que
v,{n € U :n(x) = 1} = p pour tout x € Z°.

La question était alors de savoir si, comme pour I’exclusion simple,
on pouvait caractériser toutes les mesures invariantes par le processus et
invariantes par translation dans le cas ol la matrice des transitions est
invariante par translation. On se propose ici de montrer le

THEOREME 3.2. — Si {p(z,y)}
pour tous T,y € Z et si

2y ©stirréductible et p(z,y) = p(0,y — )

pe(INS)

Alors il existe une mesure de probabilité ~y sur [0,1] telle que

p= '/01 Va Y(da).

Vol. 33, n® 4-1997.



392 H. GUIOL

REMARQUE 3.3. — On en déduit, sous les mémes hypotheses, que (Z N S)
est *-faiblement fermé dans ‘P donc *-faiblement compact, ainsi le résultat
ci-dessus peut se présenter comme :

(INS). = {v.p € 0.1)).

4. APPROXIMATION DU PROCESSUS

Pour prouver ce résultat on va approcher, comme dans Liggett [2]
(Section 3) le semi-groupe S(t) par une suite de semi-groupes {T% (%)}, cn
qui correspondent aux processus pour lesquels les particules bougent comme
dans I’exclusion a longue portée, mis a part que 1’on ne visite au maximum
que k sites occupés pour trouver un site vide. Si aprés k étapes la particule
n’a pas trouvé de site vide elle disparait.

4.2 Notations et rappels

Ty(t) peut étre défini comme un semi-groupe continu sur C(U) de

générateur infinitésimal Ly, les hypothéses étant automatiquement vérifiées
de par (5).

Pour tout f ne dépendant que d’un nombre fini de coordonnées, le
générateur infinitésimal s’écrit :

Lfm = > al@ymf(ey) - F0)]

n(z)=1,n(y)=0

+ 3 bl () - f)l,

n(z)=1

ot nz(z) = 1 —n(zx), n.(z) = n(z) pour z # x est la configuration qui
change de valeur en z,

Nay(%) = 1Y), Mey(y) = n(2) et ney(2) = n(z) pour z # z,y est la
configuration qui échange les états de z et y,

qr(z,y,m) = E* [H‘L’:yl_l N(X;),0y < 0z,04 < k] est I’intensité avec
laquelle une particule passe de z a y sur 7,
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UN RESULTAT POUR LE PROCESSUS D’EXCLUSION A LONGUE PORTEE 393

avec oy = min{n >1: X, = y} le premier temps (non nul) d’arrivée en y,

et enfin 6x(z,n) = E* [Hﬁzln(Xn),ax > k] le taux de mort d’une
particule en z sur 7.

REMARQUE 4.1. — Pour tous k € N, z,y € Setn€ Uona

ai(z,y,m) = p(,y) + Y, pla, 2)p(z,y)n(2) + .
z#x,y

.+ Z p(z, 21)..p(2k—1, y)N(21) ... N(2k-1)-

Z1FT, Yy Zh— 1 FTY

On note P I’ensemble des mesures de probabilité sur U x U , M
I’ensemble des fonctions f bornées sur U x U telles que

() (m,&1) < (m2,&2) = f(m, &) < f(n2,82); et

(i) f(n, &) =

= lim
(M€ )T(1M:E) |nn|<00,|én| <00

F (s &), avee ] = 3 1),

Si 4 € P on note uTy(t) la mesure définie par

[ 1 dutice) = [ o a

pour tout f € C(U).

Enfin on notera n¢ la configuration telle que pour tout x

né(x) = n(z)é(x).

4.3 Couplage de base

_On va considérer les processus couplés de semi-groupes associés Tk et
S. Pour le processus d’exclusion a k étapes avec disparition le couplage
de base est donné par le processus de Feller (nF,£F) sur U x U dont le
générateur infinitésimal couplé s’écrit pour tout f € D (ne dépendant que

Vol. 33, n® 4-1997.
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d’un nombre fini de coordonnées) :

Lifm& = > au(@y,m8)f (Mays &ay) — F(0,6)]

n(x)=€(z)=1
n(y)=€(y)=0

+ Z qk(wayvzvnvg)[f(nxyv&_u)"f(n»&)]

n(z)=£(z)=1
n(y)=£(2)=0

+ Y @@ 2y, 6 (Mey €ae) = F(0,€)]

n(z)=¢(x)=1
n(y)=£(=)=0

+ Z qk(x7y7n7§)[f(77ryv£) - f(ﬂaf)]

n(z)=¢(z)=1
n(y)=0

+ Z Qk(%%fvﬂ)[f(ﬂ»fz?/) - f(ﬂaf)]

n(x)=&(z)=1
£(y)=0

+ Y @y ) ey, ) = f(,6)]

n(z)=1
&(z)=n(y)=0

+ Z Qk(xﬁyvg)[f(n’gzy) - f('fl,ﬁ)]

n(x)=£(y)=0
£(z)=1

+ Z qék(x’yﬂ?vé)[f(nxyvgx) - f(777£)]

n(z)=€(x)=£(y)=1
n(y)=0

+ Z q5k(37 y7€ n)[f(nzafry 77 é)]

n(x)=£(x)=n(y)=

£(y)=0
+ > Sl m)f (0, €) ~ £(n,€)]
n(x)=1
£(2)=0
+ ) (@, Ol (n.6) = F(0,6)]
n(2)=0
£(=)=1
+ Z 5k($,7]£)[f(nx7£$) - f(TI, 6)]
toy
ol
o,—1 o,—1
au(@,y,2,m,6) = B | [ n(Xa) x J] €(Xn),0y < 0. < koo <o
n=1 n=1

est ’intensité avec laquelle, pour deux particules en x sur 7 et sur &
respectivement, la particule sur 7 passe en y # x et celle sur { continue
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UN RESULTAT POUR LE PROCESSUS D’EXCLUSION A LONGUE PORTEE 395

jusqu'en z # x;

oy—1 or—1
(Ik(x,y»??»f) =E” H n(Xn) X H f(Xn),Uy <oz < kl

n=1 n=1

est l'intensité avec laquelle, pour deux particules en = sur 7 et sur §
respectivement, la particule sur 7 passe en y # x et celle sur £ revient
en z et

qbx(z,y,m,8) =

oy—1
H’?(X)an(X)Uy<kaz>k}

est intensité avec laquelle, pour deux particules en x sur n et sur &
respectivement, la particule sur 1 passe en y # x et celle sur £ disparait.

Le fait que la cloture est un générateur de Markov est & nouveau une
conséquence du Théoreme 3.9 Chapitre I Section 3 de T. Liggett [3].

L’interprétation de ce couplage est que les particules sur 7; et & bougent
de concert chaque fois qu’elles le peuvent. Les processus marginaux 7, et
& sont des copies du processus d’exclusion a k étapes. Autrement dit si v
€ P est de marginales p; et up alors vTy(t) a pour marginales puq 7% (¢)
et poTi(t).

Rappelons enfin (cf T. Liggett [3] page 382) qu’avec ce couplage on a

P(nm)(nt =&) =1, P(Tlvf)(m <&)=1sin<g, et

P("’E)("?t >&)=1sin>¢&

Un des avantages des semi-groupes Tk(t) est qu’ils convergent vers S (t)
comme le montre le

THEOREME 4.2. — Pour tout (n,€) € U x U,
(@ Tu®f,8) < Ten®)f(n,€) < S®f(n,€) pour tour § €
MnCU x U);

(b) im0 Tk (t) f(n,€) = S(t) f(n, &) pour tout f € C(U x U); et

(¢c) limg_, oo vTk(t) = vS(¢) pour v € P .

Preuve. — Le schéma de preuve est le méme que celui de T. Liggett [2]
(theorem 3.9) pour les processus non couplés :

On montre (a) sur des configurations finies, puis on utilise I’analogue de
(3) pour le couplage et le fait que les Tx(t)f € C(UxU)si f € C(U xU).

Vol. 33, n® 4-1997.



396 H. GUIOL

On obtient (b) pour les configurations finies, et on I’étend comme suit :

on pose g(n,&) = limy_oo Ti(t) f(n,€) pour f € M N C(U x U), qui
existe d’aprés (a);

soient 7y, &, finies telles que (n,,&,) 1 (1, &), alors on a

St f (s €n) = 9(mns &a) < 9(n,€) < S() f(n, €).

Comme (cf. 3) S(t)f(n,€) = limpu_oo S(t)f (1, €xn), on en déduit le
résultat.

(c) est une conséquence de (b). W

5. PREUVE DU THEOREME 1.3

5.1. Premiere étape

On va montrer qu’une mesure invariante par translation et invariante pour
le processus couplé ne charge que les configurations ordonnées.

PROPOSITION 5.1. — Soit v € I NS alors sous les hypotheses (4) et (5)

v{(n,€):n<éoué<nt=1

Preuve. — Soit v € TN S.
Pour tout € Z¢ on pose

fo(n,€) = [1 = n(x))é(z); et
fey(0,€) = n(x)[1 = &(@)][L = n(y)E(y).

Les processus Tk(t) étant de Feller (contrairement 2 S(£)) on peut
appliquer le théoreme de Hille-Yosida et on a pour tout £ et tout ¢ :

t
Te®) fo(n,8) dv = [ fo(n, &) d Ly fo(n, &) dvTi(s)|d
[B0L0.8 @ = [ e as [ | [Lus09 arfio)as
D’apres le théoreme 4.2 et comme v € Zona

tim [ Tt)(.€) dv = [ 30)0.0.6) dv = [ Fu(n.8) d.

Donc pour tout t > 0
t

i [ [ [ Beset.©) avfio)|ds =o. ©)

k—o0
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UN RESULTAT POUR LE PROCESSUS D’EXCLUSION A LONGUE PORTEE 397

Par ailleurs :

Ek fz(nag) = Z Qk(yaz»%"l,f) [1 - 77(5”)][1 - 5(.’[:)]

n(y)=¢(y)=1
n(z)=0,6(z)=1

- z Qk(?hﬂ?yzﬂl»f) f:t(n7£)

7(y)=¢£(y)=1
n(z)=£(2)=0

- Y (@2, 6) + ak(y, 2,2, 6m) fo(0,€)

n(y)=€(y)=1
n(z)=1,§(z)=0

+ 3 gy, 2, O = n(@)][L - £@)]fy(n,€)
= > (@, 5, 1L — (@)L = EWIFa(n,€)

+ > {ak(@,y,m,On(@)E(2) fy (1, €)
- Qk(yv z,mn, ﬁ)ﬂ(y)f(y)fz(nv ‘5)}
—[1—n(@))é() | Y ()L -E@)Har(y, @, n)+ai(z,3,€)}

Comme v € S on a U = vT(t) € S et les deux premiers termes de
I’expression ci-dessus se compensent aprés intégration par rapport a y.
De méme

/ gy, 2, &)1 — n(@)|[1 - E@)]f,(n,€) ¥

/ 0 (2,9, €)1 — n)[1 — EW))fx(n, €) d*

et
/ a(z,y,m, E)n(x)é(x) fy(n, €) dvf / ax(y, z,m, )n(v)€(y) f=(n, €) dif

sont des fonctions de y — z et donc se compensent par I’invariance par
translation.

Vol. 33, n°® 4-1997.
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Il vient
& [ 1:0:0 0w = [ Lustn) anfico
= - /Z (qlc(yvx’za’rhé) + Qk(%zyTafaﬂ))fzz(ﬁ»f)’?(y)f(y) d;t"c

- [ X 0.8+ auty. .00 f)
- [ attvmn. 1.0 0w ot

- / 50(2,€) o (n, €) dF < 0 (7)

(6) implique entre autres que

t
lim
k—oo 0

(/Z lax(z,y, &) + a(y, z,m)] fye(n, ) dﬁf) ds = 0.

En remarquant que

oy—1

@ (z,y,§) =E [ IT ¢x),0,<04,0, Sk} 2Plo,=1]=p(z,y) 2 0,

=1

on a

. ' ~k —
Jim [ <§yj[p<x,y>+p<y,x>1 [ fetn© dvs>ds—o.

Comme par le théoréme 4.2 et par invariance pour tout ¢ > 0

tin [ fiatn.€) 5 = [ £08) SO = [ £) as

par Fatou on obtient

o< [ [ hntney dvis= [ tm, [ fruta9 ao% as

< tm, | [ i) % s,

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



UN RESULTAT POUR LE PROCESSUS D’EXCLUSION A LONGUE PORTEE 399

On conclut que

i p(z,) + p(y, ) > 0 alors / fyal(n, €) dv = 0. (8)

A présent supposons p(z,y) + p(y,z) = 0, nous allons montrer par
récurrence sur n < k que si p(zo, 21)p(21, 22)...p(2n-1, 2n) > 0 alors

/ Frgen (1,€) diy = 0. 9)

Pour n = 1 c’est (8) avec zp = y et z; = x ou vice versa. Supposons
la propriété (9) vraie jusqu’a n.
Pour tous (n,£) € U x U on a en posant 2o = y €t 241 = T :

0 < fya(n,€) <Y (1 =n(2)][1 = &(20)] fya(n,€)
i=1
+ [ n(z0€(z) fya(n,)
=1
+ D fyz(m8) [1 = n(@))é(w)
=1

+ 2 Faa(m,€) m(y)1 = @) (10)

Par I’hypothese de récurrence (9) 'intégrale par rapport a v des deux
derniéres sommes de 1’inégalité ci dessus est nulle.

Remarquons que

(Y, 2, m) 2 p(Y, 21)...p(2n, T) sur {H n(z;) = 1}

j=1

on en déduit de la méme fagon que pour (8) que

[T fimtn€) dv =0, (11)
=1
Il ne nous reste plus qu’a montrer que :
/[1 —n(2:)|[1 — &(2:)] fyz(n, &) dv =0 pour tout i € {1,...,n}. (12)

Vol. 33, n°® 4-1997.
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Le lemme suivant va nous permettre de conclure :

LEMME 5.2. - Supposons 3 z1,z9...,2z1 € Z¢ tels que
p(y, 21)p(21, 22)...p(21,2) > 0, on note

e (1,€) = (H n(zné(zj)) [L=n())[1—E(0) fyeln€) pour 1< <1,
alors si

/ K0, €) dv > 0, (13)

on peut trouver & > 0 tel que

/5(6) (1:_[ ﬂ(za)f(z]) lem(nvg)) dv > 0.

Par I’absurde si on suppose que [ h:;w(n,é) dv > 0 alors d’apres le
lemme précédent on a :

i—1
/ 5(9) (H n(2)&(25) fm<n,f>) dv
- / (I:I 1(23)8(2;) fra(n, 5)) dv >0

=1

I’égalité ayant lieu car v € I.

i—1
Donc [ f.an.€) dv > [ TTn(e3)6() fue(n ) d> 0
i=1

or ceci est contraire a I’hypothese de récurrence (9). On en déduit (12).
Avec (11), (12) et I’inégalité (10) on conclut que s’il existe 21, 22,
tels que p(y, 21)p(z1, 22)...p(2n, ) > O alors

/fyx(n, £) dv =0.
Comme {p(z,y)},, est irréductible on en déduit

v{(n,&):n<fou <n}=1
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PREUVE DU LEMME 5.2 :

REMARQUE 5.3. - Lorsque I’'on a un nombre fini de particules, on peut
construire le processus de maniére a ce que chaque particule décide de
bouger a des temps exponentiels de paramétre 1 indépendants.

On note

() = {n(ou) six Sein[;ln, n]

on prend n suffisamment grand pour que z,y, 21, ..., 21 € [—n,n].
On pose pour tous u € Z% et ¢ € U, 7*(¢) = inf {t: G;(u) = 1}. On
note B; le triplet B; = {y, z;,x} et notons les événements suivants :

A = {durant §, dans B;U{z, ..., zi_1} , la particule sur y passe en z; sur
n et y reste et aucune autre particule (dans B; U {z1, ..., z;_1} ) ne bouge},

B = {durant § aucune particule de l'extérieur de B; n’arrive sur un
site libre de B;},

On a sur {hi,z(n",é") = 1}
P ¢ (A/B) > (1— e *)p(y, 1) p(2i1,2i)e " €™
et
P € (B) > PTE [ (€) > 6,77(€) > 6,77 (n) > 6,77(n) > 6]Zby.

Alors
i—1
hig (™, €MPTE [(H ﬂé(zj)f«s(zj)) friz(n5,85) = 1]
j=1

> hi, (0", €MPT (AN B)
> h;z(nn,fn)(l - 6_6)1)(;y,zl)...p(z,-_l,z,-)e_(“rl)‘s X by,. (14)
Par ailleurs
A nogn
en=P" " [&(y) = 1V &s(2i) =1V ms(z) = 1Vns(z) = 1]
> (e7%) P rY(E) S SV TH(E) K6V TH(n) <8V TU(n) < 6]
Donc avec les notations précédentes

Cn > e (1 =by,). (15)
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De plus ¢, est croissant en n et tend vers
P [Es(y) = 1V &s(2:) = 1V ms(z:) = 1V () = 1],
Comme
/P"’g [Es(y) =1V &s(zi) =1V ns(z) =1Vns(z) =1] dv

= vS(6)[E(y) = 1V &(z:) = 1V (z:) = 1V n(z) = 12D
et
D=v[{(y) =1VE&(z)=1Vn(z)=1Vn(z) =1 <1

I’égalité ayant lieu de par I’'invariance de v par le processus et I’inégalité
provenant de I’hypotheése (13), donc par (15)

/ P [1Y(6) < 6V TH(E) < 6V TH(n) < 8V 77 (n) < 6] dv<e D <1

(16)
des que § < In .
Donc d’apres (14) et (16) il existe une constante

Ko=(1- e“‘s)p(y,zl)...p(zi_l,zi)e_(”l)&(l —-e’D) >0

indépendante de n telle que

i—1
[ere [H 15(23)65(24) o5, €6) = 1} v > Ko [ 10,60 > 0.

g=1

Enfin on fait tendre n vers I’infini on a par construction
i1
p7e {H N8(25)85(25) friw(ms, &) = 1]
j=1

— 5(5) [ﬁ n(zj)g(zj) fzw(nv g)]

donc par convergence dominée

[5® T ntee) fustne) do>0,

i=1
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5.2 Deuxiéme étape

On va montrer que si p; et puo sont deux mesures invariantes par le
processus 2 longue portée on peut alors trouver une mesure v de marginales
i1 , po invariante pour le processus couplé.

PROPOSITION 5.4. — Soient py,puy € I et {t,}nen une suite de réels
positifs tels que t, / oo,

1 [* 5
siv= lim — (11 X p2)S(t) dt existe alors

n—oo iy 0

vel.

Preuve. — Pour tout m on pose

1 [t ~
Vp = -t-—/ ([Ll X [I,Q)S(t) dt.
n JO

REMARQUE 5.5. — v, est une mesure (de probabilité) de marginales p; et
1o de par l'invariance de ces deux mesures.

Soit f une fonction ne dépendant que d’un nombre fini de coordonnées,
on supposera que f ne dépend que des coordonnées dans [—I,1].

Pour tout 7 € N et tout n € X on définit

R

A présent évaluons

l

Z ()

x=-1

‘g(t)f(n,ﬁ) — S(t)f(n, &)

Z &(x)] — E&

< 2|/ f]l {E"

o]}

—E% [Z nt(fﬂ)]

r=-—1

+ Ef

En fait nous venons d’écrire que les différences ne sont créées que
lorsqu’une particule arrive dans [—[, ] en partant de I’extérieur de [—7, j].
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Posons fi(n) = Zi:_,n(x), donc pour tout n € N en utilisant la
Remarque 5.5 on a

[13ws0.6)~ 501008 av,
< 20/fl { [ (s@nn) ~ 50 1)) man)

+ [ (s©) - stse) uz(dé)}

Enfin comme par construction de S(t)

SR = ~SWAM) et SOAE) — SDAE)

on a

sup / 156 £n.6) - S0y 5, €9)

dv,j — 00— 0 (17)

J—o0

Remarquons que comme 77 et & sont finies,
[ S et = im [ 51 0. a,
. Do o
= lim — / [/ S(S + t)f (77],5]) d(,ul X Mg)] dt
Jo

n—oo t,
ints ~ o
= Jim g [ |50 .8 du x|
= tim [ 1 00.) dvu= [ 1 00.) )

donc d’apres (17) si v = lim, v, existe

[ 30506 av = [rav

5.3 Troisieme étape

On montre que si 4 est une mesure invariante par translation et si pour
tout @ € [0,1] il existe une mesure couplée v, ne chargeant que les
configurations ordonnées de premiére et de seconde marginales u et p,
respectivement (ol p,, est la mesure de Bernoulli produit de parameétre «)
alors p est un mélange de ces mesures de Bernoulli produit.
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On utilise le :

LEMME 5.6. — (voir Andjel [1] 1981, pp.426-427)

Soit p € S pour tout a € [0,1] on suppose qu’il existe des mesures,
notées v,, sur P de marginales p et p, (mesure de Bernoulli produit de
parametre «), telles que

Vo {(n,&) :n < éou& <n}=1,

pour tout a € [0,1].
Alors il existe une mesure ~y de probabilité sur [0, 1] telle que

p= /01 fho Y(da).

PREUVE DU THEOREME 3.2

On rappelle que u, € Z (Liggett [2]). De par les propositions 2.1 et 2.3
on est dans les conditions d’application du Lemme précédent, le théoreme
3.2 s’en déduit. MW
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