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markovien au voisinage d’une singularité
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Daniel ROUX
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RESUME. — Soit X un processus gaussien. Nous supposons qu’il est
markovien d’ordre un, c’est-a-dire que la topologie de son espace auto-
reproduisant Hx est donnée par une forme de Dirichlet A symétrique
d’ordre deux. Un point y ou le coefficient de plus haut degré o de la
forme A s’annule ou bien devient infini est dit singulier. Nous nous
proposons d’analyser la régularité du processus X au voisinage d’un point
singulier isolé y. Pour cela nous décomposons X dans une base orthonormée
d’ondelettes de Hx préalablement construite. La clef de 1’analyse réside
dans I’étude détaillée du comportement des ondelettes au voisinage de y,
comportement qui dépend de I’ordre de la singularité. Dans le méme esprit,
nous proposons aussi I’identification de .4 au voisinage d’un point singulier.

Mots clés : Forme de Dirichlet , point singulier , processus gaussien markovien, ondelettes .

ABSTRACT. — Let X be some gaussian process. We suppose X to be
markovian of order one, which means the topology of its Reproducing
Kernel Hilbert Space Hy is given by a symmetric Dirichlet form A of
order two. A point y is said to be singular when the leading coefficient
of the form A vanishes or becomes infinite. In this paper, we analyze the
regularity of the trajectories of such a process X near any isolated singular
point y. In order to do this, X is decomposed on a wavelet basis of Hx.
The behavior of X is given after a precise study of the wavelets near y.
Using the same ideas the form .4 can also be identified in the vicinity
of a singular point.

Classification A.M.S. : Gaussian process; Wavelets.

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques - 0246-0203
Vol. 33/97/03/$ 7.00/© Gauthier-Villars



296 D. ROUX
1. INTRODUCTION

Soit X = (X,,z € R) un processus gaussien centré réel vérifiant la
propriété de Markov germe d’ordre un, défini sur I'espace de probabilité
(Q, F,IP). On sait d’aprés [11] qu’il existe une forme de Dirichlet A
d’ordre deux, positive et symétrique dont I’espace de 1’énergie coincide
avec ’espace auto-reproduisant Hy de X. Cette forme A est associée a
I’opérateur différentiel

A= —-D(aD)+b

le symbole D désignant la dérivation ordinaire, D = f;. La fonction a,
coefficient du terme de plus haut degré, est mesurable et a valeurs > 0. Sous
I’hypothese de coercivité 0 < ¢ < a(z) < C < oo, on connait le module
de continuité local de X. Plus précisément il est montré dans la référence
[1] qu’en tout point de Lebesgue = de la fonction é, le processus X vérifie

- X,
lim %up Xotn l

1
hoo /2hloglogh a(z)’

Ce résultat suggére qu’en un point y ol la fonction a s’annulerait (resp.
deviendrait infinie) le processus X serait moins (resp. plus) régulier. Le
présent article a pour objet de donner un sens précis a cette derniere phrase,
dans le cas d’un point singulier isolé. Nous calculons alors 'ordre de
divergence ou bien les modules locaux et uniforme de continuité de X
dans cette nouvelle situation.

P p.s. (1)

Dans la derniére partie, nous proposerons des estimateurs statistiques de
I’ordre d’annulation ou de divergence de la fonction a au point singulier y,
puis I'identification compléte de cette fonction.

Nous conduisons notre étude dans le méme esprit que dans la référence
[1]. Nous sommes dans un cadre différentiel qui se préte a la localisation.
Pour I, sous-intervalle dyadique, de centre ), nous définissons la fonction
U, comme la solution normalisée (dans Hy) de I’équation

Af =cby, f=0 sur OI, (2)

A1, désignant la frontiere de I et 6, la mesure de Dirac en z. Les fonctions
U, seront appelées ondelettes car elles vérifient des estimations analogues
aux ondelettes classiques. Rappelons que ces derniéres forment des bases
orthonormées de L?(IR) et permettent, entre autres applications, d’analyser
la régularité globale d’une fonction (Holder, Besov) a partir de la taille
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PROCESSUS GAUSS-MARKOV ET POINT SINGULIER 297

de ses coefficients ([9]). La base de Haar de L?>(IR) en est I’exemple le
plus simple.

La famille d’ondelettes que nous construirons est orthonormée, elle,
pour le produit scalaire A de I’espace Hx. Nous montrerons alors que le
processus X se décompose sous la forme

X. =) &¥a(2) (3)
A

avec pour coefficients £, une suite indépendante gaussienne standard. L’idée
remonte aux travaux de Paul Lévy (8] qui donne une construction du
processus de Wiener a ’aide de la base de Schauder. On en trouve des
applications récentes dans [7].

Ici, le développement (3) du processus X sera 1'outil de base pour
démontrer nos résultats de régularité locale et aussi d’identification.

Ce travail a été annoncé dans [12].

2. CADRE DE L’ETUDE ET ENONCES DES RESULTATS

2.1 Rappels et hypotheses

Nous désignons par D(I) I'espace des fonctions réelles indéfiniment
dérivables a support compact inclus dans ’intervalle réel I, et par D’(I)
son dual pour la topologie habituelle.

Soit ¢ un processus gaussien centré généralisé ¢ = ((,, ¢ € D(I))
défini sur un espace de probabilité (€2, F, IP). Rappelons que si K désigne
la fonctionnelle de covariance de ¢, K(p,1) = IE({,(y), I'espace auto-
reproduisant d’un tel processus est un espace de Hilbert H. C D'(1),
engendré par les K(g,.), ¢ € D(I) et muni du produit scalaire (.|.) pour
lequel

(K (1, )| K (p2,.)) = K(p1, p2).

Nous supposerons de plus que I'injection canonique de D(I) dans H,
est continue et d’image dense. Dans un tel cadre, I’article [6] montre que
le processus ( est markovien relativement a la famille des ouverts de I si
et seulement si la topologie de H est donnée par une forme de Dirichlet,
positive, symétrique et de degré fini sur tout compact.

Nous nous intéressons ici au cas ol cette forme A est de degré deux et
n’admet que des singularités isolées. Nous pouvons alors nous ramener au
cas de I'intervalle = (—1,1) avec le point 0 comme seul point singulier
éventuel. Plus précisemment nous considérons I’hypothése (H) suivante.
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298 D. ROUX

HypotHESE (H ). — Le produit scalaire de 1’espace auto-reproduisant du

processus gaussien généralisé ( = ((,, ¢ € D(I)), avec I = (—1,1), est
donné par

A(d,9) = / a(n)DI)DY() + H)d@le) e (4

ol @ une fonction continue a valeurs > 0 sur (—1,1)\{0} vérifiant de plus

lim a(£h)
h—0+  ho*

=cq pour des réels c,, c_ > 0, ay, a_ quelconques (5)

et b une fonction localement intégrable et > 0 sur (—1,1) telle que

b(th
lim %—2 = 0 pour un réel B > sup(ay,a_,1)—2.  (6)

h—0+
REMARQUE. — Cette derniére condition permet d’éviter que la fonction a
ne devienne trop négligeable par rapport a la fonction b en 0.

NortaTioNs. — L’espace auto-reproduisant de ¢ est désigné indifféremment
par Hy ou H. et la norme associée a A est notée | |a.

L’espace gaussien (centré) engendré par ¢ est noté H.

Afin d’alléger I’écriture, le symbole d’intégration par rapport a m la
mesure de Lebesgue sur R sera souvent omis.

2.2 Résultats stochastiques

Nous énoncons d’abord les résultats concernant le processus. On
remarquera qu’ils reposent tous sur la construction d’une base orthonormée
d’ondelettes (¥,) de I’espace H4. Cette construction sera présentée au
2.4 aprés I’introduction de quelques notations supplémentaires au 2.3 . En
ce qui concerne les démonstrations, celles des Propositions 2.1, 2.2 sont
immédiates (une fois 2.4 acquis) et donc réduites ci dessous a quelques
indications, celles des Théoremes 2.1, 2.2 sont données en détail aux
paragraphes 4 et 5.

2.2.1 Processus ordinaire associé a (

PROPOSITION 2.1. — Sous I’hypotheése (H), il existe un processus gaussien
X indexé par I* = (—1,1)\{0} a trajectoires continues qui vérifie

Vi € D(I") / X(2)Ap(z)dz = () P p.s. (7)
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Si I’on suppose de plus ay (resp. a_) < 1 le processus X admet un
prolongement continu en 0% (resp.07”).

Preuve. — Soit (V) la base orthonormée de ’espace H 4 donnée dans
le Théoréeme 2.3. Soit £, I'image de ¥, par I’isomorphisme canonique de
H sur H.. Les variables aléatoires £, sont toutes de méme loi gaussienne
centrée réduite et forment une famille indépendante. Posons

X, = Y6t ®

En utilisant les estimations données dans le Théoréme 2.4 (sans oublier
les propriétés de support) on montre facilement que la somme converge
uniformément sur les compacts de I*. Les trajectoires du processus X sont
donc continues sur I*. Les mémes arguments donnent le prolongement
continu en 0%, 07, sous les hypothéses adéquates. 11 est immédiat ensuite
de vérifier (7).

REMARQUES

1. ¢ est le processus dual du processus généralisé 7(p) = [ ¢(z)X, dz
et on sait que

a) (,n et X engendrent le méme espace gaussien,

b) ¢ et X possédent le méme espace auto-reproduisant H 4, cf. [6].

2. Formellement X est solution de I’équation AX = (, cf. [4].

3. Une seconde preuve de I’existence de X, processus gaussien (ordinaire)
d’espace auto-reproduisant H 4 consiste a appliquer la Proposition 5.1 de
[11]. On doit alors montrer la continuité des fonctionnelles 6, : u — u(z)
relativement a la norme | |4. Pour I’étude en z = 0,  (on travaille alors
sur [0, 1] avec des fonctions nulles en 1) on remarque que I’inégalité de
Cauchy-Schwarz permet d’écrire

(/ )"”'A —'/ —=VaDel* = [p(0)]*

- 1 . s
Sous la condition a4 < 1 on a fo % < oo ce qui donne la continuité voulue
pour &y. En dehors de 0 le résultat est clair. La continuité des trajectoires
peut se déduire du critere de Kolmogorov.

4. Rappelons pour terminer que si I’on part d’un processus gaussien
centré X = (X;)es de covariance R ( R(z,y) = E(X,X,) ) et si ce
processus est Markovien d’ordre un on sait expliciter, dans le cas régulier
et sous quelques hypothéses supplémentaires, 1’opérateur différentiel A (i.e.

Vol. 33, n°® 3-1997.



300 D. ROUX

les applications a et b ) en fonction de R [3]. Dans ce cadre la fonction R
se trouve étre fonction de Green de 1’opérateur A.

2.2.2 Régularité d’un processus gaussien markovien au voisinage d’un
point singulier

Le Théoréme suivant précise le comportement de X en O dans le cas
général.

THEOREME 2.1. — Sous [’hypothése (H) on a

. . Xin— X
81 ag < 1, limsup [Xen ot | = 2

- Pps (9
h—ot /hl=* loglog(h~1) cx(l—ax) p.s. (9)

X 2
st ay =1, limsup [ X = /—, P p.s. (10)
h—ot +/log(h~1)logloglog(h~') Ct

X
st ax > 1, limsup R = 2 P p.s.

h—ot +/hl=%=loglog(h~1) cx(ag — 1)’

COMMENTAIRES

a) Si ay < —1, le premier résultat implique la différentiabilit¢ du
processus X en 0F. Si —1 < ay < 1 le processus vérifie seulement la
propriété de Holder d’ordre p, pour tout p < (1 — ot)/2.

b) La valeur a4 = 1 apparait comme une valeur critique. Le module de
continuité dans ce cas est analogue 2 celui du cas critique de la référence
(I2]). Le résultat peut aussi étre rapproché du suivant

lim sup Sn(@)

= (lo “1V2 pp.
n—oo y/log(n)logloglog(n) (log(2)) Pp

oll ¢ > 1 est un réel fixé et S, (z) est la série de Fourier lacunaire (cf. [13])

Sp(z) = Z cos(q"x).

gk <n

En fait ’heuristique est la méme dans ces trois situations. Elles sont toutes
les trois liées au Théoréme de Lévy-Kintchine.

¢) Quand a4 > 1 le processus diverge plus rapidement que h=+ en 0
et nous avons le résultat d’ « hyper-markoviannité » suivant.
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ProposITION 2.2. — Sous I’hypothése (H) et pour oy > 1 (resp. a— > 1),
les processus (Xg)z<o €t (Xz)e>0 (resp. (Xaz)e<o et (Xz)z>o0) sont
indépendants.

Preuve. — Le résultat est immédiat en utilisant (8) et la localisation des ¥ .

2.2.3 Identification des ordres «,«_ de singularité de X et plus
généralement du coefficient principal a

Pour g fonction réguliére a support compact et inclus dans (—1,1)\{0},
on pose

4@ X) = [ Date) dX.. (12)

L’intégrale stochastique figurant au second membre est bien définie au sens
de Wiener, voir [1].

Dans ce qui suit nous supposons la fonction g fixée, de norme 1 dans
L?*(IR,m) et de support compact inclus dans (0,1). Nous donnons des
résultats d’identification du coté droit de 0. On peut évidemment employer
les mémes méthodes du coté gauche de O .

Pour tout A\ = (j, k) € Z® nous notons © 1’opérateur défini par
Orf(z) = f(2'z — k). (13)

Nous pouvons alors définir un estimateur statistique &, ; du paramétre
o4 en posant

J
Gy ;=372 A3(Org, X)) (14)

k=0
De plus, afin d’estimer la fonction a elle-méme, introduisons 1’estimateur
statistique
s =270 Y AJ(Org,X), 0< 7 <. (15)
r2i<k<s2J

THEOREME 2.2. — Supposons I’hypothése (H) vérifiée. Nous avons d’une
part

lim a4 ; =ay, IPps. (16)
J—00
et d’autre part
lim a /s 1 dx, IP 17
irs = ——dxr, .8.
j 500 7.7 \ (l(.'L') b.s ( )

Vol. 33, n® 3-1997.



302 D. ROUX

REMARQUE. — Ces résultats d’identification apparaissent pour la dimension
1 comme une généralisation au cas singulier et non stationnaire de résultats
donnés dans les références [4], [5].

2.3 Notations
Pour effectuer I’analyse multi-échelle du processus X, nous emploierons
les notations suivantes.

L’ensemble A des nombres dyadiques de IR, A = {\ = (k +

1/2)277,(j, k) € Z*}, permet d’indexer la famille des cellules dyadiques
si 'on pose

I = (k277 (k+1)277) pour A = (k +1/2)277

Par abus de notation on écrit encore A = (4, k). L’entier j est appelé échelle
de la cellule I ou encore du nombre dyadique A . Nous posons [ = (—1,1)
et introduisons un ensemble d’indices qui tient compte de o = (v, )

_JANI siayet a_>1
A(a)_{(AﬂI)U{O} Sia+0ua_<1.

Dans le second cas nous posons Iy = I, et nous attribuons 1’échelle -1 a
cette cellule supplémentaire .

Pour # € I on note A, = {\: =z € I,} I’ensemble des cellules
dyadiques contenant le point z, A° I'ensemble des cellules adjacentes au
point 0, A = A%  UAD A®" = {\: k=0}, A ={\: k= -1}

Chaque cellule dyadique I, se subdivise en deux cellules d’échelle
ja + 1 notées I} et I .

Nous aurons aussi besoin des notations suivantes.

Le logarithme népérien est noté log, celui de base deux est not¢ L. On
écrit log, pour la fonction log itérée n fois.

Si (un)n et (v,)n sont deux suites réelles, nous €crivons
Up Vp—oo Un & Up — Up = On—»oo(“fn) = On—>oo(vn)a (18)

Un Znoroo Un <= Un = Opoo(Un) €t Up = Onioo(Vn), (19)

o et O désignant les symboles introduits par Landau. Ces notations sont
étendues aux fonctions réelles.

2.4 Construction d’une base d’ondelettes de H 4
Pour A € A(«) la fonction fy est définie sur Iy comme suit

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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a) si (A € Ala) \ {0} UA° ), ou bien si (ax < 1 et A € A%) ou
bien encore si (ay, a— < 1 et A = 0), f est la fonction continue sur
I, solution du probleme de Dirichlet

(D.5) Af = 6, au sens des distributions sur I
(D.it) f(z) =0 pour z € 9(Ix), le bord de I,.

b)si (ar > 1let A€ A% ), f est la fonction continue sur I, solution
du probleme de Dirichlet singulier en 0

(D7) Af = 6x au sens des distributions sur I
(D.id)  f(r) = 0,[lim f(z)| < oo,

r désignant I'extrémité # 0 de I,.
cyquand A =0etay <1< a_ (respa- <1< ay ),

fo=2F 1;+ (resp.2 F 1;- ),

la fonction F' étant la solution de (D) sur I, quand on remplace (a_, )
par (ay,a ) (resp. par (a—,@_)) (ce qui nous rameéne au cas (a)).
Les fonctions f) seront toujours prolongée par O en dehors de 1.
Nous définissons une famille d’ondelettes de H  par la formule

__h
Fala

THEOREME 2.3. — Sous I’hypothése (H), la famille (Vx)xca(a) est bien
définie et constitue une base orthonormale de H 4.

W

THEOREME 2.4. — Supposons I’hypothese (H) vérifiée. Alors nous avons

1. Ordre de grandeur des normes uniformes sur |V |o
Pour © # 0 fixé,

|WalZ <277, quand j\ — oo, A € A,. (20)
Au voisinage de 0,
I\I/:t)\,zo = 2~jk(1'“i), quand jy — oo, X € A" (21)

2. Equivalents pour les sommes quadratiques

Vol. 33, n°® 3-1997.



304 D. ROUX

Pour ar # 1 (resp. ax = 1),

S @ ~ A e~

o x|l — o Ct

l-ax log ||t
| &), au voisinage de 0.

(22)
Si T est une fonction vérifiant r(x) < L|z|™! et lim, o, 7(z) — 00, nous
avons pour x au voisinage de 04

siai;ﬁl

> [TA@@)* = o|z[7**) (23)

[ix—Llz|=* |27 (z)
et si ay = 1

Y W@ = o(logla] ™). (24)

L]~ 4r(2)<jx

3. CONSTRUCTION ET PROPRIETES DES ONDELETTES

3.1 Existence et propriétés des fonctions f)
Dans une premiere étape nous supposons A réduit a sa partie principale.
3.1.1 Premiere étape, b = 0

Supposons d’abord A > 0,\ ¢ A°.

En notant 7y, sy les extrémités de I on peut écrire

inf(xz,\) s 1
(fr; a(lz) dz)(L1jp(T,A) a(z) dZ)
[ -

ry a(z)

flz) = , x €Iy (25)

et on obtient facilement

lf/\|oo = f)\()‘)’ |f,\lA =V f,\(A)- (26)

Supposons maintenant A € A°, A > 0.Dans le cas ay > 1

f(z) = / 1, (27)

up(z,\) (l(Z)
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alors que si ay < 1

inf(x,\)
(f()l a(lz )(fup(x A) a(z )

2\
fO a(lz)dz

M(z) = , pourx € I = (0,2X). (28)

Dans les deux cas

[fxloc = fA(A), [fala = V(). (29)

REMARQUE. — Sous I’hypothése (H) et en utilisant les résultats
asymptotiques classiques pour les intégrales , on déduit des relations
précédentes que

a(z) ~zm0 Cmin()\l—a+,x1—°‘+), (30)

[Frloo ~ CAT74) (31)

1—2(c+-1 _ log2 _
(e =) quand oy # let C = % quand oy = 1.

Le cas A < 0 se traite de maniére semblable.

avec C' =

3.1.2 Seconde étape, b Z 0
Soit Ay la partie principale de I’opérateur A. Nous avons donc
Ap = Agp + be. (32)

Notons f gz la solution de (D) sur I, pour I’opérateur Az, posons

Y+ = P+ +2 — ax, v = max(y4,7-) (33)

et remarquons que v > 0 d’apres I’hypothese (H).

LEMME 3.1. — Sous I’hypotheése (H), quel que soit ), le probleme (D)
sur Iy admet une solution unique fy. De plus, il existe une constante C' qui
ne dépend pas de )\ telle que

[A2(8) = Sy m (D] < Cmin([t —ra]”, [t = sa") fam(t), V¢ € I (34)

a(t)|Dfr(t) = Dfau ()| < Cmin(|t — rx|7, [t — sa]). (35)

Preuve. — Nous allons prouver ce lemme dans le cas le plus délicat, celui
ol A € A . Pour A > 0 I’inégalité 2 montrer devient alors

vt € (0,22) [fa(t) = fau@®)] < Ct fau (), (36)

Vol. 33, n°® 3-1997.



306 D. ROUX

a(t)|Dfr(t) — Dfru(t)® < Clt|. (37)

Ecrivons dans cette partie o 2 la place de a4, et introduisons la suite
de fonctions (g,) en posant go = 0 et

prn(®) = Fra®+ [ 806) ([ 1/0) gu() ds powrne N (39)

J0

La premiere étape montre qu’il existe C,, > 0 ne dépendant que de
a tel que sur IT

0 < fau(r) < Cumin( A~ 27). (39)

Posons & := sup(0,(1—a)), p = pla,A) = C A5 Oa-1) gt
considérons k > 0 (voir (H)) tel que

1
|b(2)] < k2 et |/ 1/a| < k=P (O@=D) (resp. klogz ™)

siw# 1 (resp. = 1). (40)
Montrons par récurrence que pour tout entier n > 0
2%p (k27 \"
T e (41)

D’apres (39) et puisque g1(z) — go(z) = g1(x) = fr u(z) le résultat est
vrai pour n = 0. Supposons le vérifié au rang n. Alors, en utilisant (40),
nous pouvons borner la différence

nis(@) = gns(a) = [ 065) ([ 1/0) (guas) = () s

puis obtenir

9n+2(2) = gasa(@)] < 2 / ks ks~ 2001 (2471 4 g,

P ooz —n [ tnany-
m12(0) = gua(@)] € Gty [ ot gy
. 0

L’hypotheése (H) implique é + (n + 1)y > 0, ce qui garantit la
convergence de I'intégrale du membre de droite de la dernicre inégalité.
Apres intégration, nous obtenons

P B\ 6+(n+1)
nsa(@) = s < s (5) 2O =,
ce qui est le résultat au rang n + 1.
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La suite (g,) converge donc uniformément sur 1. La fonction limite
g vérifie d’une part

o0) =t + [ 009 ([ 1/a) oto) as (42)

d’autre part

k2zY
l9(z) — g1(x)| < pz? (eXP ,;C —1>
et donc
l9(z) — g1(x)| < exp (K~ )k?*y~! padty. (43)

En se rappelant que g1 = fy i, fo m (%) ~ocior p2%, |fr ploo ~ CoAO—),
cf. (30),(31), nous obtenons

Vz € (0,2) lg(z) = fan(@)| < C2" fr u(z), (44)

et
Vz €(0,2)) |g(z) = fau(z)] < 2C27|f il (45)

2_—1 2
avec C = m’fcv_)k’ constante ne dépendant pas de .
x4

A partir de I’équation (42) on montre facilement que g est solution de
(D.i) sur (0,2)) et a partir de I’équation (44) on montre qu’elle vérifie
la condition au bord en 0 de (D.ii). La fonction g ne differe donc que
d’une fonction A-harmonique ¢ (nulle en O et égale 2 g(2)) en 2)) de la
fonction fy solution de (D) sur (0,2)). L’hypothése (H) assure I’ellipticité
de I"opérateur A. La fonction ¢ est donc monotone, d’apres le principe du
maximum. Les conditions au bord nous conduisent alors aux inégalités

le(z)| < Sup lg@ 5 leleo < 19(22)]. (46)

Avec ce dernier résultat nous obtenons immédiatement (34).

3.2 Preuve du Théoreme 2.3

Pour prouver le Théoréme 2.3 il reste maintenant a montrer que la famille
de fonctions (fy)xe A(e) est orthogonale et totale dans H 4. Pour cela, nous
renvoyons le lecteur a Particle [BJR1] car le raisonnement utilisé dans cette
référence peut étre aisément adapté a la situation présente.
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3.3 Preuve du Théoréme 2.4

Dans une premicre étape nous supposons A réduit a sa partie principale,
A = Ag, et nous montrons (20), (21).

3.3.1 Premiere étape, b = 0

Nous notons ici r,\,s,\ les extrémités de Iy.

Dans le cas b = 0, a partir des formules (26), (29) nous obtenons les
relations qui suivent pour les fonctions normalisées Wy = —£

[fala
1. Quand A & A® ou bien A € A% et ay < 1
, ﬁdz)( VL) 1
|\IJ)\IOO = d 1 d = 1 i 1 ) (47)
(frk a(z Z) + (f a(z) z f:; a(1:) dz f:/\ “(li)dz

2. Quand A € A% et ay > 1

W2 = H() = / %d (48)

Nous en déduisons, sous I’hypothése (H),
1. Quand A € A, pour un point fixé z # 0

|\IJ)\|OO ~j—o0 2_J/2/ V a(x)’ (49)
2. Quand A\ € A%
[ s loo ~jsoo CALTE)/2 (50)

avec C' = 4/ 1;:: 11|| quand oy #1, C = ,/ quand ay = L

Ce sont les résultats (20) et (21).

3.3.2 Seconde étape, b Z 0

LEMME 3.2. — Sous I’hypothése (H) et avec les notations introduites plus
haut

A = 1halh, | <OV El, (51)
avec C une constante ne dépendant pas de .

Preuve. — Donnons 1’idée de la preuve dans le cas le plus difficile, celui
ol A € A®. En exploitant I’équation (42), nous avons

A = An(Frmg) + / b(2)p (@) fosr ()do

I,

— frls, — / b() f (@) oz ().
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Les estimations données plus haut, voir (30), (31) d’une part et (44) (45)
d’autre part, permettent alors facilement de conclure.

3.3.3 Etude du comportement des sommes quadratiques

Nous prouvons dans cette partie les résultats (22), (23), (24).

Nous nous ramenons encore au cas ol I’opérateur A est réduit a sa partie
principale, A = Ap et nous nous limitons au cas z > 0.

Preuve de (22). — Supposons dans un premier temps a > 1.
Pour z € (0,1), introduisons la fonction h, définie par

1
hat) = Luso) / 1/a.
sup(t,z)

Cette fonction est construite comme 1’ondelette f;/,. Elle appartient a
I’espace H 4 et vérifie

VA e A(Oé) A(hx, \I’,\) = \I’)\(.'IZ)
La relation de Parseval permet alors d’écrire
1
[ Va= A ) = (@)
Ja A A

Comme [(1/a) diverge en 0, on obtient quand = — 0%, par intégration
de fonctions équivalentes en O

1 1—a+
/ 1/g ~ T
T C+|1—Ol+|

1 —
1 1
/UMMI_

C+

si ap > 1, et

quand ay = 1, ce qui démontre le résultat (22) dans le cas oy > 1.
Considérons maintenant le cas vy < 1. Il faut distinguer deux sous-cas
a_ < 1loua. >1
Dans ce dernier sous-cas on peut reprendre 2 I’identique le raisonnement
qui précede. En effet il n’intervient qu’une ondelette supplémentaire, V- .
Comme cette ondelette a pour support [—1, 0] et s’annule en 0, les calculs
du cas a; > 1 sont encore valables.
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11 nous reste alors a étudier le premier sous-cas. Cette fois-ci, I’ondelette
Wo de support [—1,1] intervient. Nous remplacons h, par h,, soit

o= (L) (L) (L)

Il est facile de vérifier que la fonction h, ainsi définie appartient a
I’espace H 4. D’autre part

YA£0  Ahy, Uy) = Uy(z).

et en appliquant a nouveau la relation de Parseval, on obtient

(1 + ]%1111//2) (/1 1/a) =Y (Ua(@)® + Alha, Vo).

A>0

Un calcul facile donne

_ LR 1/a)
(J2, 1/a)(fy 1/a)

A(hy, ¥4)?
Il vient alors

Z(\IJA(JJ))Z _ (J: 1/a)(f; 1/a)

1
A>0 fo 1/a

ce qui conduit a (22) par intégration de fonctions équivalentes.

REMARQUE. — Par des calculs similaires, nous obtenons pour 1’ondelette
indexée par 0 le résultat

[Wo(x) — To(0)|> = o(|z|'~**), au voisinage de 0. (52)

Preuve de (23), (24). — Cette preuve repose sur un Lemme pour lequel
nous avons besoin de notations supplémentaires. Posons

sm(T) = Z V3 (z),rm(z) = Z U3 (z).

0<jr<m Ja>m

LEMME 3.3. — Sous [’hypothése (H), quand les entiers m,n vérifient
0<m < mnetpourz € 2771 27"

(@) = /21 ta (reSp'(./:l/a)Q( 2’”‘}‘ 1/(1,_];}11/0,)) (53)

0
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si ay > 1 (resp. ay < 1 ). De méme, quand les entiers m,n vérifient
0<n<metpour z € 27771, 27"]

rm(x)SZ_m( ma 1). (54)

[2—71—172—71,] a

Preuve du lemme. — Supposons m < n.

Soit z € [27"71,27"]. Compte tenu des supports des ondelettes ¥y les
seuls dyadiques A # 0 pour lesquels Wy (z) peut étre # 0 vérifient

Ae A 0< gy <m.

Nous obtenons alors, d’apres (27), (28),

02 () = /j/\ 1/a(resp.(/om l/a)z(foAll/a - 0”11/@))

si @ > 1 (resp. & < 1) puis, en sommant ces égalités, la formule (53). Pour
m > n on déduit de la relation (47)

\Ifi(x)gz‘j( max 1)

[2-"~12~7] a

et comme ¥2(z) = 0 quand z ¢ I, nous obtenons (54), 2 nouveau par
sommation.

Fin de la preuve de (23), (24). — En utilisant les résultats classiques
sur le comportement asymptotique des intégrales, le Lemme 3.3 permet
de montrer

. Sm(T
lim max M -0
m—o0,n—m-—00 [2-n—1 2-n] on(a—1)
et
. (T
lim max m(®) _ 0.

Mm—00,m—n—00 [2-n—19-n] 2n(a—1) -
On en déduit (23), (24).
Ceci termine la démonstration du Théoréeme 2.4.
3.4 Complément

Les résultats du Théoréme 2.4 sont utilement complétés par les
Propositions qui suivent. Les énoncés sont donnés pour z > 0, la traduction
pour le cas z < 0 sera évidente.
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Posons d’abord

Sn = | ?
D

tp(z) = Z Vil W),

Ix2p
Up o() = Z \/L—h|\11>\
q>jr2>p
T = pomax (@)
Upa =, 1oax_ Up. o ().

La Proposition qui suit permettra de négliger les petites échelles.

PROPOSITION 3.1. — On suppose (H) vérifiée. Soit B un réel > 0 fixé. Si
ay # 1 et dans les deux situations suivantes

_ _ _ Ln
a) quand | = 0, m = n — 7=,

b) quand | = n — ]af—’il', m=mn— 0 LLn,

le résultat suivant
(m = 1)(Sp, = S}') = onoo (277 (Ln)') (55)
est réalisé avec i = 0 dans la situation (a) et i = 1 dans la situation (b).

Par ailleurs, si ay = 1 alors \/— \/— est borné devant n quand n — 0.

Preuve. — Si k et k' désignent respectivement le minimum et le maximum
sur It de lal( 5 (finis et > 0 en vertu de (H) ) nous pouvons déduire du
Lemme 3.3 pour m < n— 1 et ap > 1 (resp. < 1)

12
S;r; S k/2(7n+1)(a+—1) (resp. %2(2n—m~1)(a+—1) ) (56)

Une vérification immédiate pour m < n — ﬁ donne le résultat (55),
dans la premiere situation.

Pour étudier la seconde situation, on part de 1’inégalité

Ln
), — n _ n < - n
(’ITI l)(Sm Sl ) |(¥+ _ 1|S

Le résultat se déduit alors des majorations du Lemme 3.3.
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Le cas ay = 1 est similaire, si ’on remarque au préalable que
S < K'log(2™th) = (m + 1)K.

La Proposition suivante permettra de négliger les grandes échelles.

PROPOSITION 3.2. — On suppose que I’hypotheése (H) est vérifiée et que 3
est un réel fixé, > 0. Alors nous avons quand n — 00

1. si ay #1
T::+2Ln = O(' 2n(a+—1)Ln)7 UTTLL+[3LLn,n+2Ln = 0(" 2n(a+—1)Ln)’ (57)
2. 51 ap =1

T77+5LLn = 0(\/5), U:,Zilﬁm = 0(\/77)- (58)

Preuve. — Les majorations du Théoréme 2.4 donnent ici, pour j, > n
et z € [27"71 277]

[Ty (z)] < C2no+/20702/2,

Comme il existe au plus un dyadique X d’échelle donnée tel que ¥ (z) # 0,
nous obtenons pour p > n, z € [27"1 27"] I'inégalité

tp(z) < C2"+/2 Y "\/j277 < C'\/p2rles—DHln=n) . (59)
Jj2p

Les résultats portant sur les 7 sont établis si l'on remplace p
successivement par n + 2Ln et n + BLLn.

De la méme manire, nous avons pour x € [27"1 27"

Up q(z) < Cy/27PHnat Ly

ce qui nous permet de majorer U, et de terminer la preuve de la
Proposition.

4. ETUDE DE LA REGULARITE DU PROCESSUS X

4.1 Analyse multi-échelle du processus X

Nous avons construit dans le paragraphe précédent une base orthonormale
(Tx)ae A(a) de 'espace auto-reproduisant H 4 du processus X . Nous savons
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d’apres la Proposition 2.1 qu’il existe une suite indépendante de variables
aléatoires gaussiennes centrées réduites ({x)rea(a) telle que

Y. &) P ps. (60)

AEA(a)

Cette décomposition permet 1’étude de la régularité de X en partant
1. des propriétés « ondelettes » données par le Théoréme 2.4 et précisées
par les Propositions (3.1), (3.2)

2. des inégalités connues sur les suites indépendantes (Yy,)nen de
variables aléatoires gaussiennes centrées réduites que nous rappelons
ci-dessous

Ve >0 3N;(w) € N Vn > Ny(w Z Y2 < (1+¢e) Pops. (61)

0<p<n

Ve >0 ANy (w) €N Vn > No(w)  |Yu] <V(2+¢)log(n) P p.s.
(62)
Le module local de continuité en tout z # 0 (loi du logarithme itéré)
et le module uniforme de continuité sur tout intervalle fermé ne contenant
pas 0 ont été déterminés par analyse multi-échelle dans la référence [1].
Démontrons maintenant le Théoréme 2.1 qui donne le comportement de
X au voisinage de 0.

4.2 Preuve dans le cas oul vy # 1

Compte tenu de (52), qui précise le comportement de 1’ondelette Wy
(quand o, et a— < 1) il nous suffit de montrer que

a(z 2log 2
lim sup Doago ONE) 8% Pps. (63)
P e Lot el - axl

Pour s = 1,2,3,4 ou x* et tout entier ¢ > 1, nous posons

Vit@)= Y & Ua(z)

Aevi*
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ol V;’i désigne I’ensemble des points dyadiques A\ € A(a) tels que
[Al <279 X > 0 et

Lq .
0<jhn<qg———— si i=1
P ar 1]
Lq . LLg . .
-4 < -2 s =2
I fap g SHh<a—— s
L LL ..
g+ >ih>q+ =2 s i=3
]ai - 1[ 4
L
IZat T s =4
ot — 1]
LL
q——‘SJ,\SQ‘l'Tq S1 1=
Nous obtenons (63) comme conséquence des limites suivantes
Vit(g
lim sup Vo~ ()] =0, Pps,i=1,---,4 (64)
4700 2-a-1<te<o-a /|z[t - LL|z|-1

et

VioE(: 2log 2
lim sup Ve~ @)l = ——i—, IPps. (65)
4700 9—a-1<hyp<o-a \/|z|lme+ LL|z|1 cxll — ayl

Pour les deux premiéres sommes, aprés avoir remarqué

V;’i U qu’i C A%, pour g assez grand,

nous pouvons déduire de (61) que, si ¢ > Q(w)

Y & <2Pps.,i=1,2

AeviE

On obtient alors (64) pour i = 1,2 en utilisant la Proposition 3.1 et
I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Pour la troisitme somme, nous avons
3,+ _ . -3 :
Vot c{A=(k+1/2)2770 < k < j}
et donc, en utilisant le résultat (62)

AN(W), YA € Vi=,jx 2 N(w), 16l < (1 +¢)y/2log2)\/Ljn, P p.s.

La Proposition 3.1 permet alors d’en déduire le résultat (62) pour 4 = 3.

Vol. 33, n°® 3-1997.



316 D. ROUX

Les mémes arguments peuvent &tre utilisés pour obtenir

16x] < (14 €)y/210g 2)\/jr, IP p.s.

quand X € Vj*i, j assez grand, puis (64) pour ¢ = 4.

Il nous reste & montrer (65), pour i = *. Nous commengons par la
majoration de la limite.

MAJORATION. — L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet de déduire de (22)
que, pour g assez grand

| Xsev; = 6 Ual@)]®
sup |q;1;‘1“0‘:t < Yare( Z &),

2-a-1<t2<274 -
=TS Aev;E

avec Yoo = € + ¢l — ag|h

Comme le cardinal de V;‘*i est majoré par y/Lg, on obtient en utilisant
les estimations connues de la répartition d’une v.a.r. de loi x2

IP( Z £§ > 02) <w Lqy—v*/2

ey E
pour v > 2.
Il vient alors
2
P sup Zne; = & Do) >’
2-a-1<da<271 lg;ll—ﬂiLLi;z;kl -
< (,y;1€U2Lq)\/L_q/2 o~ (o bu’La))/2

ce qui s’écrit encore

< qORE/2 +e

IS epest éa U, (z)]?
Pg = ]P( sup A€V, > u2>

s-e-1<ig<a—e |2t LLz[™!

avec ¢, tendant vers 0 quand g — o0.

La condition u? > 27, . log2 implique ) 4 Pg < 00, d’ou, en utilisant
le Lemme de Borel-Cantelli,

wx & Uy (2)]?
3Q(w),Vqg > Q(w) sup lZAev" & Yalo)] <u? P p.s.

-1 <ta<a-e  |o['T:LLjz|7t T

Annales de 'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



PROCESSUS GAUSS-MARKOV ET POINT SINGULIER 317

Ce qui s’exprime encore par

Vit (z 2log 2

lim sup Vi~ (@) < & , P p.s.

4=00 9-g-1<tp<o-a \/|p[mo% LL[z[~1 7 cx|l — ag]
Passons a la preuve de la minoration.
MINORATION. —
Considérons une suite croissante d’entiers (g) telle que

41— (1/4)LL
Qr+1 — (1/4)LLgr 1 o 17 (66)

qx + (1/4)LLqgy,

Sous cette condition, la suite de v.a.r. gaussiennes centrées Zj :=
KI’;’*(:I:T‘“) est indépendante. Les estimations (22) et (23) permettent
alors de prouver

Var(Zy) ~k—oo 2an (o —1) c;1|1 — x|

puis, en utilisant les inégalités classiques sur les répartitions gaussiennes

24k (ax—1) .
]P<Zk 2 uv M)Z em /2y > gy,

Posons p;, = 1P< Zi > \/Z> Nous obtenons

PRLICEIaE)

b > qk—t(l-i—s)/Z“/a,o log 2.

Remarquons qu’il est possible de choisir la suite (g) telle que
Vy > 1qr = op—ook”.

Nous obtenons alors pour ¢ < 27, 9log2 la divergence de )", py, et le
Lemme de Borel-Cantelli assure que 1’événement

{IVpr (27| > V200 0-02) L, }

est réalisé une infinité de fois, IP p.s. Ceci donne la minoration et termine
la preuve dans le cas ay # 1.

4.3 Preuve dans le cas o = 1

On peut se ramener au cas ay = 1,  — 0. Posons ici, pour ¢ = 1,2
ou x et g entier > 1,

Wi= " & Uy(a)

AEW!
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ol W} désigne I'ensemble des dyadiques A € A% N (0,279) tels que

ga>q+LLg si i=1
q<jrx<q+LLg si i=2
Jra<q sl ©=x

L’estimation (21) jointe aux encadrements donnés par la Proposition 3.1
permet d’obtenir

lim sup M
4= 2-q-1<4g<2-9 V qLL(

Les lemmes 3.1 et 3.2 montrent que nous pouvons nNOUs ramener au cas
A = Apg, ce qui conduit a

= > Ha¥s,(27)
=10

0, IP p.s.,i=1,2. (67)

pour z € [27971 279].
Et comme la suite réelle (¥,-,(277)); converge vers la constante
\/cjrl log 2, nous déduisons de la loi du logarithme itéré de Lévy-Kinchine

1
lim sup E
q—00 -1 c .
! 2ci " log2 qLq j=1:q

Ce qui implique, en utilisant (67),

lim sup 2,6 (@) =
2ot log(z~1)logloglog(z~1)

bWy ;(27) =1 TP p.s.

2c. P p.s.

c’est-a-dire le résultat annoncé.

5. ESTIMATION DES PARAMETRES o,
ET DE LA FONCTION «

Commengons par 1’estimation de o.

Pour une fonction f supposée réguliere et de support inclus dans
Iintervalle [u,v] C (0,1), nous posons

A(f.X)= [ Df(@)dX,
J(0,1)
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I'intégrale étant définie au sens de Wiener. Cette intégrale peut s’écrire a
I’aide de la forme de Dirichlet A du processus X sous la forme

Ao(f. X) = A(f, X)
o f est la solution du probleme de Dirichlet
Af=-Df ; f(u)=f(v)=0. (68)

I1 est facile de montrer que la décomposition (60) du processus gaussien
X conduit a la décomposition suivante de Ao(f, X) dans H4 I’espace
auto-reproduisant de X

Ao(f, X) = ZA £ 006,

ce qui donne encore

E(A(f, X)%) = |f]A

Pour A € A(a), A > 0, a I'aide de I’opérateur de dilatation ©, introduit
en (13), nous définissons f = ©,(f). Puis en procédant comme ci-dessus,
nous obtenons

Ao, X) = Y A(h, Y

HEA(a)

La variable aléatoire Yy := Ag(fx, X) est gaussienne centrée de variance
-
E(YVD) = A
Posons maintenant hy(z) = fof a~lf,, et utilisons les Lemmes 3.1, 3.2.
Il vient

1A - / a(Dha)? | < OX° / a(Dhy)* (69)

/I(L(Dib\)z = /A (—l%;(t) dt

et le changement de variable ¢t = k + 2775 donne

(DL 4y _ i [* (DI,
/ aty ‘2/u a(2i(s + F)

Or
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Et finalement, en utilisant (69) pour A = (1 + [j/2])/279, -+, 5277 et
I'hypothese (H) nous obtenons quand j — oo

> OB~V (eq)! /—Df@-— ds.

/2 <k<j 2790 (s + k)

Nous en déduisons, quand j; — oo,

]E(-l— > Yf)—»Ka (70)

vy . .
3/2 <k<j

avec v; = 200ren)jlmav ot K. = ;' [(Df)? (resp.K, =
1—27 ey 1 v .
S e JI(Df)? ) siag =1, (resp.ay. # 1).

Afin de montrer la convergence de la suite (Vl Yoi/2 <k<i Y?2); nous
étudions maintenant les variances. Remarquons d’abord que, puisque le
support de f,\ est inclus dans 'intervalle I,

A(f)ﬂ\pll) =0 quand I, C Iﬂ ou I, ﬁIM = 0.

Nous avons donc indépendance de (Y(x j))x, pour j fixé, et par suite la
formule Var(},Y2) = >, Var(Y}). Comme la v.a. Yy est de loi
gaussienne, il vient Var(Y,?) = 2IE(Y?)?, et en utilisant la formule (69)

i

> Var (¥7) < 6y 290%e) > kTR < Corf -

3/2 <k<j 3/2<k<g J

Var (

Nous pouvons maintenant, & 1'aide du Lemme de Borel-Cantelli, déduire
de (70) et (71) la limite

Ceci nous donne

S vi)=ou/i. ™)

]/2 <k<j

1
— Z Y? — K.,P ps.,

Vi . .
i/2 <k<j

puis, en considérant le logarithme de base deux de I’expression précédente,
obtenir (16).

L’estimation du paramétre o_ est identique, en partant d’une fonction
f de support inclus dans (—1,0).
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La méme méthode permet d’obtenir la formule (17). Nous montrons en
effet par des calculs similaires que I’espérance de a;, , converge vers la
constante frs 1/a dm alors que la variance est de 'ordre de 1/j, quand
j — oo.

La démonstration du Théoréme 2.2 est donc achevée.

REMARQUE. — D’autres résultats asymptotiques peuvent étre utilisés pour
déterminer oy, «_, par exemple la loi de probabilité zéro ou un. Posons

1
A(1.9)i= [ lal Df(a)Dala) da.
0
et considérons les événements

E,={w : lim 27/ Z Ay (Orf,X) < oo},

J—0o0
r<<s

pour f fonction réguliere de support inclus dans (0,1). Alors, I’événement
E, est de probabilité 0 ou 1 et il y a équivalence entre

]P(Ep) =1
et
oy < 1+ 2/)
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