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RESUME. — Dans cet article les méthodes gaussiennes et I’inégalité
de Van der Corput sont utilisées pour étudier les théorémes ergodiques
multidimensionnels et les suites aléatoires universellement représentatives.

ABSTRACT. — In this paper, Van der Corput’s inequality and gaussian
methods are used for studying multidimensional ergodic theorems and

universally representative random sequences.

I. INTRODUCTION
RESULTATS PRINCIPAUX

Considérons un espace d’épreuves (€2, B, P) que nous supposons complet,
sur lequel nous définissons une suite {Sk, & > 1} de vecteurs aléatoires

a valeurs dans 7Z¢, d > 1.
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270 C. GAMET ET D. SCHNEIDER

Soit (Y, A, 1, T) un systtme dynamique mesuré, c’est-a-dire la donnée
d’un espace probabilisé Y = (Y, A, u1) et la donnée d’une Z%-action T sur ).
Introduisons maintenant la notion de suites universellement représentatives.

DEFINITION. — Une suite de vecteurs aléatoires S = {Sy, k > 1} a
valeurs dans 1%, d’espace d’épreuves (2, B, P) est dite universellement
représentative pour LP, p > 1, s’il existe §), C () presque siir, tel que pour
tout w € ), nous avons :

pour tout systéme dynamique mesuré (Y, A, u, T), pour tout f € LP(p),

N
. ; 1 Sk (w) ; —
u{y : Nl—lgrloo N kz_:l (T y) existe p = 1.

Par exemple pour d = 1, la suite {px + 0k, k£ > 1} ol p; désigne le
k-ieme nombre premier et {6y, k > 1} une suite de variables aléatoires
indépendantes, identiquement distribuées et possédant un moment d’ordre
strictement positif, est universellement représentative pour LP, p > 1
(voir [11] a ce sujet).

Toujours dans le cas ou d = 1, M. Lacey, K. Petersen, D. Rudolph et
M. Wierdl (c¢f. théoreme 5, [9]) ont montré

ThEOREME. — Soit X = {X, k > 1} une suite de variables aléatoires

\

indépendantes, identiquement distribuées, a valeurs dans I, telle que
EX, # 0 et E(X;)? < co. Alors, la suite

k
S:{ZXj,kZI}
j=1

est universellement représentative pour LP, p > 1.

Dans le cas ot d > 2, ils ont obtenu le résultat suivant (cf. théoreme 7,
dans [9]) :

Si f € L?(u), alors

1 N
lim — o TS* existe, u-presque partout,
Y kz::lf p-presque p
o N = {[2t8%], t € N*}.

Les techniques utilisées par M. Lacey, K. Petersen, D. Rudolph et
M. Wierdl dans [9], telles que la loi du logarithme itéré de Hartmann-
Winter ne permettent pas d’obtenir la convergence ponctuelle pour I'index
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THEOREMES ERGODIQUES ALEATOIRES 271

total. C’est la raison pour laquelle ils ont précisé cette situation avec le
théoréme suivant (cf. théoréeme 8, [9]) :
. 1
lim .
N—oo N(log N loglog N)1

N
Z foTS =0, p-presque partout.
k=1

Il est donc naturel de s’interroger sur le probléme de la convergence
quadratique des moyennes ergodiques du type précédent. Plus précisément,
nous introduisons la notion de suite aléatoire universellement 2-repré-
sentative en moyenne.

DEFINITION. — Une suite de vecteurs aléatoires S = { Sk, k > 1} a valeurs
dans 7%, d’espace d’épreuves (2, B, P) est universellement 2-représentative
en moyenne, s’il existe ), C §) presque siir, tel que pour tout w € €, :

pour tout systeme dynamique mesuré (Y, A, u, T), pour tout f € L*(p),

N
Z f o T existe au sens L*(11).
k=1

i 1
NiToo N

Nous obtenons alors le résultat suivant :

THEOREME PRINCIPAL 1. — Soit X = { Xy, k > 1} une suite de vecteurs
aléatoires indépendants, identiquement distribués, a valeurs dans 7¢ et
d’espace d’épreuves (0, B, P). Supposons qu’il existe 6 > 0 tel que
EIX 1|6 < oo.

Alors la suite de vecteurs aléatoires S = {Ele X, k > 1} est
universellement 2-représentative en moyenne.

Ce résultat est encore valable si 7" est une contraction positive de L?(y).

Dans le cas ot la suite X = {X}, k& > 1} désigne une suite de variables
aléatoires de Rademacher indépendantes, nous savons que la suite des
sommes partielles n’est pas universellement représentative (cf. théoréme 4
dans [9]). Plus généralement cette situation se produit dés que E(X;)? < oo
et EX; = 0, et pourtant dans ce cas, la suite des sommes partielles est
2-représentative en moyenne. Ceci fournit donc des exemples de suites
vérifiant un théoréme ergodique en moyenne, mais pas ponctuellement.
Pour démontrer ce résultat, nous utiliserons essentiellement le principe
de Van der Corput et le lemme spectral que nous rappellerons, des
outils d’analyse harmonique, et des techniques provenant de I’analyse
des fonctions aléatoires gaussiennes. Ces derniéres permettent, notamment,
de donner une estimation uniforme de l’ordre de grandeur de certains
polyndmes trigonométriques aléatoires reliés aux questions étudiées.

Vol. 33, n® 2-1997.



272 C. GAMET ET D. SCHNEIDER

THEOREME 2. — Soit X = { Xy, k > 1} une suite de vecteurs aléatoires
indépendants, identiquement distribués, a valeurs dans R? et d’espace
d’épreuves (2, B, P). Supposons qu’il existe § > 0 tel que E| X, |® < oc.

Notons (a, ) = Zj=1 aj - B;, pour a € RY, et B € Re. Pour tout entier
I > 1, posons S]lc = Xk+1 + - +Xk+1, Vik>1.

Alors, pour tout | > 1, nous avons

E sup sup
a€0,1[¢ N>1

\/mog[N—+ZeXp [2im(a, SL)]

— Eexp [2i7(a, SL)]| < 0.

Rappelons I’inégalit¢ de Van der Corput (voir [8] pour un exemple
d’utilisation en théorie ergodique).

INEGALITE DE VAN DER CORPUT. — Si (Un)o<n<n €St une famille finie de
N éléments d’un espace de Hilbert H et si H est un entier compris entre
0 et N-1, alors nous avons :

N-1 N-1
1 N+H
ﬁ;uk —N2H+1 Z”“kHH
N+H &
+2 NEGENE X:IH—i—l—h A(N, h),

o A(N,h) = Re( N <u,k+,,,uk.>H).
Cette inégalité se demontre simplement en écrivant

1 N-1 1 H
N Z (mZWﬁ-h)

k=—H h=0

2

b

| V=l 2
P -
k=0 H H
avec la convention u;, = 0 si kK < 0 ou k > N, et en utilisant I’inégalité
de Cauchy-Schwarz. (voir a ce propos [7])

LEMME SPECTRAL. — Soit T une contraction d’un espace de Hilbert H, et
soit p(x) un polyndme défini sur le cercle unité D = {z|z € C,| z| = 1}.
Alors pour tout f appartenant a 'H, il existe une mesure borélienne positive
bornée sur D, notée iy, telle que nous ayons :

19D < /D | p() P py(d).

Ce résultat découle du théoréme de Bochner que U. Krengel étend aux
contractions d’espace de Hilbert (c¢f. [6], proposition 3.1, p. 94) et d’un
argument de dilation introduit par Sz.-Nagy et Foias.
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THEOREMES ERGODIQUES ALEATOIRES 273
II. DEMONSTRATION DU RESULTAT PRINCIPAL

Dans cette section nous allons démontrer le théoréme principal, d’une
part, en supposant le théoréeme 2 acquis, et d’autre part, en utilisant
I'inégalit¢ de Van der Corput. Enfin, nous donnerons une preuve du
théoreme 2.

Etape 1. — Le principe de Van der Corput.

Nous allons exploiter I’inégalit¢ de Van der Corput afin de donner une
condition suffisante pour qu’une suite d’éléments d’un espace de Hilbert
tende vers zéro au sens de Césaro pour la norme hilbertienne considérée.
Plus précisément, étant donnée (un)i<n<n est une famille finie de N
€éléments d’un espace de Hilbert H, une condition suffisante pour avoir

N

. 1
|y D || =0
k=1 H
consiste en :
N
(a) vl >0, J}Enw kz Uk41, Uk )y = Y1 EXiSte,
et
(b) Jim Z Y = 0.

Cette condition suffisante résulte facilement de 1’inégalité de Van der Corput.

Etape 2. — Application du principe de Van der Corput.

Fixons (Y, A,u,T) un systtme dynamique mesuré. En utilisant les
notations du théoréme 2, nous noterons S,lc’(j) la j-iéme composante du
vecteur aléatoire S, € Z? définie sur I’espace d’épreuves (€2, B, P).

Notons ¢(a) = E exp 2im(a, X;) la transformée de Fourier de la loi du
vecteur aléatoire X;. Ce vecteur aléatoire peut prendre un grand nombre de
valeurs essentielles dans Z<. Considérons en un nombre fini. Nous pouvons
supposer, sans restreindre la généralité, que chaque i-iéme composante de
ces vecteurs sont premieres entre-elles (voir [5] a ce sujet). Cette remarque
est valable pour chacune des autres composantes. Sinon, les conditions
d’existence de la limite de la moyenne ergodique aléatoire étudiée seraient
encore assurées, seule I’expression de cette limite serait modifiée.

Vol. 33, n® 2-1997.



274 C. GAMET ET D. SCHNEIDER

Dans ces conditions, nous pouvons supposer que (o) = 1 si et
seulement si & = (0, ---,0) mod Z?. Considérons un élément f de L?(y)
dans I’orthogonal de I’espace des fonctions invariantes sous 1’action de
P'opérateur T. Par conséquent si nous notons s ¢ la mesure spectrale de
I"opérateur T au point f sur [0,1[%, alors uz({0}) = 0.

En vertu du lemme spectral, nous avons :

2

3)

1 N
LS forXitin
N k=1

Notre but est alors de montrer que le membre de droite dans (3) converge
vers zé€ro lorsque NV tend vers I'infini sur un ensemble P-mesurable presque
str universel. Ceci suffit pour démontrer le résultat principal : en effet, nous
décomposerons chaque élément de L?(p1) selon I’espace vectoriel fermé des
fonctions fixes sous I’action de 7T, et selon son orthogonal. Par conséquent,
nous obtenons dans ce cas, une expression possible de la limite comme
E(f/F)ou F={Aec A: T'A= A}

A présent, nous allons appliquer le principe de Van der Corput a
I’expression :

(1) /H

L’espace de Hilbert considéré sera H = L?([0,1[, u15) et la suite retenue

2,1
2

N

1 .

NE exp [2im(a, X1 4 - + Xi)]| pys(da).
=1

2

1

— Zexp [2im (0, Xy + - - + Xp)]| pyp(da).
1

{ur = exp 2im{a, X1 + --- + Xi), k> 1}.

Nous commencons par vérifier la condition (a) du principe de Van
der Corput. Celui-ci consiste en ’étude du comportement a I’infini de
Pexpression suivante :

(5) Vi>1, N Z/ exp [2im(a, Xpy1 + -+ + Xpyr)]ps(da).
[0,1[¢

Nous introduisons alors les notations du théoréme 2. Dans ces conditions,
puisque les vecteurs aléatoires X, sont identiquement distribués et
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THEOREMES ERGODIQUES ALEATOIRES 275

indépendants, nous obtenons une écriture équivalente de (5) :
( Vi > 1,

N
(6) < /[0 . N kz exp [2im(a, SL)]

~ Eexp 2in(o. S Jug(de) + [ oMa)us(da).

\ [

En vertu du théoréme 2, il résulte que la limite de ’expression (6) existe,
pour N tendant vers ’infini. Précisément, nous avons : pour tout entier
[ fixé, il existe un ensemble €2;, B-mesurable, presque siir tel que, pour
tout w appartenant a €2,

( Vi>1,

) lim —Z /p [2im{at, SL(w)))jas (der)

=y = / o' (@)ps(dar).
\ [0,1[¢

Par conséquent, il existe un ensemble €2, B-mesurable presque sir, tel que
pour tout w appartenant a §2,, pour tout entier [,

(w) = /[ Pl

Vérifions maintenant la condition (b) du principe de Van der Corput. Fixons
w dans €2, et étudions le comportement lorsque L tend vers 'infini de

1L—1
Eg’n(w):/ . LZ@(G puf(dar).

Puisque
() = 1 si et seulement si a = 0, alors

Vo €]0, 1[4, I—Z‘P< )|—L]1 ()I’

Ainsi, a I’aide du théoréme de convergence dominée de Lebesgue, puis en
utilisant le fait que la mesure spectrale py n’a pas de masse ponctuelle
en zéro, nous avons :

L
. 1
Yw € Q,, Ll:n;o 7 ; yi(w) = 0.

Vol. 33, n°® 2-1997.



276 C. GAMET ET D. SCHNEIDER

Par conséquent sur I’ensemble €2, universel (indépendant du systéme
dynamique considéré), nous obtenons :

pour toute fonction f invariante sous I’action de T,

N—oo

N
1 . .
; X +X —
lim i E foT =0.
k=1 2,1
Nous remarquons que si I’équation () = 1 avait eu d’autres racines

rationnelles, il aurait fallu choisir f de telle sorte que sa mesure spectrale
iy ne charge pas ces rationnels.

Ceci démontre le résultat principal. W

III. PREUVE DU THEOREME 2

(Voir aussi théoreme 1.1.3 dans [5].)

Empruntons une voie utilisant I’analyse des fonctions aléatoires
gaussiennes. Le type de cheminement que nous allons présenter, est apparu
pour la premiére fois dans [11] pour répondre a d’autres questions telle
que la stabilité des théoremes ergodiques de J. Bourgain. Ici, nous nous
proposons de montrer entre autres, que les méthodes gaussiennes permettent
aussi d’aborder des problémes ergodiques aléatoires multidimensionnels.

Considérons {X;, k > 1} une suite de copies indépendantes de la suite
{Xk, k > 1}. Le théoréme 2 résultera, en vertu de I’inégalité de Jensen,
de I’estimation

( Vi > 1,
1

VNlog [N + 1] &

— exp [2im(a, S})]

N

(7) <IEXIEX/ sup sup

exp [2im({a, S}c)]
a€l0,1[¢ N2>1 1

< 0.

\

Nous définissons maintenant une famille de partitions de 1’ensemble
N*. Fixons l’entier [ > 1. Nous notons pour tout m = 1,2,---,1,
I, = {m + rl, » € N}. Nous obtenons donc, avec ces notations, la
propriété suivante :

i1, |JI, =N

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



THEOREMES ERGODIQUES ALEATOIRES 277

Pour tout entier N > 1, posons I' (N) = I, N[1, N]. A I'aide de cette
construction, le point (7) résultera de
, Vi1,

!
Z ExEy sup sup
«€l0,1[¢ N2>1

1 , .
—_—_— exp [2im(a, S,)]
VNlog[N +1 keIZL,:(N)

— exp [2im (e, S}1))

m=1

< 00.

\

Choisissons [ et m tels que m < [, et montrons que nous avons :

ExEy' sup sup
acf0,1¢ N>1

1
—_— exp [2im(a, SL)]
VN log[N + 1] kGIZm%N)

— exp [2in(a, S]] < o0.

Considérons la famille de fonctions aléatoires suivantes :
{exp [2im(a, SL)] — exp [2in(a, S,)], k € IL }.

C’est une famille symétrique de fonctions aléatoires. Par conséquent, en
considérant une suite de variables aléatoires indépendantes de Rademacher
{ex, k& > 1} telle que pour tout k > 1, & soit indépendante de
S,lc’(l), . -,S,lc’(d) et de S,;l’ (1), .- -,S,Icl’ (d), les lois de

{exp [2im(a, SL)] — exp [2im{, S,)], k€ IL}
et de
{ex - {exp 2im{a, 5})] = exp [2in (0, SO}, k€ 1.}
sont les mémes. Ainsi (7) résultera de

(8) E.ExEys sup sup
a€f0,1]¢ N>1

Z ex - [exp 2im{a, SL) — exp 2im (e, S)]

keIl (N)
VN log[N +1]

m

< o0.

Soient {gy, k > 1} et {g;, k > 1} deux suites isonormales indépendantes
centrées et telles que pour tout £ > 1, gi et g, soient indépendantes de
S]lc'(l), e Sllc’(d) et de Sklv (1)’ e Skl, (d)'

Vol. 33, n® 2-1997.



278 C. GAMET ET D. SCHNEIDER

En appliquant le principe de contraction a (8), il suffit donc d’établir

9) ExE,, sup sup
agl0,1)4 N>1

Z gr cos 2m(a, SL) + gy sin 27 (e, SL)

keIl (N) < o0
Nlog[N +1] '

m

Pour tout @ € [0,1]%, pour tout N > 1, la suite { S}, k € I', } étant
fixée, nous désignons par

Z gi cos 2m(ar, SL) + g, sin 27 (e, S)

keI, (N)
X}\r(()é) =

Nlog[N +1] ’

la fonction aléatoire gaussienne intervenant dans (9).

En vertu d’un résultat de X. Fernique (voir [3], ou proposition. 1.6 dans
[11]) il existe une constante universelle K; telle que

Eq

g.g' SUP  sup [Xn(a)]

N2>1 «agf0,1)¢

< Ki-|supE,  sup [Xn(a)|+Exsup|ivonl|,
N>1 a€lo,1)4 N>1

oll (Ag)k>1 est une suite isonormale et o I’on peut choisir

on < sup || Xn(@) [0
a€[0,1]‘l

Montrons que
ExEx sup IANUNi < o0.
N>1
En effet, un calcul facile donne :

1
on < sup || Xnv(@) [lpq 0 <

a€l0,1]¢ Vieg [N + 1] -

Et par suite :

E. sup |[Avon| < .
N>1
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Ainsi, pour montrer (9), il suffit d’établir que

(10) ExsupE, / sup [Xn(a)| < oc.
N>1 77 aefo,1)d

En vertu de I'inégalité de Lévy, (10) proviendra de
(11) ExsupE,, sup
N>1 a€f0,1]4

Z g cos 2m{a, Sk + gy sin 27 (o, SL)

keIl (N)
VNlog [N +1]

La suite {S}, k € I',} étant fixée, considérons la fonction aléatoire
gaussienne stationnaire, continue en moyenne quadratique, 4 valeurs réelles :

Z g c0s 2m(, St + g sin 27 (a, SL)

keIl (N
G(a) = €L, (N)

Nlog [N + 1]
Notons a présent,
V(s,t) €0, 1]d x [0, l]d, dzc(s,t) = E|G(s) - G(t)[z.

En vertu de I’hypothése de stationnarité de G, nous en déduisons que :

d
d(;(s,t) S \/(—i ng)z(sj,tj),
7j=1

ol d)(s;,t;) = dg((0,---,0,5;,0,---,0),(0,---,0,,0,-- -, 0)).
En fait, pour tout entier 1 < j < d, d(Gj)(s]-,tj) désigne la distance
hilbertienne déterminant la fonction aléatoire

Z gk, ; COS 27rajS,lc’(j) + g;c,j sin 27rajS,lc’(j)

keIl (N)
V/Nlog[N +1] ’

ou pour tout j = 1,---d, gi; et g;m- sont des copies mutuellement
indépendantes de gj.

G (a;) =

Vol. 33, n® 2-1997.



280 C. GAMET ET D. SCHNEIDER

Enfin, notons

Cette distance détermine entierement la fonction aléatoire gaussienne
suivante :

d
Gla) = \/E-ZG(j)(aj) .
j=1
Par conséquent, nous obtenons :
d
(12) E,, sup G(a)<VdY E, sup GY(qa;).
99 a€l0,1]4 ]; 79 a;€[0,1] !

L’estimation (12) permet donc de controler G(a), a € [0, 1]¢ a partir de ses
marges GV (), a; € [0,1]. Nous définissons la mesure spectrale associée
a chacune de ces marges :

Vi<j<d, mY = Z (5
Nlog[N +1 kel, )
ou ¢,; désigne la mesure de Dirac au point u; € Rt.

Ainsi, la majoration (11) sera réalisé des lors que les deux familles
de conditions suivantes seront vérifiées (cf. [1], ou voir proposition. 1.7
dans [11]) :

Vi<j<d,

o
[ME

(13.a) 1 L
E sup [4] Z min [(Sk’(J))Z, 1] p < o0,
N>1 NlOg [N + ].] keIl (N)

( V1 <j<d,
, )
|E 5

et [Nlog[N—l—l]]

L X/O Z 1{]5:_‘(j)l>c:Xpr'-’} dr < oo.

kel (N)

m

(13.b)

[(ME

La condition (13.a) est trivialement satisfaite.
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En remarquant que

Vk e I,

1 : L <1 U .
{15,V [>expy?} = “{sup i<p 151D |>expy?}?
iell,

nous pouvons majorer le membre de gauche de (13.b) par I’expression :

E sup

1 : L,(3)
~ v | MV, (S ’
N>1 [Nlog [N + 1]] (N, (S ker,)

ou M = M(N,(S,(cj))kefil) est tel que

14 M < [log* ( sup SE@)) . V/N.
k

keIl (N)

Par conséquent, le membre de gauche de (13.5) est majoré par

E sup
N>1

log* (SUPkert () Isi’(j)l)
log [N + 1] ’

qui est égal a

log* (1SK))

E .
cen log [N + 1]

Nell,

La suite {5, N € I!.} étant indépendante et identiquement distribuée,
possédant de plus un moment d’ordre § > 0, il en résulte que 1’expression
ci-dessus est finie. Par conséquent la condition (13.b) est vérifiée. Ceci
démontre donc le théoreme 2. W
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