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RESUME. — Soit (B;),», un mouvement brownien linéaire et X; =

f(f B, ds. Dans ce travail nous explicitons la distribution de plusieurs
fonctionnelles du processus bidimensionnel (X, Bi),-, intimement liées
au premier instant de passage de celui-ci.

Mots clés : Temps de passage successifs, transformée de Laplace-Kontorovich-Lebedev,
transformée de Mellin, fonctions de Bessel, Whittaker, Legendre, nombres de Bernoulli.

ABSTRACT. — Let (Bi),., be the linear Brownian Motion and set

X = fot B ds. In this paper we give an explicit form for the probability
laws of several functionals of the two-dimensional process (X¢, B:),s,
which are intimately related to its first hitting time. -
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2 A. LACHAL

INTRODUCTION

Soit (Bi),», le mouvement brownien linéaire démarrant de 1’origine
X = fot B, ds sa primitive, et U, = (X;, B;), t > 0. Le processus
bidimensionnel (U,);>o présente de nombreuses propriétés remarquables
et une littérature conséquente lui est consacrée (voir par exemple [1], [3],
(4], [6], [8] a [14], [16], [17]). En particulier ce processus est markovien
et temporellement homogene. Notons {P(, ,, (z, y) € R?} la famille des
probabilités conditionnelles associées. Les densités de transition sont alors
définies par [16] :

pe (2, y; u, v) = Po, ) {Us € dudv}/dudv
V3 6 )

= 73 OXP ——=(u—z—ty)

Considérons les fonctionnelles du processus (U),,, suivantes (introduites
par H. P. McKean en 1963, [16]) : -

.79 =0, Tyy1 = min{t > 7, : X; = 0}, 8, = |B,,|, relativement a
la probabilité P 1), b > 0 étant fixé (sous Py ) le mouvement brownien
(Bt),>o démarre donc du point b et alors les variables aléatoires X; et
B; sont a penser comme étant respectivement fot Bsds + bt et By + b,
(Bt)1>0 désignant un mouvement brownien démarrant de zéro), puis plus
généralement sous P, ) oll (z, y) est un point différent de I’origine (i.e.
le processus (U;)¢>o démarre de (z, y) # (0, 0));

2.1 =1, 7':+1 =min{t > 7} : X = 0}, B = B relativement
la probabilité¢ P g o)

[

3.7 =1 7,4 =max{t € [0, 7, [: X; = 0}, 3, = B, relativement
la probabilité P o).

o

En adoptant la convention usuelle min & = +o0 et max & = 0, nous
avons pour tout n > 1 ([16]) :

Tn < +00  P(g,)-presque siirement,

TS <400 et 7, >0 P, o) -presquesirement.
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TEMPS DE PASSAGE SUCCESSIFS DE L' INTEGRALE DU MOUVEMENT BROWNIEN 3

Dans [16] H. P. McKean montre que les suites (7, Bn)n>1, (7,7, |61 Jn>1
et (7,7, |5, |)n>1 sont des suites de Markov homogenes de probabilités de
transition respectives :

p(5, 9 t, 2) = Po,o) {Tnt1 € dt, Pryr € dalrn = s, B = y}/dt dz
= Gus (1 2D oo (D0, 4oef (2) POUT 8> 0, 3 > 0
pt (s, 43 t, 2) = Po,oy {ih1 € dt, |61 1] € dzlrf = s, |61 ] = y}/dtdz
= Gi—s (¥, 2) Wjs, 4oo[(t) Njo, 400[(2) poOuUr s >1, y > 0;
P~ (5,9 t, 2) = Po,0) {71 € dt, |Ba| € d2lry = s, B, | = y}/dtdz

2 t2 €—2z2/t
B %;T-W gs—t (2, y) Lo, o((t) Lo, +oo((2)

pour 0 <s <1, y>0,

avec !

(1) qt (y, Z) = P(O,y) {Tl (S dt, |B7-1| € dZ}/dtdZ

4|yl z/t
- 3z —2(22—(y!z+y2)/t/ lul=/ e—36/2 d
0

= ——e R
V212 Vb

= _\/_§_z o2 =yl z+y*)/t Brp 6lyl = , t>0, 2>0.
7 12 t

Dans ce travail nous complétons substantiellement 1’étude des suites
(Tns Bn)az1, (T3, B )n>1 et (7,7, By )n>1 selon les points suivants :

a) pour la suite (7,,, 8, )n>1 (relativement a la probabilité P 5, b > 0) :
la loi absolue, c’est-a-dire la loi du premier couple (71, 1), et les
probabilités de transition {p(s, y;t,2), 0 < s < ¢,y > 0, z > 0}
permettent classiquement, de par le caractere markovien de la suite en
question, d’obtenir la distribution du couple (7,,, 3,) sous la forme, d’un
emploi peu commode :

P(o,) {Tn € dt, Bn € dz}/dtdz
+oo +o0
= / / ds, (ba yl)p(sh Y15 S2, y2)
0 0

X oo X D(Spn—1y Yn—1; t, 2)ds1 dy...dsp_1 dyn_1.

Vol. 33, n® 1-1997.



4 A. LACHAL

Dans cet article nous donnons une expression trés simplifiée des densités
Po,oy{mn € dt, B € dz} et P {7, € dt}, ainsi qu'une formule
explicite pour P o ) {3n € dz}. Notre technique consiste a calculer, a partir
d’une relation de récurrence liant les couples (7,—1, Bn-1) €t (7w, Bn),
fondée sur le caractere markovien du processus (Uy):>0, la transformée de
Laplace-Kontorovich-Lebedev du couple (7., 3,), laquelle conduit a un
résultat remarquablement simple.

Nous entreprenons ensuite le calcul de ces diverses densités sous la
probabilit¢ P(, ,) dans le cas général ou (z,y) € (R\{0}) x R. Les
formules alors obtenues, bien que moins simples comparativement aux
précédentes, nous paraissent encore trés satisfaisantes.

b) pour la suite (7,7, B;}),>1 (relativement a la probabilité P o)) :
H. P. McKean en a déterminé les probabilités de transition, mais pas la loi
absolue (loi du couple (71", 8;)). Nous I’explicitions ici en faisant appel
a la distribution conjointe du couple (T,, Br,) sous la probabilité¢ P, )
dans le cas général x # a ou T, = inf {¢t > 0 : X; = a}, donnée par la
formule suivante ([8], [9], [13]) :

(2) P(Z,y) {Ta € dt, BTa S dz}

t +o0o
= |z| [pt (z, y; @, Z)—/O /0 gs (2, €)
X pis (T, y; @y €20 () dsd(]La, , (2)dtdz

avec €,_, = signe de (z — a), A,—, =0, +oo[siz < a, Az_q =] =00, 0]
six > a.

En adoptant une technique analogue a celle décrite en (a) nous fournissons
également une expression condensée des densités P(o o) {7, € dt, B} €
dz}, Peo,0) {5 € dt} et P oy {8, € dz}, ainsi qu’une écriture explicite
de P(O,O) {,8;— (S dZ}

c) pour la suite (7,7, 8, )n>1 (relativement a la probabilité P, o)) : par
une inversion du temps nous rattachons I’étude de la suite (7, , 3, )n>1 2
celle de (7,7, 3 )n>1. Nous en déduisons de fait une écriture simple des
distributions P(o oy {7,; € dt, B, € dz} et P(o 0y {7, € dt}.

Toutes nos formules s’expriment en termes de diverses fonctions
spéciales. Aussi avons-nous répertorié en annexe les notations usuelles,
ainsi que les formules classiques dont nous ferons usage tout au long de
ce travail.

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



TEMPS DE PASSAGE SUCCESSIFS DE L’ INTEGRALE DU MOUVEMENT BROWNIEN 5

I. LA SUITE MARKOVIENNE (7, Bn)n>1

A. Etude sous la probabilité P, ), b > 0

THEOREME 1. — La densité du couple (7,, B,), n > 1, s’explicite pour
t >0, 2z > 0 selon :

(3) Po,b) {7n € dt, Bn € dz}/dt dz

R ST SN IN /+°° - (4bz\ yshmy
I . Kl (2ch§)nd7‘

Pour démontrer le théoréme 1 nous ferons appel a deux lemmes.

Le lemme suivant est une conséquence facile du caractére fortement
markovien et de la propriété d’invariance d’échelle du processus (U;):>o.

LemME 1.1. — L’identité en loi suivante est satisfaite pour n > 2 :

(4) (Tnv /Bn) (lél) (Tn—l + /6721_1 t17 ﬁn—l bl)

dans laquelle le vecteur aléatoire (t, b1) a pour distribution la probabilité
(11, 1) (P(o,1)) et est indépendant du couple (T,_1, Bn_1).

LemME 1.2. — La transformée de Laplace-Kontorovich-Lebedev du couple
(Tn, Bn), n > 1, est donnée par :

A>0, v>0.

—AT Kiv(VS/\/Bn) Ki'v(\‘8)‘b)
(5) Eq, e = R
’ B (2¢h )™ b
Preuve. — Nous utilisons le résultat de H. P. McKean ([16], formule 3.3 b)
suivant : la transformée de Laplace-Kontorovich-Lebedev du couple
(71, B1) est déterminée par la formule :

(6) |E(() b) [e_)"rl Ki'y (\/8_)‘—'81)] — Ki'y (\/ﬁb)

B (2¢h )b~

Vol. 33, n°® 1-1997.



6 A. LACHAL

Les relations (4) et (6) permettent alors de démontrer la formule (5) comme
suit. Nous avons successivement :

E |: — ATy i'y V /Bn :|
(0,b)

/+OO /+OO /+oo /+oc _/\(t+z 2 K;»y( / y7

X Po,1){m € ds, By € dy} Po,5) {Tn-1 € dt, Bn-1 € dz}
+oc +oo 1 . I{1 /8 2
= / / ; C_At E(Oyl) [6_(>\ ) ’Y( A2 ﬁl)]
0 0

B
X P(O b) {Tn—l c dt /Bn-l S dz}

/+°° /+°O e K (\/_/\Z)

2Ch 7r'y) P(O, b) {Tn—l € dta ﬁn_l € dZ}

la derniere égalité provenant de la formule (6). Nous obtenons ainsi la
relation de récurrence

Eo.0) l:e—)\ru Km(\/ﬁﬂn)] 1 [ _/\T”Alw

= —E
ﬂn 2Chw—3L ©,6) ¢ ﬂn—l

de laquelle nous déduisons (suite géométrique de raison 1/ (2 ch 331) et de
premier terme (6)) immédiatement (5). U

Preuve du théoréme 1. — 1l reste a inverser la transformée de Laplace-
Kontorovich-Lebedev (5). Pour cela nous procédons en deux étapes.
Nous inversons d’abord la transformée de Kontorovich-Lebedev selon les
formules de réciprocité (A.2.2), ce qui conduit a I'égalité intermédiaire :

(M Epple ™, By € dz]/dz
2 [T

== Koo (VBXD) K, (VA 2) yshmy
0

b @ch =) 7

Enfin I'identité (A.3.i) permet d’inverser la transformée de Laplace (7)
et d’obtenir (3). O

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



TEMPS DE PASSAGE SUCCESSIFS DE L’ INTEGRALE DU MOUVEMENT BROWNIEN 7

COROLLAIRE 1. — La densité, la fonction de répartition et la transformée
de Laplace de la variable aléatoire T,,, n > 1, sont respectivement données
par :

e—bz/t
®) P Tp € dt}/dt = —————
(0,0) { }/ (2 71_)3/2 b \/z
teo b2\ shZ
X ; Ki’y/Q (7) m dy

te—b*/t oo b?\ yshZt
O Py {m <t} =—ps ; Wi ins2 (2 7) Qa7
1 oo ~ysh &Y
10)  Eqple™™ :—/ Ky (VBXD) ———2— dn.
W Fool =55 ), KV Gy &

Preuve. — Pour avoir (8) il suffit d’intégrer (3) par rapport a z sur ]0, +00[
en faisant appel a I’égalité (A.3.ii.a). Alors (9) se déduit de (8) en intégrant
par rapport a ¢ et en utilisant (A.3.ii.b). Quant a (10) on ’obtient a partir
de (8) comme suit :

1 +o0 ’YSh Ty
—ATn] — 2
Eonle ) (27)3/2b /0 (2ch 31)" &y

+oo 2
2 b ) dt
—-At—b%/t
X e K; —_] —
/(; ke (t Vi

et la valeur de la seconde intégrale est explicitée en A.3.ii.c. [

THEOREME 2. — Pour n > 1 et z > 0 on a explicitement :

(3/2m) b2
(n=1)! " 23 4 (—1)"*!p3

[(n—1)/2] T 2p 2 n—1-2p

p=0

(1 1) P(OY b) {/Bn € dZ}/dZ =

avec N (p,n) = (-1 CF IDQ;,), les coefficients Dg;) désignant les
nombres de Bernoulli [2, p. 40, n° 38] et [(n — 1)/2] la partie entiere

Vol. 33, n° 1-1997.



8 A. LACHAL

de (n —1)/2. Les nombres N (p,n), n > 1, 0 < p < [(n —1)/2] sont
des entiers positifs.

La formule (3) ne permet pas a priori d’accéder a la loi (11) de f3,,
I'intégration de (3) par rapport a ¢ sur |0, +oo| semble conduire a une

intégrale double semi-convergente. Aussi adopterons-nous une technique
probabiliste directement liée a la variable aléatoire 3,.

Nous avons le lemme suivant :

LEMME 2. — La transformée de Mellin de la variable aléatoire (3,
s’explicite selon :

a2 Eon 8 = o el <
(0,6) IPn (2608%)"’ 2’

Preuve. — La décomposition (4) de (,, en produit de variables aléatoires
indépendantes identiquement distribuées permet d’écrire la loi 3, (Po,s))
comme un produit de convolution multiplicative (cf. A.2.i) itéré n fois :

B (Po,sy) =b - 1 (Po,1))"™.

La transformation de Mellin transposant le produit de convolution
multiplicative en produit algébrique, (cf. A.3) nous en déduisons :

Eq,p 857" = """ [E(o,1y (87"

Enfin 'espérance E g 1) (3] ") se calcule élémentairement a partir de la
formule de H. P. McKean ([16], 3.7) :

3 232
P(O,l) {51 S dS}/dZ = ‘2—

T2+ 1
selon E¢o, 1y [B;7'] = 5= [y izz—i/;—dz = 1/(2cos Z2), pour |s| < 3 ce
qui démontre le lemme 2.

Preuve du théoréme 2. — La distribution de 3,, s’obtient par inversion de la
transformée de Mellin (12) ce qui fournit d’aprés (A.2.1) la représentation
intégrale :

P {Bn €dz}/dz = ! /CHOO bla ds
(0,) 17n i 27w, (2cos Z2)n

—100 3

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



TEMPS DE PASSAGE SUCCESSIFS DE L’INTEGRALE DU MOUVEMENT BROWNIEN 9

¢ désignant un réel quelconque compris entre —% et 3. Nous
avons reporté dans I'annexe A.4 le calcul de lintégrale I(y) =
fccfiz;o y~*(2cos 52)""ds, y > 0, laquelle fournit la densité P, s) {8, €

dz}/dz = (2imb)~1 I(z/b). O

Exemples numériques. — A titre indicatif nous donnons les valeurs
explicites des entiers N (p, n) pour p =0, 1, 2, 3, 4 :

N (0,n) =1, n>1
N(1,n)=C3 n>3

nl

1
N(27n):§(5n+2)02, n>5
1
N(3,n)=§(35n2+42n+16)c;, n>7
1
N (4, n)) = g (175703 4+ 420n% + 404n +144)C2, n>9.

On peut démontrer que les deux derniers termes de la suite
(N (P, n)o<p<(in-1)/2 S explicitent selon :

[(n—1)/2] A2
N(n-1/2,m= [ @q-e?=c2?[r(3)]
2
q=1
[(ni_ll)/Zl [(n—1)/2] 1
N(n-1)/2]-1,n)= (2q—¢€)* x P
gq=1 q=1 (2(] - 8)
— o on-? [F (n)]25
- 2
avec les conventions d’écriture :
1 (n—2)/2 1
sinestpair: e=0, c¢=1, S= 1 Z 7
q=1
(n—2)/2 (n—1)
. . . 2 3 1 1
sin est impair : e =1, c=—, S:Z Z ?_{_ Z x
q=1 g=(n+1)/2

Vol. 33, n® 1-1997.



10 A. LACHAL
B. Etude sous la probabilité P, ., (z, y) # (0, 0)

Nous débutons ce paragraphe par quelques résultats intermédiaires
concernant la loi du couple (T,, Br,) sous la probabilité P, ., (z, y)
étant un point quelconque de (R\{a}) x R. Nous aurons besoin d’une
expression « symétrisée » de cette loi ainsi que de sa transformée de
Laplace-Kontorovich-Lebedev que nous divulguons ci-dessous. Posons a
cet effet :

Tt (:177 Y; u, 'U) =Dt (1"7 Y; u, U) + Pt ((E, Y; 2a - U, —1)),

+o00
\I")\ (:177 Yy u, U):/ e—Atﬂ-t (115., Y u, U)dt
0

LEMME 3. - 1. Onapourt >0, x #a, et z € Ap_, :
(13) P,y {Ta € dt, By, € dz}/dtdz = |2] [m (z, y; a, z)

it ptoo
'/ / s (2, Q) mi—s (w, y; @, () ds dg}.
0 0

2. Pour x # a et z € Ay, :

(14) Py {Br, € d2}/dz = |2| Vg (2, y; a, 2)
3 [T |28 3
- — e z, y; a, () dC.
27 0 |Z|J+C3 ‘I’O(M%G,O(C

Preuve. — 1. D’apres la définition de 7 (z, y; u, v) et I'expression (2)
de P, {T. € dt, By, € dz} il suffit de démontrer que I'on a pour
z € A;t—(l :

t 00
19) (o2 = [ [ 0 Ops (o3 0. —erma Qs

A cet effet nous exploiterons la continuité des trajectoires et la propriété
de Markov du processus (Uy);>o pour écrire la relation suivante, valable
dans lescas x < a<uetz >a>u:

t o,
Dt (.’L'./ Y u, VU) = / / P(JJ.,:(]) {Tu € d57 BT,L € dC} Dt—s (a7 C/ u, ’U)'
0 JA .

Aprés avoir noté lidentité élémentaire p:(x, y; u, v) = p
(u, —v; £, —y) nous obtenons, en nous limitant par exemple au cas

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



TEMPS DE PASSAGE SUCCESSIFS DE L'INTEGRALE DU MOUVEMENT BROWNIEN 11
(non restrictif) z < a < wu :
Dt (ua —U; T, _y)

t +oc
= / / IFD(”c,y) {Ta € dS, BTa € dC}pt—s (’U/, —v; a, _C)
0 0

Faisons tendre x vers a par valeurs inférieures. Ceci donne pour y < 0
et u > a:

t o0
Pt (u, —v; a, —y) =/0 /0 s (Y, Q) pr—s (u, —v; a, —C) ds d¢

ce qui démontre (15), aprés un changement évident de notations. [J
2. (14) se déduit de (13) & ’aide d’une intégration par rapport 2 t.

COROLLAIRE 2. — 1. La transformée de Laplace-Kontorovich-Lebedev du
couple (T,, Br,) sous Py, © # a, s’explicite comme suit :

7, Kir, (V8X|By, 1

avec Go, (7, y) fo s (2, y; a, v) K;, (V8 Av) dv.
2. La transformée de Mellin de la variable aléatoire Br, sous P, y) est
déterminée par

1 3
17 !Ea'l B s=1 = 1— ——— Ha‘s ) o)
0D B 1Bl = 1= g | a0, 9) pour 1] <

ou Hy o (z,y) = f0+°° Yo (z, y; a, v) v® dv.

Preuve. — 1. Nous partons de I’expression (13) :

En [ KM@IIBTQDJ

“+oo +oo
/ / _)‘tK (V8Az)m; (z, y; a, z)dtdz

+oo  ptoo g too
_/ / KZ’Y 8)\‘2) dZdC/ e*)\tdt
0 0 z 0
t
X / 2qs (Zv C) Tt—s (‘Tv Yy; a, C) dS.
0

Vol. 33, n°® 1-1997.



12 A. LACHAL
Notons la symétrie particuliere

2qs (2, () =Cqs (C, 2), siz, (>0,

le deuxiéme terme du second membre de 1’égalité précédente s’écrit encore

r 400 400 ) IS
/ / @dzd(/+ e~ dt
0 0 0
s ) t—s » Y5 a, da
< [ €06 Dm0 O ds

soit sous forme probabiliste :

400 400 )
/ (Vs (2, y; a, ¢) d¢ / K (V8A2) £ 1o 6 e df
0 0 z

+oo Ki.y <
- /0 CUx (2, y; a, Q) Eo,¢) [64‘“ __(_[3;8_[312 d¢
_ [ K (VBAQ
__/0 U, (z, y; a, O_Td@__

dc.

Dans cette derniere égalité on a fait appel a (6). Le résultat (16) est ainsi
acquis.

2. L’identité (17) provient de (14) et (12) (écrite pour n = 1). O

Remarque 1. — On peut expliciter (16) en faisant appel uniquement a la
densité de transition p; (z, y; u, v) au lieu de la symétrisée 7, (z, y; u, v).
Plus précisément la fonction Gy, (2, y) est directement reliée aux
suivantes :

400

Ffﬁw (z,y) = / Q) (z, y; a, £v) K;, (V8 Av)dv

0

“+oo
) (x, y; u, v) = / e M (z, y; u, v)dt.
0

Il nous semble intéressant de signaler cette relation que nous utiliserons
d’ailleurs par la suite :

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



TEMPS DE PASSAGE SUCCESSIFS DE L’ INTEGRALE DU MOUVEMENT BROWNIEN 13

Soit (z,y) € (R\{a}) x R et ¢ = signe de (z — a). Les relations sui-
vantes sont satisfaites :

(18.1) F5 (0,9) = (2ch 7531) Ff5 (2, y)

™

(182 Gann(z,y) = (1+2c0 5 ) Fy (3, 9)
1

= (14 g ) Fi

Preuve. — D’aprés les identités classiques @) (z, y; u,v) =
O (—u, v; -z, y) = ®,(0, v; u — z, y) il vient :

+oo
F;\ , (z, y):/ Q) (~ea,v; —ez, ey) Kin (V8AV) dv
0
+o0
:/ Q) (a,v;a—e(x—a), ey) K,y (V8Av)dv.
0
Ora—e(r—a) =a—-|r—al < a, donc la trajectoire générique du
processus (U),, issue du point (a, v), v > 0, recoupe nécessairement

I'axe {a} x R avant de visiter un voisinage de (a — |z — al, e y) (cf. figure
ci-dessous).

B, A (a,v)

(0,0) Xy

(a-la-x1, ey)

Vol. 33, n°® 1-1997.



14 A. LACHAL

Ceci entraine en vertu de la propriété de Markov forte :

pi (@, v; a— |z —al, ey)

t 0
= / / Pa,0){Ta € ds, By, € d(} pi—s (a, (s a — |z — al, ey),
JO —0o
soit

D, (a,v;a—|z—al,ey)

0
:/ E(a,0) e ", By, € d(]®x(a, (; a— |o —al, ey)

— 00

+oo
:/ %E(a,—o [e*"", By, € dv]/dv x ®x(a, —(; a— |z — al, ey) dC.
0

Dans cette derniere égalité on a exploité la propriété

|0 P(a, vy {Tu € ds, By, € d(}/d¢ = (| Pa.¢) {Ta € ds, Br, € dv}/dv

pour v ¢ < 0 (cf.(1)). Il s’ensuit alors grace a (6) :

. oo p Ko (VEAB
oo (=, y)=/ E(a, -0 [e Ao —-—‘—V(B T“)]
0 T,

X Dy (CL, —(; a—a(:v —a), ey)dg
1 +oo
:20h%1 /0 ) (z, y; a, —ev) K; o (V8Av)dv
ce qui prouve (18.1).

La relation (18.2) s’en déduit immédiatement aprés avoir not€ que
GW}\»'Y(‘/E7 y) :F:)\,ﬂ,(x’ y>+Fa_;)\,y(‘/L.7 y) D

Nous étendons a présent 'identité (16) au n-ieme temps de passage 7n;
on note ici Gy , = Go;x, -
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LEMME 4. — On a pour (z, y) # (0,0) etn > 1:

19 Eu e Kw(\/Qﬂn)]z[l 1 ]Gx,v(x,y)

 Be C2¢h T | (2ch )T

Y) /Bn

Preuve. — Le caractére fortement markovien du processus (Ut)tZO nous
assure que

r+o00 r+oc
(20) Py, ) {1 € dt, 3, € dz} = / / P,y {1 € ds, B1 € dC}
0 0 =

X P(O,C) {Tn—l € dt — S, ﬁn—l € dz}

et en conséquence :

—\T Kz  \V 8A n e —AT
E(T»y) € AT ! (,8 ﬁ ):I :/ IE(T,y) [6 A J? /81 € dC]
n 0

—ATh-1 Ki‘Y (mﬂn—l)
ﬂn—l ‘

X Eo,¢) [6

L’expression de la seconde espérance figurant dans cette derniere intégrale
est donnée par (5). Il vient alors :

v Kiy (V8AB,
E,y) |67 7(ﬂn B)}
o KL (V8 o
- 2ch ﬁl)n_§>c o (77 e
3
— 1 E e_A-rl Ki'y(V8)‘/81)
<2Ch_7%'1)n—1 (z,y) 161 ‘

La valeur de la derniére espérance ci-dessus est déterminée par (16) et
on aboutit finalement a (19). O

En corollaire il se dégage apres inversion de la transformée (19) une
représentation intégrale de la loi du couple (7, 3,) sous P(z,y) lorsque
(x,y) # (0, 0), que voici :

Vol. 33, n°® 1-1997.



16 A. LACHAL

THEOREME 3.

Q@) Py {m € dt, B, € dz}/dt dz

+o0 | 0
= / Toeo (2, y; 0, v) e 2t/ B
T2 o - S

t
0
></+OO 1 1 yshmy e 4vz p
0 2ch | e )T Ty )M

avec, numériquement :

2 2 oz 2 42
0.0 0707

v

Preuve. — Inversons en premier lieu la transformée de Kontorovich-
Lebedev (selon A.2.2) figurant dans (19) :

2 [t
Ee,y) 6™, Bn € d2]/dz = 3 / K, (V8\z)
0

1 yshmy
1 _ ( P
* [ 2ch Lg—yjl (2ch )t wrlo ) dy

2 Foo

+oo
——/ Uy (z,y; 0, v)dv Kiy(V8A2) K, (V8Av)
0

2
T 0

1 ~vsh 7y
1-— d
8 { 2ch’%—7] (2¢h )t 7

N 1 v sh 7wy
= 2 1= ™ Ty\yn—1 d’y
72 Jo 2ch =3¢ | (2¢h BY)

+oo
X [/ e May (x, y; 0, v) dv:|
0

oo
% e—/\tCVQ(zz-l—vz)/tK‘ dvz ﬁ
Y\t )2t
0

ol l'on a utilisé (A.3.i). L’inversion de la transformée de Laplace
E(z,y) e, Bn € dz]/dz s’ensuit immédiatement, faisant ainsi apparaitre
la convolution temporelle figurant dans (21). O

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



TEMPS DE PASSAGE SUCCESSIFS DE L' INTEGRALE DU MOUVEMENT BROWNIEN 17

COROLLAIRE 3. — 1. La densité de la variable aléatoire T,, s’explicite selon

1
(22) Py it € dt})dt = ———
(z,y) { }/ (2 71_)3/2

topteo 2, dsdv
X Te—s (T, y; 0, v) e /s
Lo 7
+o0o

v? 1 ysh ZX
Koo () ]1- 2 gy
“ W(s>[ 2ch131] (2ch =y Y

2. Sa transformée de Laplace est donnée par :

1 teo
(23) E,y) [e7™] = / Gi 4 (2, y)
TVvV2A Jo
1 ysh Tt
X [1— = —— d.
[ 2ch—31] (2¢ch )"t

Preuve. — 1. La densité (22) s’obtient instantanément en intégrant (21)
par rapport a z et en invoquant (A.3.ii.a).

2. La transformée (23) se déduit ensuite de (22) grace a (A.3.ii.c). O

Remarque 3. — Nous tenons a signaler que nous sommes parvenus a
écrire la transformée de Laplace de la seule variable aléatoire 7,, dont
I’émergence directe de la formule générale (aux deux paramétres A, 7) (19)
donnant E(,, ) [e™*™ K, (V8 f,)/8,] nous semble irréalisable.

11 parait difficile de gagner la loi de 3, & partir de (21). Aussi allons-nous
en faire une étude a part. Notons H, = H, ;.

LEMME 5. — La transformée de Mellin de la variable aléatoire 3, sous
Pee,y) (2, y) # (0, 0), s’exprime selon

s—11 _ |1 _ 1 H;(z,y) 3
@ B8] = [1- gk | F G < S

Preuve. — Intégrons (20) par rapport a ¢. Il sort immédiatement la relation
« markovienne »

“+oo
P,y {Bn € dz}/dz = /O Pz, vy {61 € dC}Po,¢) {Bn-1 € dz}
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18 A. LACHAL

de laquelle on tire successivement les égalités suivantes grace a (12) :

+oc
Et,y) [6071] =/0 Ple.yy {61 € dCYEo,¢) [83-1]

+oc Cs_l
- /0 ‘“)n_lp(x,w {61 € d¢}

.08 T8
2 cos 3

—~

Fihe

- IE - s—1 ,
(2 cos (s)n—l (z,y) [51 ]

w

ce qui corrobore le résultat annoncé (24) d’apres (17). O

Il surgit alors aisément de (24) les représentations de la densité de £,
que voici :

THEOREME 4. — Soit p, (z, y; 2) = P,y {Bn € d2}/dz, h(z, y; 2) =
Vo (z,y;0,2). On a:

1 c+ioo 1
(25.1) po(w, y; 2) = [1 - ]

20T Jolino 2cos 5°

H (@ y) z % ds ce]—éé[

e Ts\n—1
(2 CcOs T’»')
ce qui s’écrit encore sous forme d’une convolution multiplicative :

(25.2) oz, y) =h(x, y) *pr_1(0,1) = h (2, y) * p,(0,1).

PROPOSITION 1. — « Une curieuse connexion entre les densités des couples
(Tns Bn), m > 1 ». On a pour (x,y) # (0,0), t >0, 2> 0 :

“+o0
(26) Z Py {m €dt, B, € dz}/dtdz = zm, (z, y; 0, 2).
n=1
Preuve. — En comparant les transformées de Laplace-Kontorovich-

Lebedev de chacun des deux membres de (26), on obtient le résultat
désiré. [J
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Remarque 3. — On peut s’ affranchir de la valeur absolue figurant dans la
définition de [, ; en raisonnant comme pour (26), on trouve :

+oo
(26") Z Py {mn € dt, By, € dz}/dtdz = |z|p: (z, y; 0, 2)

n=1

pour (z, y) # (0,0), t > 0, z € R. Notons que dans cette nouvelle somme,
un terme sur deux est nul. Plus précisément

P,y {7 € dt, B;, € dz}/dtdz =0

lorsque xz > 0 et n est impair, ou zz < 0 et n est pair.

Nous donnons une explication probabiliste de ce phénoméne dans un
article traitant des excursions du processus (X¢):>o [12].

1. LA SUITE MARKOVIENNE (7, 87 )51

Nous divisons ce paragraphe en deux parties. En premier lieu nous nous
intéressons au cas particulier n = 1, c’est-a-dire a la distribution, absolue
de la suite de Markov (7,7, 3;),>1. Le second alinéa est ensuite consacré
au cas général n > 1.

A. Nous avons obtenu les représentations intégrales des lois du couple
(rF, Bi) et de la variable aléatoire 3, suivantes :

THEOREME 5. — 1. On a pour t > 1 et z € R, en posant p,(2) =

(VBlz|)(mt?)~e2/1

(27) Po,oy {71 € dt, B € dz}/dtd=

t—1 400
= p(2) - / / 4o (G 12]) pes (¢) ds dC.

2. Pour z € R, en posant p* (z) = 27\{le (1—e 25

+o00
(28) Po,0) {87 € dz}/dz = p* (2) _/0 q (¢ |2))pt (¢ dC.

/2 ,3/2

_43‘—+;3—-,C,Z>0

Notations : ¢ (¢, z) = Po,¢) {|A| € dz}/dz = &
([13]); pour gs (¢, z) voir I'introduction.
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20 A. LACHAL
Preuve. — La preuve de ce théoréme repose sur le caractére markovien du
processus (Uy):>o et I'écriture explicite symétrisée (13) de la loi du couple

(T,, Br,) sous la probabilité P, ,y, (x, y) étant un point quelconque de R?.
1. Le caractere markovien du processus (Uy);>o fournit I'identité :

29) Po,0) {mi" € dt, B € dz}

=E,0) [Px,, ) {To € dt = 1, Br, € dz)}].

En introduisant I'expression (13) de la probabilité (7o, Br,) (P4, y))
dans (29) nous avons pour t > 1:

Po,0) {mi € dt, B € dz}/dtdz
400 “+oo
= [ [ 00w ey x [m(x, w 0, 2)
t—1 00
- / / 4o (2 O Toss (3, 35 0, €) dsdc] Lo, (2)
0 0

+oo
=IZI[// p1(0, 0; z, y) w1 (2, y; 0, 2) da dy
A. J—-c0

B /OH /;oc gs (2, C) ds d(

. 400
X / / p1(0,0; 2, y) w15 (7, y; 0, ¢) da dy]
A. J—o0

Le résultat souhaité découle alors des trois identités générales :

too  ptoo
(i)/ / ps (2, y; w, 2) pr (w, 25 u, v) dw dz = payy (T, y; u, v),

. +o0
/ / ps(0, 0; w, 2)m_s(w, 2; 0, v) dwdz = p(0, 0; 0, v)
A J—oo
\/§ —2’02/t

=t , 0<s<t, avecA=]-oc,0]oul0, 4ol
7T

(ii)

(111) 2 (s (Za C) = Cqs (C) Z)v z > 07 C > 0.

La premiere égalité traduit le caractere markovien du processus (Uy),~,
(équation de Chapman-Kolmogorov), la seconde se déduit de la précédente
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en faisant appel a la relation triviale p, (—z, —y; —u, —v) = p; (z, y; u, v)
et la derniere provient de I'écriture explicite (1) de la loi du couple (Tp, Br,)
sous la probabilité¢ P ..

2. Une simple intégration de la formule (27) par rapport a t sur

]1, +-00[ nous permet d’obtenir (28), aprés avoir remarqué que pt (2) =
K= pz)dt. O

1
Nous avons obtenu pour la loi de 3; la formule numérique suivante :

COROLLAIRE 4.

(30) Poo) {8 € dz}/dz = ﬁ- [2 e* cos <z2 V3 + z) - e_2z2}
’ 4|z 3
\/_1—‘(1/4) —2z2 /.22 —1/4 e® dx
8wz 0
\/—1—‘(3/4) —-2z2 /.QZ -—3/4 e® dx
8wz 0
23/4 \/"r (1/4) Tie
A R Z n! (4n+3
9 27
X cos | z \/§—(n+1)?
_2Y4BT(3/4) e Z 2n z2n
URVAEL o mdn+1)
X cos (zQ\/g—(n—l)%r).

Preuve. — Nous calculons explicitement I’intégrale figurant dans (28) :

(1-e2%)d¢

«+o00 3/2 +oo 3/2 r—1/2
/ 4(C, |2 p* (O de = 3= / S
0 0

1n? SEaEE
33/2 +o0 C—l/?

_ ‘2222
BETIE D SRS L

3&/2 5
= W[ 0) — J(22%)]
. . +00 <—l/2 _ C2
ol nous avons posé J (y) = [ sy e VS d¢, y > 0.

Le calcul de J (y) est présenté dans 1’annexe A.5 et conduit a la formule
annoncée (30). O
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Nous énongons un deuxiéme résultat intéressant en soi et qui nous sera
utile pour I’obtention de la loi générale du couple (7,5, 5;F).

COROLLAIRE 5. — 1. La transformée de Laplace-Kontorovich-Lebedev du
couple (1i", B) est donnée par :

—)\7-1+ KLW(MWH)] _ 2\/3- l:]_ — 1 :l
B 1T o U 2ay

+oo +o0 1 2
X / / f—ze_“_zz ItKi, (V8A2)dtdz
1 o 1

B Eqo [e

31/2 1 e—N/2
L [1 " 2eh %] 7 Wiz ),

2. La transformée de Mellin de la variable aléatoire 3, est fournie par :

2
I-s QCOS%

, 3 1ts 1
o B3 = Lanor I i LT <

Preuve. — 1. Nous calculons la transformée de Laplace-Kontorovich-
Lebedev du couple (757, B;) directement a partir de la densité (27), apres

avoir noté la propriété de symétrie (7,7, 3;") (ed (rF, =B;), résultant de
la parité de (27) par rapport a z :

[E(O 0) e—)\rl+ Ki’Y ( v 8\ lﬁjl)]
‘ 1671

+00 +o00 ) /
:2/ / e—f\t_[_(ﬂ_(__g__).‘f_)pt(z)dtdz
1 0 z

e ] 400 . /
—2 / Kir (V8A2) 1 e
0 0 z
+o0

t—1
X / e M dt / qs (¢, 2) pe—s () ds.
1 0
L’identité triviale
“+o0o t—1
[ e [ acane 0
J1 Jo

+00 t+oo
= / e_’\“qu(c, z)du / e p, (O) dv
0 J1
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mene a

[E(O 0 e_A,-1+ Kiv (\/_——'ﬁil_l)]

167 |
_2/+oo /+oo ~At ”(\/_’\z) e (2) dt dz

—2/+<>°/+oo (¢)dvdC

/+°° /+°° (\/——Xz) qu (¢, 2) dudz.

z

D’aprés (6), nous reconnaissons dans la deuxieéme intégrale double la
quantité

/+°° /+°° Au \/—Xz) qu (¢, 2) dudz

z
- E e_,\T] Ki'y(\/éjﬂl) _ Kz'y(\/ﬁg)
-0 2 T (2ch )¢

ce qui conduit a la premiére formulation de I’espérance (31).

La deuxie¢me expression de (31) provient alors successivement des
identités (A.3.iii.a) et (b).

2. La transformée de Mellin de la variable aléatoire B;" se calcule
également a partir de I’expression de la densité (28) comme suit. Apres
avoir observé que 1'on a

[OO (¢ 2)p* () dC = /+°° ()*(4) = (k*p") (2)

avec k(y) = q(l,y) = 5= 1 = Poy {61 € dy}/dy, nous en
déduisons

Eon 8 =2 | ) [1 -/ ek dc].

=25 (s) [1 - k(s)]-

La premitre intégrale, p* (s), se calcule élémentairement et vaut
7@2(1'3)/2F(1—*2"—S)/(1 — s) pour |s|] < 1. Quant a la deuxiéme, & (s),
elle représente la transformée de Mellin E, 1) [6:71] dont la valeur est
1/(2cos %) pour |s| < 2 en vertu de (12). O
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B. Dans cette partie nous déterminons la distribution du couple (7,7, 5;)
dans le cas général n > 1.

THEOREME 6. — 1. Onapourn > 1,t > 1letz € R :

(33) P,0) {7 €dt, B} € dz}/dtdz

ysh %} 222
X ——— W y ; — | dy.
(2ch Zyyn=T b (t(t—l) 7
2.0napourn >1 z€Ret|c] <1:

\/g c+i oo F(lﬁ)
) P teda)/de= Y2 TR A
(34) (0,0) { n € 2}/ o 172 fc—ioo 1-s

1 |lz|~*
X [1— ds.
[ 2ch ——’;‘] (2cos —”35)"_1 s

Pour démontrer ce théoréme nous procédons de la méme fagon que dans
la preuve du théoréme 1. Nous utiliserons deux lemmes similaires, dont les
preuves sont semblables a celles des lemmes 1.1 et 1.2.

Tout d’abord on a une décomposition du couple (7,7, 8;) analogue 2 (4) :

n

LEMME 6.1. — L’identité en loi suivante est satisfaite pour n > 2 :

(loi
(39) (80 (L B, B )
ou (ti,b1) représente un vecteur aléatoire de loi la probabilité
(11, B1) (P(0,0)), indépendant du couple (r_1, B0,
LEMME 6.2. — 1. La transformée de Laplace-Kontorovich-Lebedev du
couple (1,5, B;F) s’explicite selon
ot Kiy (V8XB)
y pY iy n
36 B 5]
o]

~ m(2ch )" 2ch &t
hee e 2
x/ / t—Ze_“_2z "MK, (V8A2)dtdz
1 0

31/2 1 e—M/2
B 23/2ch521(2(:h’f—;)"*1 [ _QCh%l} vV

I/I/—l7 iy/2 ()\)

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



TEMPS DE PASSAGE SUCCESSIFS DE L’ INTEGRALE DU MOUVEMENT BROWNIEN 25

2. La transformée de Mellin de la variable aléatoire 3, est donnée par

@7 \/g 2(1—5)/2 T ( 1+s)
Eg.o I8 = L2 2 [ s bl<
T (1—s)(2cos 5* 2cos 5?

Preuve du théoreme 6. — 1. Nous inversons la transformée de
Kontorovich-Lebedev (36) (premiére formulation) en faisant appel aux
formules de réciprocité (A.2.2). Ceci donne pour z > 0 :

(38) Eq,o e, |8 € dz]/dz

4\/_ 1 yshry
1-— —~ T
2¢h F | (2 hm)"

+oo +oo 1
/ / —/\t —2y%/t

x K;(V8\y) K,«,(\/—):z) dt dy.

La relation (A.3.i) fournit la valeur de I'intégrale intermédiaire suivante :

+oo
/ 1 e M=20%/t Jr m(,/g,\y)[(’m(\/S)\z)dt
1

t2

+o00 t—1
_ 1 o ¥l+:? 5 2 4yz
At 2 2 A
= € dt _— s t—s . - d
/1 /o 2s(t—9 " ( s ) B

laquelle permet alors d’inverser la transformée de Laplace (38) :

P(O,O) {T:— € dt, ,ﬂ:l € dZ}/dtdZ
_ 23 [t [1 1 } ~ sh
0 (

2 B 2ch131 2ch %7)”—1

t—1 +o0o
X / e_2z2/s _d_s_ / 6_25(_;__;)112 Ki’y (4_2 y) dy
0 s(t— s) s

V3 +oo ~yshmwy
= 2372152 ZCh ] (chZY)(2ch )™t

-1 —(i4l): 1 ds
X +4) 2 K, - zz} _—
/0 i [(s t> Vst (t — )3/

La deuxiéme égalité provient de (A.3.iii.a).

dry

dy
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L’intégrale simple suivante s’exprime, apres avoir effectué le changement
de variable s €]0, t — 1[— u =t (t — 1) ( — 1) €]1, +00[, & I'aide de la
fonction de Whittaker selon (voir A.3.iii.b) :

/t—l ) g [(1 1) 2} ds
s t i —_—— - z By
o V2N T \/'s_t(t — 5)3/2
_ 1/2 ) 400 2 2
= _(t—312)__6_222/t / @_t(;——lsuKi,Y/:) z u du
3/ . tt—1) ) ud?

Tt—1 201 2 2 22
=/ ST Wy e [ ——— )
V2 ¢ © 1"”/2(t(t—1)>'
(1o}

ce qui démontre (33), apres avoir noté la propriété évidente (7,7, B;) =
(Trj_ ’ "ﬁi— )

2. Pour aboutir a (34) il suffit d’inverser la transformée de Mellin (37)
en ayant recours aux formules de réciprocité (A.2.1.). O

Remarque 4. — Nous venons d’obtenir en particulier une deuxiéme
écriture de la loi du couple (75", ;") ne comportant cette fois qu’une seule
intégrale. Toutefois 1’expression (27) nous a permis d’accéder directement
a la distribution (30) de ;.

Remarque 5. — De I’égalité (37) écrite de la maniére suivante :

E ety ﬁ 2(1—5)/21\(1—55) ~ @ 2(1—5)/21"(1;—5)
(00) [lﬁw | ] - T (1 e T \N—1 _ ~ Ts\n
—5)(2cos %) ™ (1—s5)(2cos 5%)
=257 (s)Eqo ) [B721) = 25 () Eqo, ) 877

nous déduisons une écriture de la densité de ;" sous la forme d’un produit
de convolution multiplicative (cf. A.2.i)

pl=pT xkpa1 —ptrp., n>2,

avec les notations p;t (2) = Po,0) {8, € dz}/dz et p, (z) = P(o,1){n €
dz}/dz. Cette derniere formule nous a semblé plus exploitable que (34)
pour en tirer une éventuelle expression numérique a partir de (10)
généralisant (30). Nous ne présenterons pas le résultat particulierement
compliqué ainsi obtenu. Signalons seulement qu’il fait intervenir des

intégrales du type

2z «
1 3 -
/ t" et (Int)P dt avecv € {_Z’ —Z},p eN et a€ef{l,y i}
0
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ainsi que les dérivées successives de la fonction I' en —% et —%.

COROLLAIRE 6. — On a pourt > letn > 1:

+ S S R
(39) P(O,O) {Tn Edt}/dt— ype 7

e 1 YEth )
X /0 [1 "~ 2¢h %] (2¢ch Z)"! Pt @1= Dy

2

Preuve. — 11 suffit d’intégrer (33) par rapport a z sur | — oo; +00[ en
faisant appel a (A.3.iv).

Remarque 6. — 1l existe entre toutes les densités des couples (7,7, ;1)
une relation similaire a (26) que voici :

“+oo
40) > P {rf €dt, B} €dz}/dtdz=pi(z), t>1, z€R.
n=1

III. LA SUITE MARKOVIENNE (7,7, 5, )n>1

17

En procédant a un changement de temps nous pouvons déduire de la
distribution de (7,7, 3;") précédente, celle du couple (7,7, 5;).

nl n

LEMME 7. - 1. Posons : XO = BO =0, etpourt > 0: X} = t3X1/t, Bt =
dX./dt = 3t* X1/t — t Byyy. Alors les processus gaussiens (Xy, By)i>o et
(X4, Bt)i>o sont identiques en loi.

2. On obtient en conséquence l’identité en loi sous P o) suivante :

oi 1 3+
(41 (Ta s Br Inx1 = ( é"—) .
n>1

JEIS
Tn Tn

Nous laissons la preuve élémentaire de ce lemme a I’attention du lecteur.

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer la loi absolue
(11, B7) (P(0,0)) de la suite de Markov (7,7, 5, )n>1., €t plus généralement
la distribution du couple (7,7, 8;;) pour tout n > 1.
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THEOREME 7. — 1. Pour 0 <t < 1 et z € R on a l’expression intégrale
suivante :

(42) Po,0){m €dt,p; € dz}/dtdz
t—t2 +o00
[ e e ©dsac
0 0

la valeur de p; (z) étant explicitée dans le théoréme 5.

2. Plus généralement pour n > 1, 0 <t <letz€eR:

(43) P(O,O){Tn— € dt, ,8_ € dZ}/dt dz

\/~1—~t At 2/+°°1 1
T An g |z| 0 2¢h 7Y

3
vshit 2 22
e e (£57) 0

Preuve. — Les égalités (42) et (43) se déduisent facilement des relations
27), (33) et (41). O

Remarque 7. — La présence de la borne t — t? dans I'intégrale figurant
dans (43) nous empéche apparemment d’obtenir pour la loi de (i, par
intégration relative a ¢ sur ]0, 1], une expression analogue a (28). Ceci

. . - e _a
s’explique en fait par I’apparition, dans 1’identification 3; e B/, de
Iinstant 7" qui ameéne une complication supplémentaire par rapport au

calcul de la loi de 3.

. loi NPT
Enfin, de la relation 7, by /¥, nous obtenons immédiatement
d’apres (39) :

COROLLAIRE 7. — Pour 0 < t < letn > 1:

f 3 (-1
t2

+oo 1 'yth use] 1 2
% 1— 2 P(‘ ) ) — d .
/0 [ 2ch W?j} (2ch )" (Fi+im/2 (t ) !
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Nous terminons cette section en présentant I’analogue de (41) :

ZP(0,0) {Tn— Edt, ﬁ,: Gdz}/dtdzzpt(z), 0<t<1, z € R.

n=1

ANNEXE

Le lecteur trouvera ci-dessous les notations des fonctions spéciales, les
transformations fonctionnelles et les formules classiques utilisées, ainsi que
le calcul des deux intégrales I (y) et J(y) laissé de coté au cours de
cet article.

A.1. Fonctions spéciales

I'(x) : fonction d’Euler

Erf (z) : fonction d’erreur

K, (z) : fonction de Bessel modifiée
W, (z) : fonction de Whittaker

P (z) : fonction de Legendre associée

B, DS, B{™ () : nombres et polyndmes de Bernoulli généralisés.

A.2. Transformations fonctionnelles

(i) Transformation de Mellin :

~ +oo
Fs) = /0 f(2) = dz
1 c+ioc B

f(z)==— f(s)z""ds.

297 Joioo

(A2.1)

« Propriété convolutive » associée a la transformation de Mellin : si *
représente la convolution multiplicative définie par

Uro@= [ rwa()L

vy, y
alors
(frg9)~=Fx3g
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Cette propriété s’étend aux mesures définies sur ]0, +oo[ comme suit.
Posons

ﬂ<s>=/0'+°o S ldu(s) et (u ) <A>=/O+°° u(lA) v (3).

y
On a alors
(pxv)” =pxw.
(ii) Transformation de Kontorovich-Lebedev (adaptée a notre étude,
A > 0 étant un parametre fixé) :

~ oo
fon= | F Ko (AL g0,
(A2.2) 0 z

2 [t
f(Z)=——/O f () Kiy (VBX2)yshrydy,  2>0.

72

A.3. Formules classiques, [5]

Pour chacune des relations suivantes nous donnons la référence de la
formule classique sous-jacente, ainsi que celle de la partie de cet article
s’y rapportant.

. oo _At_2(b2+,,'2)/f 4bz dt
) Ki.y(\/8/\b)Ki7(\/8/\z):/ e I KG ~ )5
0

(p. 725, n° 6.653/preuve des théoremes 1 et 6).

r 00 2 [ 2 2
(11> (L) /0 e—‘Zz /t }—(1:’Y (41:7) dy = ﬁﬂ-’y t b tK17/2 <b )
t ds 2 b2
—b> /s ek vo=b/t
B G

oo 2 dt 471'
—At=b/t g K (V8D
C) /0 € /2 ( 1 ) \/E N ’Y( )

(p. 710, n® 6.618,3, p. 714, n° 6.625,10 et p. 725, n° 6.654/preuve du
corollaire 1).

+oo . 1 [Tt At
~222/t 1. — Lo M2 K. -
(iii) a) /0 e K, (V8Az)dz tanm \ 2 e 1,,/2<2)
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(ibid./preuve du corollaire 3 et du théoréme 6).

. tO L ain 2z dz
(IV) /0\ e tlt- 1) W—l 17/2 (t(t 1))

r (t—-1\""
2ch—7-< 7 ) POy (26 =1)

(p. 861, n° 7. 621,9/preuve du corollaire 6).
A.4. Caleul de Pintégrale I (y) = [~y (2cos =) ™" ds, || < 3

(Preuve du théoreme 2.)

Nous calculons I'intégrale I (y) par la méthode des résidus en intégrant
la fonction méromorphe (y > 0 étant fixé)

_ Y
J(s) = (2cos 52)"

sur le rectangle (¢ +i[—A, A])U([c—3, J+iA)U(c—3+1i[-A, A])U
([e —3,¢] —iA), A étant un réel positif assujetti a tendre vers +oo
(cf. figure ci-dessous).

-8

c-3 -3/2 ¢ |0 3/2
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La fonction f ne présente a I’intérieur de ce contour que la singularité
—% qui est un pdle d’ordre n. On a donc :

A c A
z'/_Af(c+z'v)dv—/c_3f(u+iA)du—7I/_Af(c—3+iv)dv

c ) . 3
+/C_3 f(u—iA)du=2imRes (f, —5)

(1) Sur les cOtés horizontaux du rectangle nous avons la majoration
suivante, obtenue en utilisant |cos (o + i 3)| > |sh ] :

y—u
+7A _—
if(u 1’ )l (2 hﬂ‘A)n
et alors
. max (y~¢, y37°)
sup |f(u:tzA)| < ———————,
u€fc—3,c] ( sh 3A)

ce qui assure la convergence des intégrales fcc—(i f(uxiA)du vers zéro
lorsque A tend vers +oo.

(i1) Sur le bord vertical gauche nous avons :

A A
/ fle=3+iv)dv = (—1)"y3/ f(c+iv)dv.
—A A

Nous obtenons ainsi I (y) = 2i7 Res (f, ~3/2)

1+(_1)n+1 y3
(iii) I1 nous reste a calculer le résidu Res(f, —%) Effectuons le
développement en série de Laurent de f au voisinage du pdle —3. Posons

a cet effet s = ——+h

3/2 —hlny 3 n _3/2 wh n
f(&) Y Y 3 - e—hlny.
(2sin &2 ) 2 h™ \ sin &2

3

Faisant appel aux développements de Taylor respectifs de e 1" et
(”h/sm"h) , A savoir

>y D ()

q>0 p>0
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([2], vol. 1, p. 40, n° 38) nous obtenons en isolant le coefficient de h~*
dans le développement en série de Laurent de f en ~% la valeur du résidu

fes (f’ %) - <%)Ry3/2 > (—l;l!y)q = (;lg(n) (g) !

p20.4>0
2ptq=n—1

(=)t 3 " /2
(n—1)!'\27
[(n-1)/2]

2p
2 m)y {T n—1—
X 1;) (_1);0 Cnfl D?p <§) (Iny) 1 219‘

Il

Nous en tirons ainsi ’expression de I'intégrale I (y) :

20T 3\" y3/?
lW=5=m\zr) Frep=
(n—1)! y?+(-1)
[(n-1)/2] o\ 2P
<X an o (F)

A.5. Calcul de Pintégrale J (y) = [, St e v d(

(Preuve du corollaire 2.)

(i) La décomposition en éléments simples, ot j = e?2™/3,
1 1 1
- == + = 'Re
GG4+1 3(¢+1 ¢ + 1’

fournit ’expression intermédiaire de J (y) suivante :
1 2 .
J(y) =30 (y) +3Re[j J; (9)]

avec

+oo ~—1/2
Jo (y) = /0 g_{_ - e7¥" d¢ pour a € C\R™ et y>0.

(ii) Calcul de J, (y).
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a) Nous allons écrire une équation différentielle linéaire du premier ordre
satisfaite par la fonction .J, On a successivement, pour y > 0 :

dJo _ e <2 -1/2 —y¢?
W) g
oo 012 2
:_/O [C‘(X-}-H—a] C_1/2€_y< d¢

»+oc R +oc .
_ / M2 e+ a / ¢ e u¢? d¢
Jo Jo

too F—1/2 y
—a? / ¢ e Ve dC.
0 (+a

D’ou I’équation recherchée :

dJ, 9 1 3\ 3, L\ i
e )+ar 2, ) = =57 (§) e 2o (1)

b) La résolution de I’équation différentielle précédente procure aisément
la valeur de J,(y) en faisant appel a I'intégrale élémentaire « valeur
initiale » J,, (0) = % ol w est la racine carrée de —« de partie imaginaire
positive :

2 1T (e 1 Y 2
J(y — e vy | L T = t——l/~1 @ t 1t
e [Tagr(y) [

3 VoL, 2
—%F<Z>/ 34 0 tdt}
Jo

Nous en déduisons alors 1'expression de J (y) suivante :

/2 3
J (y) :g }:e‘y +2e"? cos (;1/ —\gi + z)]

3

_ "y . "y .
+ ———P<1‘/4) {e'y / t~V4 et dt + 2 Re <,7‘e‘” / /4 ffﬁdt)]
6 0 0
. Yy . Y ; .
_r (2/4) [va / 3/t gt + 2 Re (561y / $=3/4 pit dt)].
o 0

(iii) Finalement, afin d’obtenir une écriture réelle explicite des
expressions complexes figurant ci-dessus, nous utilisons les développements
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en série élémentaires

Yy N
—1/4 it gy — ) n+3/4
/0 Rt =) e v

n>0

n
n+1/4

Yy
et =y — L :
/0 ‘ n%:o n(n+1/4)7

lesquels conduisent a la formule valable pour y > 0 :

T ey L 9pu/2, ﬁ T
J(y) 3[6 +2e cos<y2+3

Yy Yy
+ F(1/4> e—y/ t_l/4 et dt — r (3/4) e Y / t—3/4 et dt
6 0 6 0

1 4 ) n+3/4 \/:9; 2o
/) e/ Z nv(n+3/4)cos(y_2"("+1)§“)

L' (3/4) ynt/4 V3 27
3 /zzn'(n+1/4)cos< 2 ("‘1)?)'
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