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Les algorithmes stochastiques
contournent-ils les pieges?

par

Odile BRANDIERE et Marie DUFLO

Université de Marne-la-Vallée, Equipe d’analyse et de mathématiques appliquées,
2, rue de la Butte Verte, 93166 Noisy-le-grand Cedex.

RESUME. — On étudie ici la validité d’affirmations communément admises :
«un algorithme du gradient converge vers 1'un des minima locaux »
ou « un algorithme stochastique ne peut converger que vers un point
asymptotiquement stable de 1’équation différentielle associée ». On prouve
qu’un algorithme contourne un piege régulier dés que le bruit est excitant
dans une direction répulsive.

ABSTRACT. — Do stochastic algorithms fall into traps? We are considering
the validity of commonly held claims: “a stochastic gradient algorithm only
converges towards one of the local minima” or “a stochastic algorithm
only converges towards an asymptotically stable solution of the associated
differential equation”. We prove that a stochastic algorithm does not fall
into a regular trap if the noise is exciting in a repulsive direction.

INTRODUCTION

Cibles et pieges

L’approximation stochastique est essentiellement 1’étude du comporte-
ment asymptotique d’une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans G,
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396 0. BRANDIERE ET M. DUFLO
ouvert convexe de R?, (Z,), satisfaisant 2 la relation récursive perturbée :
Zn+1 = Zn + Tn h (Zn) + Tn+1, [ER]

oul h est une fonction continue de G dans R?, (7,,) une suite de « petites »
perturbations; (’yh) sera toujours une suite déterministe, positive, satisfaisant

a:
Z’YHZOO et Z’yi<oo.

Depuis I’article historique de Robbins-Monro [30] et jusqu’a des travaux
plus récents, en automatique et en théorie des neurones notamment, on
connait I’intérét d’algorithmes pour lesquels on n’a pas un choix libre de la
perturbation, la variable h (Z,,) n’étant observée (ou facilement calculable)
qu’a un « bruit » aléatoire &, pres : alors Np4+1 = Yn &nt1-

Si A = {z; h(z) = 0}, on souhaite en général obtenir la convergence
de I’algorithme vers une cible z* € A*, A* C A.

11 existe de nombreuses méthodes visant a s’assurer que la distance de
(Z,) a l'une des composantes connexes de A tend, p.s., vers 0 (c¢f. [S],
[8], [22], [25], ...).

Dans cet article, on se place dans I'un de ces cadres en supposant
les points de A\A* isolés; prouver que 1’algorithme contourne les
pieges revient alors a prouver que, pour tout z* € A\A*, ’événement
I'(2*) = {(Z,) tend vers z*} est négligeable.

Minima d’un potentiel

Par exemple, lorsque U est un potentiel, fonction de classe C* de G dans
R, de gradient V U, on recherche les minima (A* = Argmin U) - ou les
minima locaux (A* = Argminloc U) —de U par un algorithme du gradient :

Zn+1 = Zn — Tn vUu (Zn) + Nnt1. [GR]

Les pieges de [GR] sont les zéros de V U qui ne sont pas dans A*.

Afin d’atteindre les minima de U, plusieurs auteurs ont exploré les
méthodes du recuit simulé, notamment Kushner [16], Pflug [22], Gelfand-
Mitter ([9] et [10]), Hwang-Sheu [13]. Ainsi, Gelfand et Mitter [9]
ajoutent 2 la perturbation v, &,1 décrite ci-dessus une excitation auxiliaire
indépendante, obtenue par simulation :

Tn+1 = Tn €n+1 + Sn Wn+17

ou (W,,) est une suite de vecteurs aléatoires gaussiens indépendants et de
méme loi, de covariance inversible, et (s,) une suite décroissant lentement
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LES ALGORITHMES STOCHASTIQUES CONTOURNENT-ILS LES PIEGES ? 397

vers 0; sous des conditions assez générales, (Z,,) converge en probabilité
vers Argmin U dés que 'on choisit

Yo =1/n, s, =c(nLogLogn)~/2,

c positif assez grand.

Si possible, on préfere toutefois éviter d’alourdir I’algorithme par recuit
simulé. On sait alors que 1’algorithme [GR] ne peut pas éviter les minima
locaux (la décroissance trop rapide de (v,) empéche de sortir des puits
entourant les minima locaux); il s’agit ici d’étudier s’il évite les autres
pieges, points selles et maxima locaux.

La méthode de l’équation différentielle
Une idée féconde introduite notamment par Derevitskii-Fradkov [6],
Ljung [21] et Kushner-Clark [17] est de comparer, sur ’ensemble des
trajectoires telles que Z Nn+1 converge, [ER] a I’équation différentielle
dz () _
dt
z étant une fonction de classe C' de R, dans R?.

h(z(t)), [ED]

Les cibles de I’algorithme sont en général les zéros de h
asymptotiquement stables pour [ED] sur lesquels nous reviendrons en 1.1.

Selon le théoreme de Kushner-Clark [17], si 2* € A*, alors la suite (Z,,)
tend vers z* dés qu’elle est bornée et revient infiniment souvent dans un
compact d’un bassin d’attraction de z*. Ce résultat a été souvent utilisé
en automatique dans des exemples ot R? tout entier est bassin d’attraction
d’un unique point de A* ({2], [21], [23], ...). Mais, dans le cas général, il
n’est pas forcément plus facile de vérifier la récurrence dans un compact
d’un domaine d’attraction de z* € A* (baptisée parfois « convergence au
sens de Kushner-Clark ») que la convergence vers la cible z*. Il s’agit de
lever cette difficulté.

Une formulation précise du cadre que nous étudions sera donnée en 1.1.
et 1.2. Le résultat principal est le théoreéme 1 énoncé en 1.2. Le méme
probléme a été étudié par Nevel son-Has’minskii [25] (chapitre 5, p. 113-
121) pour les pi¢ges que nous appellerons « répulsifs », et récemment par
Lazarev [19] pour les pi¢ges généraux. Notre apport essentiel par rapport a
ces travaux tient a la structure plus générale de la perturbation : ce point
sera précisé en 1.5 et confirmé par des exemples en II.
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398 0. BRANDIERE ET M. DUFLO

I. COMMENT LE BRUIT PERMET-IL
DE CONTOURNER LES PIEGES?

On étudie un algorithme stochastique défini sur un espace de probabilité
(2, A, P) a valeurs dans R? de la forme

Zn+1 = Zn + Yn h (Zn) + Tn+1 [ER]

sur ’ensemble des trajectoires I' (z*) = {(Z,,) — 2z*} ol 2* est un « piege
régulier », notion dont le sens précis est donné en I.1. Pour un vecteur v
de R?, on désigne aussi par v la matrice colonne associée; || - || est la
norme euclidienne. Si A est une matrice, A est sa transposée; I (ou Iy
pour préciser la dimension) est la matrice identité.

L.1. Présentation des pieges réguliers

Afin de préciser la nature des « pieges », considérons d’abord 1’équation
différentielle [ED] définie ci-dessus. Le cas le plus simple est le cas linéaire
ol h(z) = H(z— 2*), H matrice d x d :

dz (t)

—r =H[z(t) — 2] (1)

RAPPELS RELATIFS A L’EQUATION
DIFFERENTIELLE LINEAIRE (1)

La solution de (1) est:
z(t)— 2" =exp (t H)[2(0) — 27].
Ses propriétés sont simples et éclairent le probleme posé.

a) Si A (H) et X (H) sont respectivement la plus petite et la plus grande
partie réelle des valeurs propres de H, les deux cas suivants sont les plus
simples.

O A(H) < 0 (2* est attractif). Alors toute solution de (1) tend vers
z* si t — oo et z* est un point asymptotiquement stable pour 1’équation

différentielle (1).

O A(H) > 0 (2* est répulsif). Alors, toute solution de (1) telle que
2(0) # z* satisfait a ||z (t) — 2* || — oo si t — oo.

b) Supposons A(H) > 0 > A(H). Le polyndme minimal de H
est le produit de deux polynémes M, et M_ dont les zéros ont
respectivement des parties réelles > 0 et < 0; R? est la somme directe de
K, (H) =Ker [M, (H)] etde K_(H) = Ker [M_ (H)] ou K, (H) est

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



LES ALGORITHMES STOCHASTIQUES CONTOURNENT-ILS LES PIEGES ? 399

’ensemble des directions répulsives, K_ (H) est ’ensemble des directions
non répulsives.

Soit P~! une matrice de changement de base dont les premiers vecteurs
colonnes forment une base de K, (H) et les suivants une base de K_ (H) :

PHP™' = [‘70+ }’_] ot A(Jy) >0, A(J-) <0;
pour
y(t) =Pz (1) = [zt 8] ot  y' =Pz
& e ()= T (0= (0~ 13). @

D’aprés a), une solution bornée de (1) satisfait & y, (t) = y7} pour tout ¢;
son orbite se trouve dans le sous-espace affine

y* + Ker [M_ (H)].

HYPOTHESES DE REGULARITE

Afin de comparer, au voisinage de z*, [ER] ou [ED] a (1), on fait les
hypothéses suivantes.

[H1] Régularité de la fonction h au voisinage de z*.

La fonction h n’est étudiée qu’au voisinage d’un « zéro régulier de h »
*

2*, c’est-a-dire d’un point z* € R? tel que :

O h(z*) =0

O il existe un voisinage ouvert V (z*) de z* dans lequel h est
différentiable avec une différentielle lipschitzienne.

On note : H = Dh(z*). On peut choisir V (z*) convexe; alors, sous
[H1], si z € V (2%),

h(z) = /0 Dh(tz+ (1 —t)2*)dt[z — 2] = [Dh(2*) + R(2)] [z — 2]

avec

R(z) = /01 Dh (tz + (1 — £) 2*) dt — Dh ("),

[R(z) || <ctellz— 2" ©)

Vol. 32, n® 3-1996.



400 0. BRANDIERE ET M. DUFLO

_ DEFINITION. — Sous I’hypothese [H1], le point z* est un piege lorsque
A (H) > 0. C’est un piége répulsif si A (H) > 0.

1.2. Hypotheéses relatives a I’algorithme
Les hypotheses suivantes relatives aux pas et aux perturbations aléatoires
sont classiques.

[H2] Propriétés des perturbations
On suppose que la perturbation (n,,) est de la forme :

1 = Cn [Tt + Ensal.

[H2a] Les suites (e,,) et (ry,) sont des vecteurs aléatoires de dimension
d définis sur ’espace de probabilité (Y, A, P) adaptés a une filtration
F = (F,); Zo est Fo-mesurable et I'on a les propriétés suivantes, p.s. sur
I'(2") = {w; (Zn(w)) — 27} :

O Z“rnll2 < oo;

O lim sup E (||ent1|1? | Fn) < 00 €t E(eny1 | Fn) = 0;
(cette propriété s’exprime par « sur I' (z*), (e,,) est un bruit adapté a F
ayant un moment conditionnel d’ordre 2 fini »).

[H2b] Excitation dans une direction répulsive de H = Dh (z*).

Notant € la projection de €, sur K, (H) parallélement a K_ (H),

lim inf E (|| efﬂl Il Fn) > 0, p.s. sur T'(2*).
[H3] Propriétés des pas

Les suites () et (cn) sont des suites déterministes et positives, choisies
de telle sorte que,

Tn :O(Cn)7 Z Yn = OO, Z CEL < 00.
Dans les paragraphes 1.3 et 1.4 nous prouverons le théoréme suivant qui
est le point principal de cet article.

THEOREME 1. — Sous les hypotheéses [H1, H2, H3], si le point z* est un
piége, 'événement T (2*) est négligeable.

HEURISTIQUE

Le contenu de ce théoreme est intuitif. L’excitation du bruit dans une
direction répulsive interdit a 1’algorithme ce qui était possible pour une
solution de [ED] : converger vers un piege répulsif en restant dans un
sous-espace attractif.
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REMARQUES RELATIVES [H2] ET [H3]

1) Version simplifiée de la propriété d’excitation
Lorsque le bruit a, sur I' (z*), un moment conditionnel d’ordre a > 2,
c’est-a-dire :
limsup E (|| eny1||* | Fn) < o0, ps.surI'(2*),

on a, par I'inégalité de Holder,

E (e, 1171 Fn)
< (B (e 1 Fa)e= 2= (B (|| ey 11 | Fa)) e,

On peut donc remplacer la condition [H2b] par la condition suivante,
souvent plus maniable : p.s. sur I'(2*),

lim inf B (|| 57, |17 Fa) > 0;
c’est en particulier le cas si:
lim inf Apin F (€n41 Tens1| Fn) >0, ps.sur I' (2%).
2) Un outil destiné a simplifier les démonstrations
Dans la suite, il s’agit de prouver P (I'(2*)) = 0.

Il suffira de faire les démonstrations en supposant que, pour trois
constantes K < 0o, A > 0et B < 0o, on a:

> llras P < K, @)

et, quel que soit n, p.s. :

0<A<E(|S11F) et E(len?IF)<B. )

Pour obtenir (4), il suffit de remarquer que I' (2*) est la réunion de ses
intersections avec By = {Z”T"“ > < K} pour K entier, puis de
n

remplacer 7, par 7, = 7, si Z |7 |I* < K, 7, = 0 sinon. Un théoréme
i=0
prouvé avec la suite (7,,) le ;era, sur By, avec (r,).

Pour obtenir la réduction (5), on utilise 1’astuce suivante due a Lai et
Wei [18]. Soit, sur un espace de probabilité (', A’, P’) une suite (6,) de
vecteurs aléatoires de dimension d indépendants et de méme loi, bornés et
centrés. On définit sur (2 x ', A® A’, P ® P') la filtration F = (F)
avec F, = F, ® 0(6;; § < n). Soit :

T ={A<E(eS 11 F}, E(llensi || Fu} < B}

Vol. 32, n® 3-1996.



402 0. BRANDIERE ET M. DUFLO

Pour tout o > 0, on peut trouver A, B et un entier p tels que :
P\ [T <o
n2p
Posons :
Ent1 (w, W) = ent1 (W) I, (W) + g1 (W) Lrg, (w).
La suite (£,4,) est adaptée a (F,,,) et satisfait a (5). L’algorithme

[ER] dans lequel on remplace &,4, par é,4, pour n > 0 coincide avec

I’algorithme étudié sur ﬂ I'. Si 'on prouve que les piéges sont, p.s.,
n>p

évités sous la condition (5) pour tous A, B, p, alors P (I'(2*)) < a pour

tout o et P(I'(2*)) = 0.

Les relations (4) et (5) seront donc utilisées dans les démonstrations sans
restreindre le cadre des théorémes.

3) Sous [H2-3], Z ¢ < oo et les séries Z 2 |l ensr ||* et Z Cn Entl
convergent p.s. sur I'(z*). Il suffit de voir, si (5) est satisfaite, que
I’espérance de la premiére est finie et que la seconde est une martingale
de carré intégrable convergente p.s.

4) L’hypothese [H3] est la condition courante des pas décroissants pour
des algorithmes stochastiques.
1.3. Piege répulsif

LEMME 2. — Soit H une matrice complexe répulsive dont la plus petite des
parties réelles des valeurs propres A\ (H) est > 0.

Si (pn)n>0 est une suite a valeurs dans C%, bornée et satisfaisant & une
relation récursive :

<pn+1 = (I + Tn H) (pn + €n+17
alors, pour p assez grand et B, = (I + v, H)...(I + v, H), la série

Z B; ' ;41 converge vers [—gpy].

Jj=p

Démonstration — Soit L un réel tel que 0 < L < A(H). I existe une
norme de C¢, | - |, telle que, si 7y est un réel positif assez petit (y < 7),
pour tout vecteur v de C?¢ :

|I+~vH)v|> (1 +~L)|v]

On le voit facilement par un changement de base transformant H en une
matrice dont les termes de la diagonale sont les valeurs propres, ceux situés

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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immédiatement sous la diagonale égaux a 0 ou & ¢t > 0 arbitrairement petit,
les autres termes étant nuls.

Puisque la suite (+y,,) tend vers 0, on peut choisir ’entier p tel que, pour
n2p Yn <Yt

|Bav|> 1+ Lys)...(14+ L) |vl;
autrement dit | B, | < [(1+ Lv,)...(1+ Ly,)] ™%

Comme z% =00, (14+L~,)...(1+ L~y,) — oo.
Le lemme résulte alors de 1I’égalité :

n—1
Pn = Bn—l (‘Pp + Z B]_l §j+1>' n

Jj=p
Avant d’examiner le cas multidimensionnel, voici une démonstration plus
simple valable dans le cas unidimensionnel.

LEMME 3. — Piege répulsif unidimensionnel. Avec les hypothéses [H1-2-3],
on suppose que d = 1 et que h' (2*) = A > 0. Alors P (I' (z*)) = 0.

Démonstration. — a) 11 existe, sur un voisinage W de 0, une fonction ¢
dérivable avec une dérivée lipschitzienne telle que

¢ (2) h(z+2") = Ap (2). (6)

La fonction ¢ doit satisfaire a ¢ (0) = 0, ¢’ (0) = 1.
Posons ¢ (z) = z exp [G (z)] avec G (0) = 0; I’équation (6) devient
[h(z+29)]1+2G (2)] = Az
En tenant compte de (3), pour z # O,
G'(2)=g()=-R(z+2")/(z[\+ R(z + 2*))).
La fonction g est continue et l;ornée au voisinage de 0 sauf éventuellement
en 0; la fonction G (2) = / g (u) du convient.
0

b) Soit Vi (z*) un voisinage de z* supposé ouvert, convexe et contenu
dans V (2*) N {z; z — 2* € W}. Considérons pour p entier :
I'y={w; wel(z") et Z,(w)e Vi(z")pourtoutn > p}.

Il suffit de prouver que I', est négligeable quel que soit p.
Or, sur I'y, pour n > p :

‘P(Zn+1 - Z*) = ‘AO(Zn - z*) + (PI (Zn - Z*) [Zn+1 - Zn] + Pn+1,

Vol. 32, n® 3-1996.



404 O. BRANDIERE ET M. DUFLO

ol pny1 = O([Zny1 — Zn]Z)- Posons ¢, = ¢ (Z, — 2*) :

Pn+1 = (1 + )\771) Pn + '£n+1y

§n+1 = Pn+1 + cn SOI (Zn - z*)["'n+1 + 5n+1]-
Or ppi1 est Fpy1-mesurable et, sur Iy, pri1 = O (92 + 2 || ent1 |1?);
€n+1 = Cn ‘Pl (Zn - Z*)€n+1 +Cn T'}L-f—].’

ob, p.s. sur I'(z*), Z (rhi1)? < oo et (¢ (Zy, — 2*)eny1) = (ny1)
satisfait aux mémes hypotheses que (£,,41).

D’apres le lemme 2 appliqué a la suite (@n4p)n>0 et le théoréme A de
I'appendice P(I',) = 0. W

PROPOSITION 4. — Piége répulsif multidimensionnel. On donne une matrice
d x d a coefficients réels et répulsive, H.

On considére un algorithme a valeurs dans R

Zn+1 = (I + Yn Hn) Zn + cn [En+1 + ’rn+1]'
On fait les hypothéses [H3] sur les pas.

On considere un ensemble de trajectoires noté A sur lequel les propriétés
énoncées en [H2a)] et [H2b)] sont vérifices.

On suppose enfin que (H,,) est une suite de matrices aléatoires d x d
adaptée a F. Alors, T = AN {(Z,) tend vers 0 et (H,) tend vers H}
est négligeable.

Remarque. — 11 est facile de voir que, selon cette proposition, un piége
répulsif régulier est contourné.

En effet, si z* est un tel piege, et si H = Dh(z*), on choisit le voisinage
V (z*) de I’hypothese [H1] ouvert, convexe, et tel que, pour z € V' (2*),

h(z) = [H + R(2)] (2 - 27),
avec, selon (3), || R(2)]| < Cte ||z — 2*|.

Sur ') = {w; w € T'(2*), Z, (w) € V(2*) pour n > p}, on a, pour
n 2 p,

(Zngr — Z*) = (I + Hn) (Zn - Z*) +ecn [€n+1 + 7'n+1]7

| Hn = H || = | R(Zn) || < Cte | Z = 2" ||.

La proposition 4 prouvera ainsi que I[', est négligeable, donc que
I'(z*) UT, est négligeable.

Annales de 'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



LES ALGORITHMES STOCHASTIQUES CONTOURNENT-ILS LES PIEGES ? 405

Démonstration de la proposition 4. — La remarque 2) de 1.2 s’applique
et I’on suppose effectuées les réductions (4) et (5).

a) Préliminaire. — La matrice H étant répulsive, il existe, selon un
lemme de Lyapounov, une matrice () symétrique et définie positive telle
que QH + THQ = 21. Pour y et z dans R,

| Ty+2)Qy < (Tly+2)Qy+2)TyQy)'’%
Cy+2)Q+2)"" - ("yQy"* > ("yQ2) ("yQy)~/%
Posant U, = (*Z,QZ,)"/? et A, = H, — H :
Znt1 =L +vn H) Zn + Yo Bn Z + ¢ (Ens1 + Tnta),
Unt1 = Un 2 | Zn [P /U] + 0" Z0 Q An 23U,
+cn " 20 Q (entr + Tns1) /Usl;
1 Za 1?4720 Q A Z0) [Un > || Zn || (1 = | Q An 1)/ [Aemax Q)2
L’ensemble I' est la réunion de ses intersections I', avec
{igpp 1QARI<1/2 et sup | Zn |l < 1}.
Sur T, pour M >n >pet K =2[Anax Q)2 :

M M
S Wl Zi | € KUnis — K Y i [FZ;Q (6511 + 1541)/Uj)-

i=n j=n

n

o0
Posons o? = E c?.
j=n

Avec les réductions (4) et (5), par I'inégalité de Kolmogorov,

M 2
E (AS;;P > ¢ (72 Qes41 + 1541)/Uj) ) < Cte (a3).
z2n j=n

Comme E (1r, || Upr+1 ||?) tend vers O si M — oo, on obtient :

oo 2
E <1rp > il z; n) < Cte a?.
j=n

b) Soit 0 < L < A\ (H) et une norme | - | de R telle que, si 0 < vy < 7,
[T+ H) < A+Ly)7h
on prend p entier, tel que, pour n > p, v, < 7.

Vol. 32, n® 3-1996.



406 O. BRANDIERE ET M. DUFLO

Pour n > p, on a, sur Ly,
Zn+1 = (I+7n H) Zn + Vn Rn +cn (5n+1 + Tn+1)7
avec |R,| < |A,||Z,).
Soit B,, = (I+ym H)...(1 4+, H) pour n >p, B =1

On écrit alors sur [, pour n > p, selon le lemme 2 :

= Z BT:I (’Yn Rn +cn [5n+1 + 7‘n+1])~

n=p
Sur T',, posons Sy = Z (Yn Bn 4 ¢y [eny1 + Tn+1));
n=N
_ZPZZ B;l(Sn—Sn.f_] Z[B_ n 1 S +SP’

n=p

Z (R‘}L +nlEntr + rnqa]) = ~Zp

n=p
avec

R =7 R [B;l—Bl]S
Or :
[B.1y - B.' = B, v, H;
|B;—11_B;l|S[(1+'7nL)---(1+'7p )] l'Yn’H'
= O (7, exp (L ('Vp -+ ’Yn)])

i

FE <1pp Z IR}L |> <FE (11“,, z Yn |Rn I)
n=N

n=N
+CteE<1p,, > IB;L—B;lIlSnI)
n=N
<E<1r sup | A, IZ Yo | Zn I)
n=N
+ 3 B - B B(In, | Sa).
n=N
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Pour étudier cette majoration, on fait quatre remarques :
O d’apres a),

E(lr’ sup | A, |Z Yo | Zn |> < Ctean (E(1r, sup | A, )%

n=N
a (sup | A |) est, sur I',, une suite majorée par une constante qui

tend vers si N — oo;
O Z|B L — Bl < oo

0 E(1F [Sn]) < Cte an.

D’ou : <1p Z | RL ) = o(ay).

On est dans le cadre d’application du théoréme A de I’appendice et
P(I,) = 0; T' = UI', est négligeable. M
L.4. Piege régulier général

Il s’agit enfin de prouver que les pieges réguliers quelconques sont
contournés.
REDRESSEMENT

Pour I’étude du cas général, on a recours dans la théorie des équations
différentielles a des propriétés de « redressement » de h au voisinage de z*.
Reprenant la transformation linéaire P définie en I.1 dans le cas général,
on se rameéne a :

Yn+1 = P(Zn+1 - Z*) = Yn +’YnPh(P_1 [Yn + PZ*]) + P'ﬂn+1
= Yn + Y g (Yn) + Cn P(Tn+1 + En+1)-

N

Soit § la dimension de Ker M, (H); on associe 2 y € R?, y* € R® et
y~ € R¥% tels que Ty = (Ty+, Ty~). Au voisinage de 0,

9+ () - Jre 01 [y ], [a+ @)
g(y)Z[ }ZPHP y+qy=[ |+ )
9- () ) W=10 s y q- (v)
q de classe C', ¢(0) = 0, Dq(0) = 0, Dq lipschitzienne.
Considérons le systeme différentiel :

{ dy*/dt = g4 (y)
dy=/dt = g_ (y).
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D’aprés un lemme de Poincaré datant de 1886 ([29]; ¢f Hartman
[11] p. 228-242, lemme 5.1, exercice 5.1 et corollaire 5.2), il existe une
fonction G définie sur un voisinage de 0 dans R?~% A valeurs dans R,
différentiable et telle que :

[0 @ est différentiable avec une matrice jacobienne DG lipschitzienne,
G(0) = 0, DG(0) = 0;

O i y(0) est dans un voisinage W de 0 et si y* (0) = G (y~ (0)),
yt () =Gy~ (t)) pour 0<t<ty, to>0.
La seconde propriété signifie que, dans un voisinage W de 0
O y* =G (y") implique g4 (y) = DG (y~) g- (y)-
On choisit W ouvert et convexe.
Pour y € W, notons vt =yt —G(y~), v =y, u= (u*, u™);

Fu*, u™)=g4(y) - DG (y7)9-(y)
=gy (Wt + G (), w) = DG () g (u* + G u), u);
F(0, u™) = 0.
Notant D la différentielle partielle par rapport 2 u*, on a :

Ft, v )=F(ut, u)-F(0,u")

- (/01 D, F (tu™, u—)dt) [UJ] = (J4 + A(w)ut,

ol A (u) est une matrice telle que || A (u) || < Cte ||u]].

TRANSFORMATION DE L’ALGORITHME

Les réductions (4) et (5) de 1.2, étant effectuées, soit V* (2*) un voisinage
de z* ouvert et convexe tel que :

Vi) CV ()N {z; P(z-2") e W},
T, = {w; w € T (2*), Z, (w) € V! (2*) pourn > p};
I'(z*) =Ul,.
Posons UT—L'— = Yn+ - G(Yn_)7 UrvL— - Yn_a Un = (ija U_)

).
On a, sur I',, pour n > p,

G(Y,7) = G(Y,)) + DG (Y,)) Yoy = Y71+ O ([ Yaga = Ya |P);

n

U:+1 - U: = Yn (g+ (Yn) - DG (Yn_) g- (Yn)) + cn (pn+1 + en+1)
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ol epq1 = [Pens1]t — DG(Y,7) [Penta]™ et (pn) est une suite adaptée
a F telle que Z | prs1]|? < oo, p.s. sur I'(2*);
Ury = Ut + 9 [T + Al Uy + cn[pns1 + engal,

ot A, = A(U,).
Les hypotheses de la proposition 4 s’appliquent a (U,7). Il ne reste en
effet qu’a examiner les propriétés du bruit et :

E (|| DG ([Ya] ") [Penia] ™ I Fn)
<N DG ([Ya] ) 1P E (| [P ensa] ™ I [ F)-

Avec les hypotheses [H2a], sur I" (2*), DG ([Y,] ™) tend vers O et ce dernier
majorant tend, p.s. vers 0; d’ou, p.s. sur I' (z*),

limsup E (|| €nt1 ||? | Fn) < 00;

grace a I’hypothese [H2b],
lim inf E (|| ent1 ||2 | ) = lim inf E (|| [Pen+1]+ ||| Fn) > 0.
Le théoreme est démontré. W

I.5. Commentaires

EXCITATION D’ORDRE P DU BRUIT
Soit p un entier > 1; [ER] implique :
Z(n+1)p =Th1=Th+an h (Tn) + Cn+1a

avec an = Ynp + - - - + Y(nt+1) p—15 M+l = Cn (Eny1+ Tnt1) Se traduit par :

Cn+1 = Cnp [Enp-}—l + rnp—f—l] +...+ c(n+1)p—1 [E(n-l-l)p + 'r(n+1)p]
+ Yrp+1 [h (Znpt1) — b (T3))
+ o+ Ymr1) p-1 [B (Znr1y p-1) — A (T0)]
= Cnp Enp+1 + ...+ Cin+1)p—1€(n+1)p + Cnp Prn+1;
ON SUPPOSE qQUE Cpy1/Cr €t Yny1/Vn tendent vers 1 si n — oo; sur I' (2*),

z || pns1]|> < oo. Le théoréme 1 s’applique encore en remplagant la
propriété d’excitation du bruit [H2b] par :

lim inf F (|| 65;)_1 +...+ eflrlp | | Fn) > 0.
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Comme
P
E(Ie + ...+l 12| F) = E (Z el 112 m),
j=1

on obtient, en tenant compte de la remarque 1 de 1.2, le corollaire aisément
maniable suivant.

COROLLARE 5. — On suppose que le bruit a, sur T'(z*), un moment
conditionnel d’ordre > 2 fini et que c,1/cn €t Yni1/%Yn tendent vers 1 si
n tend vers linfini.

Le théoréeme 1 reste valable en remplagant [H2b] par la condition
d’excitation suivante : il existe un entier p tel que, p.s. sur I'(z*),

P
lim inf E (Z | ef;zj |2 lfn) > 0.
7j=1

UN AUTRE REDRESSEMENT

Il est possible de généraliser la méthode utilisée en 1.3. pour prouver
le lemme 3 de la maniére suivante. Soit A une valeur propre de H de
partie réelle > 0 et v un vecteur propre de © H associé. Supposons qu’il
existe une fonction ¢ définie sur un voisinage de 0, a valeurs dans C, ¢
supposée différentiable avec un gradient V ¢ lipschitzien et solution de
I’équation de Poincaré

TV (2)h(z—2") = M (2). [Py]

Alors la démonstration du lemme 3 est inchangée, en utilisant le corollaire B
de I'appendice, et prouve le théoréme 1.

L’étude de 1’équation de Poincaré résulte de la linéarisation de I’équation
différentielle [ED] lorsqu’elle est possible (cf. Hartman [11], p. 256-271).

Cette méthode — que nous avions utilisée dans un premier temps — est
plus simple . .. mais a I’inconvénient d’introduire des hypotheses plus fortes
de différentiabilité de h au voisinage de z* ainsi que I’hypothe¢se de non
résonance de H qui s’avere difficile a vérifier. Le redressement utilis€ en
I.4 est celui qu’utilise Lazarev [19].

RESULTATS ANTERIEURS

La méthode utilisée ci-dessus nous semble plus facile a comprendre que
celle suivie dans [25] et [19] qui repose notamment, dans le cas répulsif,
sur la construction compliquée d’une fonction de Lyapounov.

Avec nos notations, les hypothéses de Nevel’son-Has’minskii [25] dans
le cas répulsif et celles de Lazarev [19] dans le cas général différent surtout
sur les perturbations. Dans [19], les conditions de régularité sur h sont
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les mémes que les ndtres et I’on impose aux pas la condition plus forte

o ~1/2
2 2 3 ’ by M - 9
E Vi ( E cj) < 00, ce qui n’est pas trés important puisque I’on a
j=n

le choix des pas. Par contre les conditions imposées au bruit (e,,) et aux
termes résiduels (r,,) sont plus restrictives que les notres. Dans [19], on a :

rn = q(n, Z,) avec, pour g (n) =sup{q(n, z); z € V (2")},

5 it (3 )/ <o,

J=n

E (ent1 T5n+1 | Fn) =T (n, Zy)

avec Amin I' (n, 2) > a > 0 pour tout entier n et z € V (2*).

Nous verrons en II divers cas ou I’élargissement de ces hypotheses
relatives a la perturbation n’est pas superflu, tant sur la structure du bruit
que sur le terme résiduel.

Il. COMMENT APPLIQUER CE QUI PRECEDE ?

I1.1 Cadre général

Dans tout ce paragraphe II, on se place sur un espace de probabilité
(€, A, P) muni d’une filtration F = (F,,); on considere une suite adaptée
aF, (H,) de vecteurs aléatoires de dimension d. On étudie un algorithme
a valeurs dans un ouvert G de R? :

Zn+1 = Zn + Yn Hn+1 + 77711.{-17 (7)
sur ’ensemble de trajectoires I' (2*) = {(Z,) — 2*}, z* € G; (y») est une
suite déterministe positive, » v, = 00, 273 < 00.

La perturbation (n.) est adaptée a F; elle est souvent, mais pas toujours,
prise nulle; Z, est mesurable par rapport a Fy. On suppose qu’un prédicteur
raisonnable de H,, a I'instant n est h(Z,), h fonction continue de G
dans R4,

L’erreur de prédiction est m,,41 = H, 13 — h(Z,) et:
. Zn+1 =Zn+1mh (Zn) + Mn+1,

— 1.
77n+1 = Yn 7rn+l + 77n+17

c’est un algorithme [ER] du type de celui qui est étudié en I.
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ALGORITHME DE ROBBINS-MONRO [30]

Les cas usuels correspondent a des algorithmes de recherche de certains
des zéros de h (algorithme de Robbins-Monro). Lorsque U est un potentiel,
fonction de classe C' de V (z*) dans R, I’algorithme est un algorithme du
gradient lorsque h = —V U.

ALGORITHME DE KIEFER-WOLFOWITZ [15]

Soit U un potentiel de classe C? de différentielle seconde lipschitzienne
au voisinage de z*; il arrive que 1’on sache réaliser des expériences d’effet
moyen U (z) mais pas des expériences d’effet moyen — V U (z). On peut
alors procéder comme suit.

Soient (b,,) une suite qui décroit vers 0 et ( fi )1<j<a la base qanonique_ de
R?. A Vinstant n, Z,, étant choisi, on réalise 2 d expériences H7 ¥, et H7,,

n

1 < 5 < d, a valeurs réelles indépendantes entre elles conditionnellement
au passé€; on suppose que I’expérience H,’fH a été réalisée avec le controle
Z,Fb, f7 et qu'un prédicteur convenable de son résultat est U (Z,, Fb,, 7).
Un algorithme de Kiefer-Wolfowitz relatif & Z, = (Zi)1<j<q 8 écrit
alors :
Zns1 = 23— [ /bu) (H Ly + HG) + 0200

Sur T'(2*), pour n assez grand :

Zvjz+1 = Z7j1 ~ [V /ba] (U (Zy + by f]) —U(Zn = by f]) + 7"2»-}-1) + 771’+j1a

n

ol mpyq = (m),;) est une erreur de prédiction;

Zn—H = Zn - 2’Yn vU (Zn) + Mh+1,
Nnt1 = Cn [Tnt1 + Yn b731 q(n, Zn)] + nTIH—l’

cn = [Yn/bn], llg(n, 2)|| < Cte si z € V (2*) et si n est assez grand.
On supposera Z b¢ < o0o. Si U est seulement supposé de classe C*', VU

étant lipschitzienne, on remplace b3 par b2 avec Z bt < oco.
Les hypotheses [H3] sont satisfaites avec 7, = ~y/n et b, = n~°
1/6 < b < 1/2 dans le premier cas, 1/4 < b < 1/2 dans le second.
ALGORITHME NORME [28]

On modifie un algorithme de Robbins-Monro pour lequel n* = 0, en
lui imposant d’étre normé :

7

Zn+1 = [Zn + Vn Hn+1]/ ” Zn + n Hn+1 ”
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Lorsque (H,,) est bornée sur I" (2*), on obtient pour n assez grand :

Zni1 = Zn + Yo (= < Zpy Hog1 > Zy + Hp1) + YaThp1,
Ti .y étant F,i-mesurable et v, = O (7,) sur I' (2*). Autrement dit :
Zni1 = Zn + Y 9(Zn) + o1,
avec g(z) = —(z, h(2))z + h(2),
M1 = Yo (=(Zny Tns1) Zn + Tn1 +Tpypy)-

On s’est ramené a un algorithme [ER] pour lequel A a été remplacée par g.

Dans ces diverses situations, z* étant respectivement un piege régulier
de h, de =V U ou de g, le théoreme 1 est le corollaire 5 s’appliquent, a
condition de vérifier les hypothéses relatives a la perturbation.

IL.2. Modéle de régression

Considérons un modele de régression général adapté a F, pour lequel Z,
est une variable explicative a l’instant n :

Hpyy = h(Z,) + €ny1,

la suite (e,) est, sur I'(2*), un bruit adapté a2 F ayant un moment
conditionnel d’ordre 2 fini, selon I’expression définie en 1.2 (hypo-
thése [H2]); la fonction h est inconnue.

Par exemple, supposons que :
Hn+1 = H(Xn+1a Zn)

pour une suite (X,,) adaptée a F de fonctions mesurables a valeurs dans
un espace (K, K) de loi u, X,,4; étant indépendante de F,,. On est dans
le cadre précédent, si, tout z € V (2*), [H (-, 2)]? est p-intégrable;

* h(z) =/ H (z, z)du(z).

Dans ce cas particulier, on est dans le cadre étudié par Lazarev pour
les algorithmes de Robbins-Monro et de Kiefer-Wolfowitz, mais pas pour
I’algorithme normé a cause du terme résiduel.

Dans le cadre de 1.1, 7,41 = €541, €t, pour les trois algorithmes décrits
ci-dessus, avec ! = 0, le piége 2* est, p.s., évité dés que (£,,) est un bruit
excitant dans une direction répulsive.
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EXEMPLE : ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES
Soit (a (j))1<j<~ un nuage de N points de R¢ de C la matrice :

1N .
C= N;a(ﬁ a (5)-

On suppose que C a des valeurs propres toutes distinctes; si le nuage est
centré, I’analyse en composantes principales est la recherche des vecteurs
propres normés associés aux plus grandes valeurs propres. Voici deux
algorithmes pour la recherche de I’axe principal, inspirés par les réseaux
de neurones.

Un algorithme du gradient

On cherche quels vecteurs z € R? minimisent :

N
V()= 5 3 llal) = 2T2a () = Trace (1= 272)C (I = 72).

Soit i
v(z)=lla=z"zal® =la|?*+ (a, 2)* (| 2 |I* - 2);

— 5 Du(E) = (@Ta 2 |12 17) = (o, 2 =

_ %Dy(z) =(C@2- |z} =T 2C2)z

Notons A; > ... > Ag > 0 les valeurs propres de C et v!, ..., v¢ des
vecteurs propres normés et deux a deux orthogonaux associés.
L’ensemble des zéros de DV contient 0 et les vecteurs Fv?, 1 < j < d.
Dans la base (v!, ..., v?), soient 21, ..., zq les composantes de z; la
i-igme composante de DV/2 est
d

z2— —2 )\i Zi+ 2 Z [)\] + )\1] Z? = % [BV/azl] V (Z);
j=1
1 d
5 [PV/O* 2]V (2) = =20 + ST i) 62
Jj=1,3#1

et, pour j # 1,
1
5 [62 V/azl 6zj] 14 (Z) =22z Zj ()\L + )\])

D2V (0) = —4C, 0 est un maximum de V; et, dans cette base, D> V (Fv*)
est une matrice diagonale dont les termes valent 2 (A — A;) pour ¢ # k
et 4 \; pour ¢ = k.
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On choisit au hasard une suite de points du nuage c’est-a-dire (a (X)),
pour une suite (X,,) de variables aléatoires uniformes sur {1, ..., N} et
indépendantes. Soit (-y,,) une suite positive décroissante satisfaisant a [H3],
par exemple vy, = y/n.

Pour Zy € R? non nul et C,, = a (X,,)Ta (X, ), considérons 1’algorithme

Znir = Zn + 9 L+ [ Za I1P) ™ (Coir 2 = 1 Za |P) = *Za Coir Z0) Zn
1 _
=Zn= 5 (L1 ZalI) 7 (DV (Z0) + €nsa);

on montre alors de maniére classique que (Z,) converge, p.s. vers 0 ou
vers ’'un des vecteurs propres unitaires de C' (cf. [3]).

Les pieges de I’algorithme sont O et les vecteurs propres Fv*, k > 1,
points selles de V. Dés que chacun des pieges est évité, on est assuré de la
convergence, p.s., de I’algorithme vers un vecteur unitaire de 1’axe principal.

Soit un piege Fv*; pour i < k, v' est vecteur propre de —D? V (Fv*)
associé 2 2(A\; — Ag) > 0. On a:
(v'y €nt1) = 70 ((Cnt1 = C) 2 = | Zn|*) = " 20 (Cr1 = C) Zn) Za
= ((v", a(Xn11)) {Zn, a(Xni1))
=X (0, Z,)) (2= 1 Za |1?)
+(—(Zn, a(Xn41) ) + 720 CZ,) ( Zn, v');
d’ob, sur {(Z,) — Fov*} :
lim E ((v', €n41)?| X1, ..., Xa) > 0.

Comme le bruit est borné, I’hypothése [H2b] est satisfaite et le piege Fv*
est contourné.

Pour le piege 0, la condition d’excitation du bruit n’est plus satisfaite :
une démonstration directe est nécessaire. On dispose d’une majoration
grossiere K des normes des vecteurs du nuage.

Notant a, = a(X,),

Znpr = Zn+ 1 (L1 20 )7 (a1, Za) (2= 1 Za|) @nia
—(nt1, Z0)? Zn)
1 Zns1 = Znll <27 K2 L+ | Za )7 I Za (L4 11 20 |1%)
<27 K| Za |,
I Zosa I 2 1 Zn ]| (1 = 290 K2);
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pour || Z, |2 < 1/2,

1 Znsa I =1 2o II* + 4% A+ 11 Za 1)) 7! Cantr, Za)? (1= [ Za |1?))
+ 7 L+ 120 )7 (@ntr, Za)? lansa 1P 2= 11 Za |1%)?
+(ansr, Za) (4431 Za %))

21 Zn 1”4+ 270 ((ans1, Za)? (1= Za|1?))

1
+ 77 (@ni1s Zo)* llania [P (4= 81 Zal*) 2 [ Za |I*.

Si I’on choisit o assez petit (yo < 1/2K?), si || Z, ||> > 1/2, Zni1 # 0
etsi||Z,||*> <1/2, | Znt1]l > || Zn ||- Ainsi, la suite (Z,) ne s’annule
pas et ne peut pas tendre vers 0.

Pour vy choisi assez petit, le piege O est évité.

Un algorithme normé
Considérons 1’algorithme normé suivant dii a Oja [28] :

Zny1=(Zntn a (Xny1) Ta (Xnt1) Zo) | ZrAvn a (Xny1) Ta (Xnt1) Zn”

D’apres II.1, il s’écrit :
Zpns1=2n+ Vg (Zn) + Tn [Tn+1 + 5n+1]7

avec g(z) = (C —=T2Cz)z. Les zéros de g sont les mémes que ceux
de h introduits ci-dessus; tous sont des pieges réguliers sauf Fv!; Oja et
Karhunen montrent la convergence, p.s., vers I’'un de ces zéro de g ([28];
voir aussi [5]). Les pieges sont évités si 7y, est assez petit : la preuve
donnée ci-dessus est presque inchangée.

PROPOSITION 6. — Les deux algorithmes précédents convergent, p.s., vers
l’un des deux vecteurs unitaires de 1’axe principal.

D’autres algorithmes analogues ont été proposés pour la recherche
successive de vecteurs unitaires des axes principaux : voir par exemple
Oja [27] ou Hornik-Kuan [12]; & ’exception d’une preuve partielle donnée
dans [28], ces auteurs se contentent de vérifier que les cibles (p vecteurs
unitaires des p premiers axes principaux) correspondent aux zéros
asymptotiquement stables de 1’équation différentielle associée. L’analyse
des pieges de ces divers algorithmes peut étre entreprise a I’aide de ce qui
précéde. Brandiére [3] mene & bien cette étude dans le cas d’un algorithme
du gradient.
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IL.3. Petites perturbations markoviennes
Le cadre qui suit est a peu prés celui du livre de Benveniste-Métivier-
Priouret [2].
On reprend les schémas de II.1, mais ici, dans la formule (7),

Hn+1 = H(Xn+17 Zn)»

ol (X,,) est une suite, adaptée a F, d’observations aléatoires a valeurs dans
un espace mesuré (K, K); on suppose que la loi de X,,;; conditionnelle a
Fn est p(Xn, Zy,; -), pour une probabilité de transition p de K x G muni
du produit de K et de la tribu borélienne dans (K, K).

Notons p, (z; -) = p (=, z; -). On connait divers critéres de « récurrence
rapide » ou de « stabilit¢ de modeles itératifs » assurant la validité de
I’hypotheése suivante (cf. [24], [26] pour la récurrence; [2], [7] pour les
modeles lipschitziens).

[HM] Propriétés de stationnarité
Il existe un voisinage V (z*) de z tel que, pour tout z € V (z*) les
propriétés suivantes soient satisfaites :

a) Il existe une probabilité i, sur (K, K) invariante par p,, unique.
b) H (-, z) est de carré intégrable pour u; on note

h(z) = / H(z, z)du, (z).

¢) Il existe une fonction G définie sur K x V (z*) a valeurs réelles,
borélienne si K x V (2*) est muni du produit de K et de la tribu borélienne,
telle que G (-, z) soit solution de I’équation de Poisson associée a H (-, z) :

H(x, 2)~ h(z) = Gz, ) - / G (. 2)p- (w5 dy):

de plus :
sup {/ | G(z, 2) ||*p- (z; dy); z € V (2*), z € K} < 00.

Pour la chaine de Markov de transition p,, u, est une loi stationnaire.
Lorsque Z, € V (z*), sous les hypothéses [HM], il est donc naturel de
considérer h(Z,) comme un prédicteur de H (X,41, Z,). L’erreur de
prédiction s’écrit :

T4l = H(Xn+l7 Zn) - h(Zn) = G(Xn-l—l) Zn)

- / DXty Zus dy) G (g, Zo).
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Pour n assez grand, sur I'(z*),
Zn+1 = Zn +Yn H(Xn-I—lv Z7z)+77711+1 = Zn +Yn h (Zn)+7n Tn+1 +"7}L+1-

La « petite perturbation markovienne » = = (m,) peut s’étudier de la
maniére suivante.

Soit enq1 = G(Xn+la n) / p(er Zn; dy) G(y’ ) (€n) est un
bruit adapté a F ayant un moment conditionnel d’ordre 2. Posons :

Yn+1 = Zn+1 +’Yn / P(Xn+1, Zn7 dZ/) G(Zh Zn)v

Yot1 = Yo + Y b (Vo) + Yn (Ent1 + Tng1) + Mny1s ®)
avec
Fui = (h(Z2) = h (V) + / P (X Zus dy) G (y, Z2)
~ [ 50, Zumsi )G . 2
+[1 = Yue1/7n] /p(Xn, Zy—1; dy) G (y, Zn-1).

Sous diverses hypotheses assez fortes de régularit¢ de ce modele, on
parvient a prouver que :

O (yn — Z,) tend vers O;
Oz — h(z) et, pour tout z, z — /;o(w7 z; dy) H (z, z) sont
lipschitziennes;

O la suite (7,,41) qui est F,1-mesurable satisfait a

Z Yo || Trt1 || €6 Z | 7oyt |I> < o0, p.s.sur I'(2%),

lorsque ’on choisit v, = yn~% 1/2<b <1,y > 0.

Voir en [2] une axiomatique adaptée et des exemples; le cas ol p, ne
dépend pas de z est évidemment le plus simple.

Alors, sur T' (2*), E (|| eng1 — H (Xnt1, 2*) ||| Fn) tend, p.s., vers 0.

Si la suite (H (X,41, 2*)) est excitante dans une direction répulsive et
si la perturbation complémentaire 1! est nulle, le pidge est contourné.
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EXEMPLE : ESTIMATION D’UN MODELE DE GIBBS

Description du modéle. — On se place dans le cadre étudié par Younes
([311, [32D.

L’observation est un champ de Gibbs X = (X®)),cs, K = FS, S étant
un ensemble fini de sites et ' un ensemble fini de niveaux de gris; K est
muni d’une loi de Gibbs, définie pour x € K par

pe (z) = exp ({0, U (z) ) + Log Z (0)),
ot U est une fonction de K dans R? connue et # un paramétre inconnu
a estimer.

On note 7 (s) = {2(*); u # s}. On sait simuler une chaine de Markov de
loi stationnaire iy, par exemple par un échantillonneur de Gibbs aléatoire,
dont le site transformé est tiré au hasard. La transition de cet échantillonneur
s’écrit :

p(z, 0 y) = [1/card Slexp (6, U (y)) (Y exp (6, U(2))™

zZ (s)=z (s)
si g(s) =Z(s) pourun s € S, p(z, 6; y) = 0 sinon.
On suppose qu’une partie S (2) des sites est cachée; on note
S(1)=5\5(2), X' = (X)ses 1), X* = (X9)ses (2)-
On peut aussi simuler une chaine de Markov a valeurs dans K, = F'5(2)

dont la loi stationnaire est la loi de X conditionnelle 2 X' = ! par un
échantillonneur de Gibbs aléatoire conditionnel. En posant

72 (s) = {y; y™ = 2™ pouru € §(2), u # s},
la transition de ce nouvel échantillonneur s’écrit :
q (2, 05 y*) = [1/card S (2)] exp (8, U (z*, y*))
(> exp(6,U@ 7)™
22 (s)=%2 (s)
si #%(s) = z2(s) pour un s € S (2), q (=2, 6; y*) = 0 sinon.
Ces chaines de Markov sont irréductibles : la probabilité de transition

d’un point 4 un autre en un nombre de pas égal au cardinal de S est
toujours > 0.

On prouve ([31], [32], [13]) que, pour toute fonction H de K dans R?,
on a, pour chacune de ces chaines des solutions de I’équation de Poisson
z — a(f, z) et 2> — b(6, 2?), satisfaisant 2 :

lla (6, )1 +11{0/96)a (8, ) [I+11b(8, ) || +11[0/08]b (8, -) || < Cteesl®l,
pour une constance ¢ > 0.
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Description de I’algorithme SEM. — Apres une observation X' = z!, on
cherche un estimateur du maximum de vraisemblance, Arg min v, avec

v(0) = —Log Py (X' =a') = —Log Y (', 2°);
z2€ K>
Vo (0)=Eg(U(X))— Eg (U (2, X?)| X' =2');

et, si I'y désigne la covariance, la différentielle seconde est :
D?v () = =T (U (X)) +Tg (U (2, X*)| X! = 2').
On suppose la matrice Z U () TU () inversible; alors Ty (U (X)) est

zeK
définie positive et, pour le champs de Gibbs observable sans partie cachée,
Vv ne s’annule qu’en un point qui est I'estimateur du maximum de
vraisemblance; ce cas, étudié en [31], ne comporte pas de piege.

L’algorithme SEM du champs de Gibbs partiellement observé étudié par

Younes ([32], dans un cadre plus général) est un algorithme du gradient
stochastique :

Zny1=Zn — ['7/”] (U (Xn+1) -U (Ila £n+1))v

ol, a Vinstant n, X,4; et ,41 sont générés de maniere indépendante
conditionnellement au passé, X, 11 de loi p(X,, Z,; -) et £,41 de loi
Comme U est bornée, | U (-) || < ||U ||, || Zn || < Cte+2v|| U ||Logn et

exp ([1U | + | Za|l) = O (n"),

ol v peut &tre choisi assez petit pour que b < 1/2.
L’algorithme peut alors s’écrire, selon la formule (8) précédente,
Zn+1 + Up41 = Yn+1 = Yn - [’Y/n] (V’U (Yn) + En+41 + Tn+1>7

ol, p.s., (u,) — 0, 5 Yn Eny1 CONVErge,

Z (a7 4+ ¥a [ Pnga ) < oo

Lorsque ||| — oo,

(Vu(), 0)=a(@/I101)161,
a(6) :sgp(ﬁ, U(x)) ——suzp(G, U(zh, z%)).

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



LES ALGORITHMES STOCHASTIQUES CONTOURNENT-ILS LES PIEGES ? 421

[HG] Hypothéses sur la vraisemblance

O inf{a(d) : ||| = 1} > 0;

O les zéros de V v sont isolés.

La premiere de ces hypotheses est une propriété un peu plus forte que
la propriété déja introduite : « Z U (z)TU (z) est inversible ». C’est une

€K
propriété de contraction a U'infini grice a laquelle la suite (Z,,) est bornée;

la seconde des hypotheses [HG] implique alors la convergence presque siire
de (Z,) vers I'un des zéros de Vv (cf. [5] et [8]).

De plus, pour j = card S,

E([U(Xn4s) = U (2, &ari)] TU (Xnts) = U (2, &nar)] | Fn)

> / p; (Xo, Zo; dz) U (2)TU ();

si Vu(z*) = 0, sur I'(2*), la limite inférieure de ce minorant est > 0,
et le corollaire 5 s’applique.

PROPOSITION 7. — Sous les hypothéses [HG], I’algorithme SEM du champs
de Gibbs partiellement observé converge, p.s., vers un maximum local de
la vraisemblance.

IL.4. Vers le recuit simulé
Dans les divers exemples précédents, on s’est ramené a un algorithme
Zn+1 = Zn + Tn h (Zn) +cn [5n+1 + Tn+1] + ni-fla
pour lequel (&,,) est un bruit sur I' (2*) et (r,) une suite adaptée a F telle
que Z 72 < 00, p.s. sur I'(2*). Si I'on n’est pas assuré de I’excitation de
(€5,) dans une direction répulsive, on peut prendre 0}, = ¢, €n41, OU (€y,)
est une suite de vecteurs aléatoires indépendants, ayant un moment d’ordre
> 2 fini et de méme loi supposée centrée et de covariance I inversible. La

suite (e,,) peut étre engendrée par simulation, e, indépendante de F,,.
Soit G, la tribu engendrée par F,, et (ex)r<n; p.s. sur I' (2*),

lim inf A0 F ([En+1 + €n+1] T[€n+1 + €n+1] l Qn) > Anin I’ > 0.

Alors, si (g,,) a, sur I'(2*), un moment conditionnel d’ordre > 2 fini,
le bruit (&, + e,) a la propriété d’excitation requise dans [H2b]; le piege
z* est, p.s., contourné.

Cette méthode est analogue a celle du recuit simulé.
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Comme on l’a vu en introduction, le recuit simulé reste en général

indispensable pour obliger un algorithme du gradient & contourner les
minima locaux.

Ainsi, on prouve dans [13] que I'algorithme SEM du champ de Gibbs
partiellement observé perturbé par 3 (n Log Logn)~'/?e,,, converge en
probabilité vers un maximum de la vraisemblance (sous les hypotheses
[HG] et avec (3 assez grand).

11 est toutefois utile d’éviter le recuit si I’on sait (comme dans le cas
de I’analyse en composantes principales ou dans la recherche des minima
d’une fonction qui n’a pas de minima locaux) qu’il suffit de contourner
les pieges pour converger, p.s., vers I'une des cibles recherchées. On sait
en effet étudier la vitesse de convergence vers les points attractifs pour
I’algorithme et cette vitesse aurait été ralentie par un éventuel recuit.

APPENDICE

Loi d’une série régressive perturbée

I1 est souvent utile d’étudier la loi d’une somme d’une série régressive;
on peut dans divers cadres prouver qu’elle ne charge aucun point.

Ce type de résultat est obtenu par Lévy [20] et Jessen-Winter [14] lorsque
(e, est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi, centrée
et de carré intégrable. Des versions relatives aux martingales sont données
par Barlow [1], Burkholder [4], Lai-Wei [18] et Wei [33]. En voici la
version utilisée dans notre article, proche de celle prouvée sans le terme
résiduel ® par Lai et Wei.

La démonstration qui suit, due a Bernard Delyon dans le cas
unidimensionnel et & Pierre Priouret dans le cas multidimensionnel, est

meilleure que la ndtre; qu’ils soient remerciés de nous autoriser a la
reproduire.

THEOREME A. — Soit F = (F,,) une filtration et € = (e,,) un « bruit » a
valeurs dans R adapté a F : pour tout n,

E(ll€n+1 ”2 lfn) < 00, E(En—l-l l]:n) =0.

Soit ® = (®,,) une autre suite de vecteurs aléatoires de dimension d adaptée
a F et (c,) une suite réelle déterministe avec une infinité de termes non
nuls et telle que Z lcn |? < o0.
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Désignons par H un ensemble de trajectoires pour lesquelles on a :

O les conditions de « Marcinkiewick-Zygmund » sur le bruit :
lim sup E (|| eng1 |?| Fn) < 00, liminf E(||ent1 ||| Fn) > 0;

0O ® est la somme de deux suites adaptées a F, (1) et (Ry,) avec

o o 1/2
z||rn||2<ooetE<1HZ ||canl|)———o(z |cn‘2> .
n=N

n=N

oo

Sur H, la série E cn (@, + €n) converge, p.s., vers une variable aléaoire

n=1
finie L et, pour toute variable aléatoire Y mesurable par rapport aFp,,p
entier quelconque, on a :

PHN(Y =L)) =0.

Démonstration. — a) Simplifications du probleme

[J On se raméne 2 p = 0, en considérant la filtration (Fr4p)n>o €t la
relation :

oo P
> ciap (Rhup +ejap) = (Y =3 ex (B + 5k)>-
=1 k=0

O On peut prendre Y = 0; si ¢ =inf{r;r > p, |c | > 0}, on remplace
(®,) par (®,) avec B, — Y/cq = &y, &, = &, pour n # q.
1 Enfin, selon la remarque 2) de 1.2, on peut supposer que :

> Nl < Cte,
et, pour deux constantes A et B, p.s. pour tout n :
0< A<E(leassl|F) et E(llensal|F0) < B.

[ Dans le cadre précédent, la série régressive Z Cp En41 CONVEIEE P.S.
Soit L = Z ek (Pr + €k)-

k=1

b) Soit
o o0
Pn = Z ckaketai = Z ci.
k=n k=n
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On a:
E(”pn ”2 |Fn—1) < Bai.

Montrons que : E (|| p, ||¥2| F,_1) > Cyal/?, €, constante > 0.
Remarquons d’abord que,pour 0 <a<leta; >0,1<i< d,
d*Haf +... 4+ aS) < (a1+...4ag)* <af +... +a;
on utilise I'inégalité de Holder pour la premiére inégalité et la relation
P+ (1-t)*>1si0<¢t<1 pour la seconde.
Notant pi, 1 < i < d, les composantes de P

E(lon P21 Fac) = E((IA + ... + [0/ | Fu_y)

d
2d7VEY D E (0 Fasa).

i=1
Par une inégalité de Burkholder, pour une constante Cy >0,

[e )

3/4
E((6]*? | Fucr) > C1 E (Z ci[eu?) | Faci

k=n
Par I'inégalité de Holder,
oo oo 3/4
o 8t s (o 5 aur)
k=n k=n

d
de plus : Z [eb 1372 > | ex |IP/2.

i=1

Pour Cy = C,d~1/4 ,43/27
oo d .
E(lpn*? | Facr) > Crd 402 3" 2 (E (Z ek |3/2|fn_1>>
k=n =1

2 Crd™ a2 N G E (|6 |2 Fas)

k=n
2 02 Oli/2.
On en déduit que E (|| py ||| Faz1) > Ca,, C constante > 0, par les

inégalités :

O3 an < (E (o I | Fae1))? < E (|l pu 1| Facs) E (|| pu 12| Fus)-
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¢) Posons :

n

Su=) ck(Pk+er), Ta = > @i
k=n

k=1
Tn=L~-S,-1=pn+Tn

Soit @ — U (a) une fonction borélienne de R*\0 dans I'ensemble des
matrices d X d orthogonales telle que :

U(a)[a/llall]l = e,
ey étant le premier vecteur de la base canonique, Tey=(1,0,...,0).
Le premier vecteur ligne de U (a) est a/|| a|].
Sur G = {L =0} N H, pour tout n, Sp—1 +T,, =0 et:
| Tl exr + U (Sp-1) Tn = 0,

1l o llex + U (Sn1) pu | < [l ll = 1 Tn 1]+ Wl on = Tull < 2[] 7 [l

Pour G, = {P (G| F,) > 0}, E(|1¢ — 1g, |) tend vers 0 si n — oo.
P(Gno1) < [Can) M E (L, E ([l pnlle1] Fa-1)) |
=[Ca) 1 E(lg,_, E(llpnller + U (Sn-1) pn | Fa-1) |l
<[Con] IE(G E (Il pnller + U (Sa-1) ol | Fa-r))
+E(|16 ~ la, |[EQllpnll | Fn-1))
< Ctea; (E(llpnI?) E (116 — 16, ))/* + Cte a" E (1g || ma [))-
Avec la simplification effectuée en a), Z |7 ||? < Cte, et

0o 1/2
E(lg||all) < Cte an (Z & ||2>
k=n

+ Cte F (1H (Z || cx R ||)) =o(an).

k=n

La suite (P (G,)) tend vers O et P(G) =0. H

COROLLAIRE B. — Le théoréeme A est encore valable en remplagant les
suites (cn), (en) et (®,) par des suites complexes unidimensionnelles.

Démonstration. — On se rameéne 2 ¢, réel en écrivant

Cn (€ + ®n) = |en | (], + 7).
On applique alors le théoréme A au modele bidimensionnel formé par les
parties réelles et imaginaires. W
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