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Les algorithmes stochastiques
contournent-ils les pièges?

Odile BRANDIÈRE et Marie DUFLO
Universite de Marne-la-Vallee, Equipe d’ analyse et de mathematiques appliquees,

2, rue de la Butte Verte, 93166 Noisy-le-grand Cedex.

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 32, n° 3, 1996, p. 395-427 Probabilités et Statistiques

On etudie ici la validite d’ affirmations communement admises :
« un algorithme du gradient converge vers l’un des minima locaux »

ou « un algorithme stochastique ne peut converger que vers un point
asymptotiquement stable de 1’equation differentielle associee ». On prouve
qu’un algorithme contourne un piege regulier des que le bruit est excitant
dans une direction repulsive.

ABSTRACT. - Do stochastic algorithms fall into traps? We are considering
the validity of commonly held claims: "a stochastic gradient algorithm only
converges towards one of the local minima" or "a stochastic algorithm
only converges towards an asymptotically stable solution of the associated
differential equation". We prove that a stochastic algorithm does not fall
into a regular trap if the noise is exciting in a repulsive direction.

INTRODUCTION

Cibles et pièges

L’ approximation stochastique est essentiellement Fetude du comporte-
ment asymptotique d’une suite de vecteurs aleatoires a valeurs dans G,
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396 O. BRANDIERE ET M. DUFLO

ouvert convexe de (Zn), satisfaisant a la relation recursive perturbee :

où h est une fonction continue de G dans IRd, (r~~) une suite de « petites »
perturbations; (~y.~) sera toujours une suite deterministe, positive, satisfaisant
a:

Depuis Particle historique de Robbins-Monro [30] et jusqu’ a des travaux
plus recents, en automatique et en theorie des neurones notamment, on
connait l’intérêt d’ algorithmes pour lesquels on n’ a pas un choix libre de la
perturbation, la variable h (Zn) n’ étant observee (ou facilement calculable)
qu’ a un « bruit » aleatoire pres : alors = ~’n ~n+1.
Si A = {z; h (z) = 0~, on souhaite en general obtenir la convergence

de l’algorithme vers une cible z * E 0 * , A* C A.
Il existe de nombreuses methodes visant a s’assurer que la distance de

(Zn) a l’une des composantes connexes de A tend, p.s., vers 0 (cf [5],
[8], [22], [25], ...).
Dans cet article, on se place dans l’un de ces cadres en supposant

les points de 0B0* isoles; prouver que l’algorithme contourne les

pieges revient alors a prouver que, pour tout z * E  B *, Fevenement
T (z* ) _ ~ (Zn) tend vers z* ~ est negligeable.
Minima d’un potentiel
Par exemple, lorsque U est un potentiel, fonction de classe C1 de G dans

R+ de gradient V U, on recherche les minima (A* = Argmin U) - ou les
minima locaux (A* = Argminloc U) - de U par un algorithme du gradient :

Les pieges de [GR] sont les zeros de V U qui ne sont pas dans  * .
Afin d’atteindre les minima de U, plusieurs auteurs ont explore les

methodes du recuit simule, notamment Kushner [16], Pflug [22], Gelfand-
Mitter ([9] et [10]), Hwang-Sheu [13]. Ainsi, Gelfand et Mitter [9]
ajoutent a la perturbation ryn decrite ci-dessus une excitation auxiliaire

independante, obtenue par simulation :

ou (W~) est une suite de vecteurs aleatoires gaussiens independants et de
meme loi, de covariance inversible, et ( sn ) une suite decroissant lentement

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



397LES ALGORITHMES STOCHASTIQUES CONTOURNENT-ILS LES PIECES ?

vers 0; sous des conditions assez générales, (Zn) converge en probability
vers Argmin U des que l’on choisit

c positif assez grand.
Si possible, on prefere toutefois eviter d’ alourdir 1’ algorithme par recuit

simule. On sait alors que 1’ algorithme [GR] ne peut pas eviter les minima
locaux (la decroissance trop rapide de (Tn) empeche de sortir des puits
entourant les minima locaux); il s’agit ici d’étudier s’il evite les autres

pieges, points selles et maxima locaux.

La méthode de l’équation differentielle
Une idee feconde introduite notamment par Derevitskii-Fradkov [6],

Ljung [21] ] et Kushner-Clark [17] est de comparer, sur 1’ ensemble des

trajectoires telles que ~ converge, [ER] a 1’equation differentielle

z etant une fonction de classe C1 de R+ dans IRd.
Les cibles de 1’ algorithme sont en general les zeros de h

asymptotiquement stables pour [ED] sur lesquels nous reviendrons en 1.1.
Selon le theoreme de Kushner-Clark [17], si z* E A*, alors la suite (Zn)

tend vers z * des qu’elle est bornee et revient infiniment souvent dans un
compact d’ un bassin d’ attraction de z*. Ce resultat a ete souvent utilise
en automatique dans des exemples ou Rd tout entier est bassin d’attraction
d’un unique point de A* ([2], [21], [23], ...). Mais, dans le cas general, il
n’est pas forcement plus facile de verifier la recurrence dans un compact
d’un domaine d’ attraction de z * E 0 * (baptisee parfois « convergence au
sens de Kushner-Clark ») que la convergence vers la cible z* . Il s’ agit de
lever cette difficulte.

Une formulation precise du cadre que nous etudions sera donnee en 1.1.
et 1.2. Le resultat principal est le theoreme 1 enonce en 1.2. Le meme

probleme a ete etudie par Nevel’son-Has’minskii [25] (chapitre 5, p. 113-
121) pour les pieges que nous appellerons « repulsifs », et recemment par
Lazarev [ 19] pour les pieges generaux. Notre apport essentiel par rapport a
ces travaux tient a la structure plus generale de la perturbation : ce point
sera precise en 1.5 et confirme par des exemples en II.
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398 O. BRANDIERE ET M. DUFLO

I. COMMENT LE BRUIT PERMET-IL
DE CONTOURNER LES PIECES?

On etudie un algorithme stochastique défini sur un espace de probabilite
( S~, A, P) a valeurs dans de la forme

sur l’ensemble des trajectoires F (z* ) _ ~ (Zn) -~ z* ~ ou z* est un « piege
regulier », notion dont le sens precis est donne en 1.1. Pour un vecteur v
de on designe aussi par v la matrice colonne est la

norme euclidienne. Si A est une matrice, TA est sa transposee; I (ou Id
pour preciser la dimension) est la matrice identite.

1.1. Presentation des pieges reguliers

Afin de preciser la nature des « pieges », considerons d’ abord 1’ equation
differentielle [ED] definie ci-dessus. Le cas le plus simple est le cas lineaire
ou h (z) = H (z - z* ), H matrice d x d :

RAPPELS RELATIFS A L’ÉQUATION
DIFFERENTIELLE LINÉAIRE (1)

La solution de (1) est :

Ses proprietes sont simples et eclairent le probleme pose.
a) Si A (H) et A (H) sont respectivement la plus petite et la plus grande

partie reelle des valeurs propres de H, les deux cas suivants sont les plus
simples.

 0 ( z * est attractif). Alors toute solution de (1) tend vers
z * si t --~ oo et z * est un point asymptotiquement stable pour 1’ equation
differentielle ( 1 ).

> 0 ( z * est repulsif) . Alors, toute solution de (1) telle que
z (0) ~ z* satisfait a (t) - --~ oo si t --~ oo.

b) Supposons  (H) > 0 > ~ ( H ) . Le polynome minimal de H

est le produit de deux polynomes M+ et M- dont les zeros ont

respectivement des parties reelles > 0 et  0; IRd est la somme directe de
K+ (H) = Ker [M+ (H)] et de K- (H) = Ker [M- (H)] ou K+ (H) est

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



399LES ALGORITHMES STOCHASTIQUES CONTOURNENT-ILS LES PIECES ?

l’ensemble des directions repulsives, K- (H) est 1’ensemble des directions
non repulsives.

Soit une matrice de changement de base dont les premiers vecteurs
colonnes forment une base de K+ (H) et les suivants une base de K- (H) :

pour

D’ apres a), une solution bornee de (1) satisfait a y+ (t) == y+ pour tout t;
son orbite se trouve dans le sous-espace affine

HYPOTHESES DE RÉGULARITÉ

Afin de comparer, au voisinage de z * , [ER] ou [ED] a ( 1 ), on fait les

hypotheses suivantes.

[H 1 ] Régularité de la fonction h au voisinage de z * .

La fonction h n’est étudiée qu’au voisinage d’un « zero régulier de h »

z*, c ’est-9-dire d’un point z* E Rd tel que :
0 h (z* ) = 0;
© il existe un voisinage ouvert V (z* ) de z* dans lequel h est

différentiable avec une differentielle lipschitzienne.
On note : H = D h ( z * ) . On peut choisir V ( z * ) convexe; alors, sous

~Hl], si z E V (z* ),

avec

Vol. 32, n° 3-1996.



400 O. BRANDIERE ET M. DUFLO

DEFINITION. - Sous l’ltypothese [H 1 ], le point z* est un piège lorsque
A (H) > 0. C’est un p18ge répulsif si 03BB(H) > 0.

1.2. Hypotheses relatives a l’algorithme

Les hypotheses suivantes relatives aux pas et aux perturbations aleatoires
sont classiques.

[H2] Proprietes des perturbations
On suppose que la perturbation est de la forme :

[H2a] Les suites (en) et (rn ) sont des vecteurs aléatoires de dimension
d définis sur l’espace de probabilité (SZ, A, P) adaptés a une filtration
F = (Fn); Zo est 00-mesurable et l’on ales propriétés suivantes, p.s. sur
r (z*) _ (Zn (w)) ~ z* ~ v

n

(cette propriété s’exprime par « sur T (z*), est un bruit adapt£ a F
ayant un moment conditionnel d’ordre 2 fini »).

[H2b] Excitation dans une direction repulsive de H = Dh (z* ) .
Notant ~(r)n la projection de ~n sur K+ (H) parallèlement a K- (H),

[H3] Propriétés des pas
Les suites (-yn ) et sont des suites déterministes et positives, choisies

de telle sorte que,

Dans les paragraphes 1.3 et 1.4 nous prouverons le theoreme suivant qui
est le point principal de cet article.

THÉORÈME 1. - Sous les hypotheses [Hl, H2, H3], si le point z* est un
piège, l’événement r (z* ) est négligeable.

HEURISTIQUE

Le contenu de ce theoreme est intuitif. L’excitation du bruit dans une

direction repulsive interdit a l’algorithme ce qui etait possible pour une
solution de [ED] : converger vers un piege repulsif en restant dans un
sous-espace attractif.

Annales de l ’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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REMARQUES RELATIVES [H2] ET [H3]

1 ) version simplifiée de la propriété d’excitation

Lorsque le bruit a, sur T ( z * ) , un moment conditionnel d’ ordre a > 2,
c’ est-a-dire :

on a, par 1’ inegalite de Holder,

On peut donc remplacer la condition [H2b] par la condition suivante,
souvent plus maniable : p.s. sur T (z* ),

c’ est en particulier le cas si :

2) Un outil destine a simplifier les demonstrations
Dans la suite, il s’ agit de prouver P (T (z* ) ) = 0.
Il suffira de faire les demonstrations en supposant que, pour trois

constantes K  oo, A > 0 et B  oo, on a :

et, quel que soit n, p.s. :

Pour obtenir (4), il suffit de remarquer que r (z* ) est la reunion de ses

intersections avec BK = ~ ~ ( ~ rn+1 ~ ( 2  K ~ pour K entier, puis de
n

remplacer rn par rn = rn si ~ ~ ~ rj 112  K, rn = 0 sinon. Un theoreme
j=o

prouve avec la suite (rn) le sera, sur BK, avec (rn).
Pour obtenir la reduction (5), on utilise l’astuce suivante due a Lai et

Wei [18]. Soit, sur un espace de probabilite (0’, A’, P’) une suite (8n) de
vecteurs aleatoires de dimension d independants et de meme loi, bornes et

centres. On definit sur (Q x H’, A Q9 A’, P Q9 P’) la filtration F = (0n)
avec Fn = 0n Q9 a (bj ~ j ~ n). Soit :

Vol. 32, n° 3-1996.



402 O. BRANDIERE ET M. DUFLO

Pour tout a > 0, on peut trouver A, B et un entier p tels que :

Posons :

La suite (fn+p) est adaptée a et satisfait a (5). L’ algorithme
[ER] dans lequel on remplace En+p par sn+p pour n 2:: 0 coincide avec
l’algorithme etudie sur F1 Si l’on prouve que les pieges sont, p.s.,

n?p
evites sous la condition (5) pour tous A, B, p, alors P (I‘ (z* ) )  a pour
tout a et P ( T ( z * ) ) = 0.

Les relations (4) et (5) seront donc utilisees dans les demonstrations sans
restreindre le cadre des theoremes.

3) Sous [H2-3], L e;  oo et les series L e; et L cn ~n+1
convergent p.s. sur T (z* ) . Il suffit de voir, si (5) est satisfaite, que

Fesperance de la premiere est finie et que la seconde est une martingale
de carre integrable convergente p.s.

4) L’hypothese [H3] est la condition courante des pas decroissants pour
des algorithmes stochastiques.

1.3. Piege répulsif

LEMME 2. - Soit H une matrice complexe repulsive dont la plus petite des
parties réelles des valeurs propres 03BB (H) est > 0.

Si est une suite a valeurs dans Cd, bornée et satisfaisant a une
relation recursive :

alors, pour p assez grand et Bn = (I + 03B3n H) ... (I + qp H) , la série
o

£ B-1j gj+i converge vers [-wp].
>=p

DEmonstration - Soit L un réel tel que 0  L  A (H). Il existe une

norme de Cd, ] . ] , telle que, si q est un réel positif assez petit (q  y) ,
pour tout vecteur v de Cd :

On le voit facilement par un changement de base transformant H en une
matrice dont les termes de la diagonale sont les valeurs propres, ceux situes

Annales de l ’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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immediatement sous la diagonale egaux a 0 ou à t > 0 arbitrairement petit,
les autres termes etant nuls.

Puisque la suite tend vers 0, on peut choisir 1’ entier p tel que, pour
n ~ ~ ~ ’Yn  ’y et :

autrement dit I
Comme

Le lemme resulte alors de Fegalite :

Avant d’ examiner le cas multidimensionnel, voici une demonstration plus
simple valable dans le cas unidimensionnel.

LEMME 3. - Piège répulsif unidimensionnel. Avec les hypotheses [H1-2-3],
on suppose que d = 1 et que h’ (z* ) _ ~ > 0. Alors P (T (z* ) ) = 0.

Demonstration. - a) Il existe, sur un voisinage W de 0, une fonction cp
derivable avec une derivee lipschitzienne telle que

La fonction cp doit satisfaire a cp (0) = 0, cp’ (0) = 1.
Posons cp (z) = z exp [G (z)~ avec G (0) = 0; 1’equation (6) devient

En tenant compte de (3), pour ~ 7~ 0,

La fonction g est continue et bomee au voisinage de 0 sauf eventuellement

en 0; la fonction G ( z ) = g ( u ) du convient.
b) Soit V1 ( z * ) un voisinage de z * suppose ouvert, convexe et contenu

dans V ( z * ) n ~ z; z - z *. E W ~ . Considerons pour p entier :

Il suffit de prouver que Fp est negligeable quel que soit p.
Or, sur Fp, pour n > ~ :

Vol. 32, n° 3-1996.



404 O. BRANDIERE ET M. DUFLO

ou 03C1n+1 = Zn]2). Posons ’Pn = z* ) :

Or pn+i est Fn+1-mesurable et, sur Fp, = 0 + cn ~~n+1~2;

of, p.s. sur T (z* ), ~ (rn+1 )2  oo et (cp‘ (Zn - z* ) ~n+1 ) _ (e~+1 )
satisfait aux mêmes hypotheses que 

D’après le lemme 2 applique a la suite et le théorème A de

l’appendice P ( r p ) = 0..

PROPOSITION 4. - Piège répulsif multidimensionnel. On donne une matrice
d x d a coefficients reels et repulsive, H.
On considère un algorithme a valeurs dans Rd :

On fait les hypotheses [H3] sur les pas.
On considère un ensemble de trajectoires note A sur lequel les propriétés

énoncées en [H2a] et [H2b] sont vérifiées.
On suppose enfin que (Hn) est une suite de matrices aléatoires d x d

adaptée a IF. Alors, r = A ~ {(Zn) tend vers 0 et (Hn) tend vers H}
est négligeable.

Remarque. - Il est facile de voir que, selon cette proposition, un piège
répulsif régulier est contourne.
En effet, si z* est un tel piège, et si H = Dh (z* ), on choisit le voisinage

V ( z * ) de l’hypothèse [H 1 ] ouvert, convexe, et tel que, pour z E V ( z * ) ,

avec, selon

La proposition 4 prouvera ainsi que Fp est negligeable, donc que

r (z* ) U Fp est negligeable.
Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Demonstration de la proposition 4. - La remarque 2) de 1.2 s’ applique
et l’on suppose effectuees les reductions (4) et (5).

a) Préliminaire. - La matrice H etant repulsive, il existe, selon un

lemme de Lyapounov, une matrice Q symetrique et définie positive telle
que QH + T HQ = 2 I. Pour y et z dans IRd,

Posant

L’ ensemble F est la reunion de ses intersections Fp avec

Sur Fp, pour

Posons

Avec les reductions (4) et (5), par 1’ inegalite de Kolmogorov,

Comme E ~~z) tend vers 0 si M ~~ oo, on obtient :

b) Soit 0  L  A (7~) et une norme [. de R~ telle que, si 0  q  ~y,

on prend p entier, tel que, pour n > p, ryn  y.

Vol. 32, n° 3-1996.
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Pour n > p, on a, sur Fp,

On ecrit alors sur Fp, pour n 2: p, selon le lemme 2 :

Sur r p, posons

avec

Or :

Annales de l ’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Pour etudier cette majoration, on fait quatre remarques :
D d’apres a),

D ( sup est, sur rp, une suite majorée par une constante qui
n>N

tend vers 0 si N - oo;

On est dans le cadre d’application du theoreme A de l’appendice et

P (rP ) = 0; r = UFp est négligeable. []

1.4. Piege regulier général

Il s’ agit enfin de prouver que les pieges réguliers quelconques sont

contoumes.

REDRESSEMENT

Pour l’étude du cas general, on a recours dans la theorie des equations
differentielles a des proprietes de « redressement » de h au voisinage de z*.
Reprenant la transformation lineaire P définie en 1.1 dans le cas general,
on se ramene a :

Soit 8 la dimension de Ker M+ (H); on associe à y E ~+ E R~ et
y- E IRd-8 tels que ~’~ _ (T y+, T ~- ) . Au voisinage de 0,

q de classe C1, q (0) = 0, Dq (0) = 0, Dq lipschitzienne.
Considerons le systeme differentiel :

Vol. 32, n° 3-1996.
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D’apres un lemme de Poincare datant de 1886 ([29]; cf Hartman

[11] p. 228-242, lemme 5.1, exercice 5.1 et corollaire 5.2), il existe une

fonction G definie sur un voisinage de 0 dans IRd-8 a valeurs dans R~,
differentiable et telle que :
D G est differentiable avec une matrice jacobienne DG lipschitzienne,

G (0) = 0, DG (0) = 0;
D si y (0) est dans un voisinage W de 0 et si ~+ (0) = G (~/" (0)),

La seconde propriete signifie que, dans un voisinage W de 0
D y+ = G (~-) implique g+ (y) = DG (7/’) g- (y).
On choisit W ouvert et convexe.

Pour y E W, notons u+ = ?/~ 2014 G (y ), ~’ = ~/’, u = (u+; u-);

Notant D+ la differentielle partielle par rapport a u+, on a :

ou A (u) est une matrice telle que ~~ A  Cte II.

TRANSFORMATION DE L’ALGORITHME

Les reductions (4) et (5) de 1.2, etant effectuees, soit V1 (z*) un voisinage
de z* ouvert et convexe tel que :

Posons

On a, sur Fp, pour n > p,

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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ou en+1 = [P~n+1]+ - DG (Yn-) (P et est une suite adaptée
a F telle que L ~~ Pn+1 ~~2  oo, p.s. sur T (z*);

Les hypotheses de la proposition 4 s’appliquent a ( Un ) . Il ne reste en

effet qu’ a examiner les proprietes du bruit et :

Avec les hypotheses [H2a], sur r (z* ), DG ( ~Yn] - ) tend vers 0 et ce dernier
majorant tend, p.s. vers 0; d’ ou, p.s. sur r ( z * ) ,

grace a 1’ hypothese [H2b],

Le theoreme est démontré. []

1.5. Commentaires

EXCITATION D’ORDRE P DU BRUIT

Soit p un entier > 1; [ER] implique :

on suppose que et tendent vers 1 si n - oo; sur r (z* ),
Y~ !! P  oo. Le theoreme 1 s’applique encore en remplagant la

propriete d’ excitation du bruit [H2b] par :

Vol. 32, n° 3-1996.



410 O. BRANDIERE ET M. DUFLO

Comme

on obtient, en tenant compte de la remarque 1 de 1.2, le corollaire aisément
maniable suivant.

COROLLAIRE 5. - On suppose que le bruit a, sur h (z* ), un moment
conditionnel d’ordre > 2 fini et que et tendent vers 1 si

n tend vers l’infini.
Le théorème 1 reste valable en remplaçant [H2b] par la condition

d’excitation suivante : il existe un entier p tel que, p.s. sur T (z*),
p

lim inf E ( ~~(r)n+j~2|Fn) > 0.

UN A UTRE REDRESSEMENT

Il est possible de généraliser la méthode utilisée en 1.3. pour prouver
Ie lemme 3 de la manière suivante. Soit 03BB une valeur propre de H de

partie réelle > 0 et v un vecteur propre de associe. Supposons qu’il
existe une fonction cp definie sur un voisinage de 0, a valeurs dans C, cp

supposée différentiable avec un gradient B7 cp lipschitzien et solution de
1’ equation de Poincaré

Alors la demonstration du lemme 3 est inchangee, en utilisant Ie corollaire B
de l’appendice, et prouve le theoreme 1.

L’ etude de 1’ equation de Poincare resulte de la linearisation de 1’ equation
differentielle [ED] lorsqu’elle est possible (cf Hartman [ 11 ], p. 256-271).

Cette methode - que nous avions utilisee dans un premier temps - est
plus simple... mais a 1’ inconvenient d’ introduire des hypotheses plus fortes
de differentiabilite de h au voisinage de z* ainsi que Fhypothese de non
resonance de H qui s’ avere difficile a verifier. Le redressement utilise en
1.4 est celui qu’utilise Lazarev [19].

RÉSULTATS ANTÉRIEURS
La methode utilisee ci-dessus nous semble plus facile a comprendre que

celle suivie dans [25] et [19] qui repose notamment, dans le cas repulsif,
sur la construction compliquee d’une fonction de Lyapounov.
Avec nos notations, les hypotheses de Nevel’ son-Has’ minskii [25] dans

le cas repulsif et celles de Lazarev [19] dans le cas general different surtout
sur les perturbations. Dans [19], les conditions de regularite sur h sont

Annales de l ’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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les memes que les notres et l’on impose aux pas la condition plus forte
/00 -1/2

03A3 03B32n (03A3 c2j)  oo, ce qui n’est pas tres important puisque l’on a
/

le choix des pas. Par contre les conditions imposees au bruit (e~) et aux
termes residuels (r~) sont plus restrictives que les notres. Dans [ 19], on a :

z ) > a > 0 pour tout entier n et z E Y ( z * ) .
Nous verrons en II divers cas ou l’ éIargissement de ces hypotheses

relatives a la perturbation n’ est pas superflu, tant sur la structure du bruit
que sur le terme residuel.

II. COMMENT APPLIQUER CE QUI PRECEDE ?

11.1 Cadre general

Dans tout ce paragraphe II, on se place sur un espace de probabilite
(S2, A, P) muni d’une filtration F = (.~’n ) ; on considere une suite adaptee
a F, (Hn) de vecteurs aleatoires de dimension d. On etudie un algorithme
a valeurs dans un ouvert G de 

sur l’ensemble de trajectoires F ( z * ) _ ~ ( Zn ) ---~ z * ~ , z* E G; (-yn ) est une
suite deterministe positive, = oo, ~ -yn  oo.

La perturbation (r~n) est adaptee a F; elle est souvent, mais pas toujours,
prise nulle; Zo est mesurable par rapport a On suppose qu’ un predicteur
raisonnable de a l’instant n est h (Zn), h fonction continue de G
dans R~.

L’erreur de prediction est 1rn+l = h (Zn) et :

c’est un algorithme [ER] du type de celui qui est etudie en I.
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ALGORITHME DE ROBBINS-MONRO [30]
Les cas usuels correspondent a des algorithmes de recherche de certains

des zeros de h (algorithme de Robbins-Monro). Lorsque U est un potentiel,
fonction de classe Cl de V (z* ) dans R, 1’ algorithme est un algorithme du
gradient lorsque h = - ~ U.

ALGORITHME DE KIEFER-WOLFOWITZ [ 15]
Soit U un potentiel de classe C2 de differentielle seconde lipschitzienne

au voisinage de z * ; il arrive que l’on sache realiser des experiences d’ effet
moyen U (z) mais pas des experiences d’effet moyen - V U (z). On peut
alors proceder comme suit.

Soient (bn) une suite qui decroit vers 0 et la base canonique de
d. A 1’instant n, Zn etant choisi, on realise 2 d experiences et 

1  ~  d, a valeurs reelles independantes entre elles conditionnellement
au passe; on suppose que Inexperience a ete realisee avec Ie controle

f j et qu’ un predicteur convenable de son resultat est U 
Un algorithme de Kiefer-Wolfowitz relatif a Zn = s’écrit

alors :

Sur r (z*), pour n assez grand :

ou = (~n+1 ) est une erreur de prediction;

cn = (~ q (n, z) ~~  Cte si z E V (z*) et si nest assez grand.
On supposera L b6  oo. Si U est seulement suppose de classe 01, V U

etant lipschitzienne, on remplace b~ par bn avec ~~ bn  oo.

Les hypotheses [H3] sont satisfaites avec 1’n = et bn = n-b,
1 /6  b  1 /2 dans le premier cas, 1 /4  b  1 /2 dans le second.

ALGORITHME NORME [28]
On modifie un algorithme de Robbins-Monro pour lequel r~l = 0, en

lui imposant d’être norme :
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Lorsque (Hn) est bomee sur F (z*), on obtient pour n assez grand :

etant Fn+1-mesurable et = 0 (1’n) sur F (z* ) . Autrement dit :

avec

On s’ est ramene a un algorithme [ER] pour lequel h a ete remplacee par g.
Dans ces diverses situations, z* etant respectivement un piege regulier

de h, ou de g, le theoreme 1 est le corollaire 5 s’ appliquent, a
condition de verifier les hypotheses relatives a la perturbation.

11.2. Modèle de regression

Considerons un modele de regression general adapte a IF, pour lequel Zn
est une variable explicative a l’instant n :

la suite est, sur F (z*), un bruit adapte a F ayant un moment
conditionnel d’ ordre 2 fini, selon 1’ expression definie en 1.2 (hypo-
these [H2]); la fonction h est inconnue.

Par exemple, supposons que :

pour une suite (Xn) adaptee a F de fonctions mesurables a valeurs dans
un espace (K, J’C) de loi ~c, Xn+1 etant independante de On est dans

le cadre precedent, si, tout z E Y ( z * ) , [H(., z)]2 est -intégrable;

Dans ce cas particulier, on est dans le cadre etudie par Lazarev pour
les algorithmes de Robbins-Monro et de Kiefer-Wolfowitz, mais pas pour
1’ algorithme norme a cause du terme residuel.
Dans le cadre de 11.1, En+1, et, pour les trois algorithmes decrits

ci-dessus, avec r~l = 0, le piege z* est, p.s., evite des que (En) est un bruit
excitant dans une direction repulsive.
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EXEMPLE : ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES

Soit (a un nuage de N points de de C la matrice :

On suppose que C a des valeurs propres toutes distinctes; si le nuage est

centre, 1’ analyse en composantes principales est la recherche des vecteurs
propres normes associes aux plus grandes valeurs propres. Voici deux

algorithmes pour la recherche de l’axe principal, inspires par les reseaux
de neurones.

Un algorithme du gradient
On cherche quels vecteurs z E R~ minimisent :

Soit

Notons Ai > ... > Ad > 0 les valeurs propres de C et ..., vd des
vecteurs propres normes et deux a deux orthogonaux associes.

L’ensemble des zeros de DV contient 0 et les vecteurs 1  j  d.
Dans la base ..., vd ) , soient zi , ..., zd les composantes de z; la

i-ième composante de DV/2 est

et, pour j ~ i,

D2 V (0) = -4 C, 0 est un maximum de V ; et, dans cette base, D2 V 
est une matrice diagonale dont les termes valent 2 (Ak - Ài) pour i ~ 1~
et 4 03BBk pour i = k.
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On choisit au hasard une suite de points du nuage c’ est-a-dire ( a (Xn ) ) ,
pour une suite (Xn ) de variables aleatoires uniformes ..., N ~ et
independantes. Soit (~yn ) une suite positive decroissante satisfaisant a [H3],
par exemple -yn = 

Pour Zo E Rd non nul et Cn = a (Xn), considérons l’algorithme

on montre alors de maniere classique que converge, p.s. vers 0 ou

vers 1’un des vecteurs propres unitaires de C (cf. [3]).
Les pieges de l’algorithme sont 0 et les vecteurs propres > 1,

points selles de V. Des que chacun des pieges est evite, on est assure de la
convergence, p. s., de l’ algorithme vers un vecteur unitaire de l’ axe principal.

Soit un piege pour i  1~, vi est vecteur propre de -D2 i~ 
associe a 2 (~i - Ak) > 0. On a :

d’ ou, sur

Comme le bruit est borne, Fhypothese [H2b] est satisfaite et le piege ~pt~
est contourne.

Pour le piege 0, la condition d’ excitation du bruit n’ est plus satisfaite :
une demonstration directe est necessaire. On dispose d’une majoration
grossiere K des normes des vecteurs du nuage.

Notant an = a 
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pour

Si l’on choisit -yo assez petit  1~2 KZ), si ~~ Zn ~~2 > 1/2, 0

et si ~~ Zn ~~2  1~2, ~~ ] > ~~ Zn ~~. Ainsi, la suite (Zn) ne s’annule
pas et ne peut pas tendre vers 0.

Pour ~yo choisi assez petit, le piege 0 est evite.

Un algorithme normé
Considerons l’algorithme norme suivant du a Oja [28] :

D’après II.1, il s’ ecrit :

avec 9 (z) == ( C - Les zeros de g sont les memes que ceux
de h introduits ci-dessus; tous sont des pieges reguliers sauf Oja et
Karhunen montrent la convergence, p. s., vers l’un de ces zero de g ([28];
voir aussi [5]). Les pieges sont evites si ~yo est assez petit : la preuve
donnee ci-dessus est presque inchangee.

PROPOSITION 6. - Les deux algorithmes précédents convergent, p. s., vers
l’un des deux vecteurs unitaires de l’axe principal.

D’ autres algorithmes analogues ont ete proposes pour la recherche

successive de vecteurs unitaires des axes principaux : voir par exemple
Oja [27] ou Hornik-Kuan [12]; a l’ exception d’une preuve partielle donnee
dans [28], ces auteurs se contentent de verifier que les cibles (p vecteurs
unitaires des p premiers axes principaux) correspondent aux zeros

asymptotiquement stables de 1’ equation differentielle associee. L’ analyse
des pieges de ces divers algorithmes peut etre entreprise a l’aide de ce qui
precede. Brandiere [3] mene a bien cette etude dans le cas d’un algorithme
du gradient.
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IL3. Petites perturbations markoviennes

Le cadre qui suit est a peu pres celui du livre de Benveniste-Metivier-
Priouret [2].
On reprend les schemas de 11.1, mais ici, dans la formule (7),

ou (Xn) est une suite, adaptee a F, d’observations aleatoires a valeurs dans
un espace mesure (K, /C); on suppose que la loi de conditionnelle a

Fn est p (Xn, Zn; ~), pour une probabilite de transition p de K x G muni
du produit de IC et de la tribu borelienne dans (K, 
Notons pz (x; .) = p (x, z; ~). On connait divers criteres de « recurrence

rapide » ou de « stabilite de modeles iteratifs » assurant la validite de

l’hypothèse suivante (cf. [24], [26] pour la recurrence ; [2], [7] pour les
modeles lipschitziens).
[HM] Proprietes de stationnarite
Il existe un voisinage V (z* ) de z tel que, pour tout z E V (z* ) les

propriétés suivantes soient satisfaites :
a) Il existe une probabilité z sur (K, invariante par pz, unique.
b) H (., z) est de carré intégrable pour ; on note

c) Il existe une fonction G définie sur K x V (z*) a valeurs réelles,
borélienne si K x V (z* ) est muni du produit de 03BA et de la tribu borélienne,
telle que G (., z) soit solution de l’équation de Poisson associée a H (., z) :

de plus :

Pour la chaine de Markov de transition pz, Mz est une loi stationnaire.

Lorsque Zn E V (z*), sous les hypotheses [HM], il est donc naturel de
considerer comme un predicteur de L’erreur de

prediction s’écrit :
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Pour n assez grand, sur r (z*),

La « petite perturbation markovienne » 03C0 = (03C0n) peut s’£tudier de la

maniere suivante.

J

bruit adapte à F ayant un moment conditionnel d’ ordre 2. Posons :

avec

Sous diverses hypotheses assez fortes de régularité de ce modele, on
parvient a prouver que :
D (Yn - Zn) tend vers 0;

D z --~ h (z) et, pour tout x, z --~ d~) H (x, z) sont

lipschitziennes; 
D la suite qui est Fn+1-mesurable satisfait a

lorsque l’on choisit 1’n = ~y n ~ b , 1/2  b  > 0.

Voir en [2] une axiomatique adaptee et des exemples; le cas ou pz ne

depend pas de z est evidemment le plus simple.

Alors, sur r (z*), E (‘~ H (Xn+l, z*) ~~2 ~ Fn) tend, p.s., vers 0.
Si la suite (H z*)) est excitante dans une direction repulsive et

si la perturbation complementaire r~~ est nulle, le piege est contourne.
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EXEMPLE : ESTIMATION D’ UN MODÈLE DE GIBBS

Description du modele. - On se place dans le cadre étudié par Younes
([31], [32]).

L’ observation est un champ de Gibbs X = = Fs, S etant
un ensemble fini de sites et F un ensemble fini de niveaux de gris; K est
muni d’une loi de Gibbs, définie pour x E K par

ou U est une fonction de K dans R~ connue et 0 un parametre inconnu
a estimer.

On note x ( s ) = ~ x ~ ~‘ ~ ; u ~ s ~ . On sait simuler une chaine de Markov de
loi stationnaire par exemple par un échantillonneur de Gibbs aléatoire,
dont le site transforme est tire au hasard. La transition de cet echantillonneur
s’ écrit :

si y (s) = x (s) pour un s E S, p (x, 0; y) = 0 sinon.
On suppose qu’une partie S (2) des sites est cachee; on note

On peut aussi simuler une chaine de Markov a valeurs dans K2 = Fs (2?
dont la loi stationnaire est la loi de X conditionnelle a X 1 = x 1 par un
échantillonneur de Gibbs aléatoire conditionnel. En posant

la transition de ce nouvel echantillonneur s’ écrit :

si y2 (s) = x2 (s) pour un s E S (2), q (x2, 0; y2) = 0 sinon.
Ces chfines de Markov sont irreductibles : la probabilite de transition

d’un point a un autre en un nombre de pas egal au cardinal de S est
toujours > 0.

On prouve ([31J, [32], [13]) que, pour toute fonction H de K dans ~d,
on a, pour chacune de ces chaines des solutions de 1’ equation de Poisson
x -~ a (8, x) et X2 -+ b (8, x2), satisfaisant a :

pour une constance c > 0.
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Description de l’algorithme SEM. - Après une observation X 1 = on

cherche un estimateur du maximum de vraisemblance, Arg min v, avec

et, si designe la covariance, la differentielle seconde est :

On suppose la matrice L inversible; alors T e ( U ( X ) ) est
xEK

definie positive et, pour le champs de Gibbs observable sans partie cachee,
ne s’ annule qu’en un point qui est 1’ estimateur du maximum de

vraisemblance; ce cas, etudie en [31], ne comporte pas de piege.
L’ algorithme SEM du champs de Gibbs partiellement observe etudie par

Younes ([32], dans un cadre plus general) est un algorithme du gradient
stochastique :

ou, a Finstant n, et ~n~1 sont generes de maniere independante
conditionnellement au passe, Xn+1 de loi p (Xn, Zn; .) et de loi

.).
Comme U est bornée, ~ U ( . ) ~  ( ( U ", ( ~Zn~ ~ Cte+203B3~ U ~ Log n et

où l’ peut etre choisi assez petit pour que b  1/2.
L’ algorithme peut alors s’ écrire, selon la formule (8) precedente,

Lorsque
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[HG] Hypotheses sur la vraisemblance
0 ~~ B ~~ = 1~ > 0;
[] les zéros de V v sont isolés.

La premiere de ces hypotheses est une propriete un peu plus forte que
la propriete deja introduite : « L U (x) T U (x) est inversible ». C’est une

xEK

propriete de contraction a l’infini grace a laquelle la suite (Zn) est bomee;
la seconde des hypotheses [HG] implique alors la convergence presque sure
de (Zn) vers l’un des zeros de V v (cf. [5] et [8]).
De plus, pour j = card S,

si ~ v ( z * ) = 0, sur r ( z * ) , la limite inférieure de ce minorant est > 0,
et le corollaire 5 s’ applique.

PROPOSITION 7. - Sous les hypotheses [HG], l’algorithme SEM du champs
de Gibbs partiellement observe converge, p. s., vers un maximum local de
la vraisemblance.

IL4. vers le recuit simule

Dans les divers exemples precedents, on s’ est ramené a un algorithme

pour lequel (en) est un bruit sur r (z*) et (rn) une suite adaptee a F telle
que y~ rn  oo, p.s. sur r ( z* ) . Si l’on n’est pas assure de l’excitation de
(en ) dans une direction repulsive, on peut prendre r~n+1 = c~, en+1, of (en )
est une suite de vecteurs aleatoires independants, ayant un moment d’ ordre
> 2 fini et de meme loi supposee centree et de covariance r inversible. La
suite (en ) peut etre engendree par simulation, independante de 
Soit Qn la tribu engendree par et p. s . sur r ( z * ) ,

Alors, si (en) a, sur r ( z * ) , un moment conditionnel d’ ordre > 2 fini,
le bruit (en + en ) a la propriete d’excitation requise dans [H2b]; le piege
z* est, p.s., contourne.

Cette methode est analogue a celle du recuit simule.
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Comme on l’a vu en introduction, le recuit simule reste en general
indispensable pour obliger un algorithme du gradient a contourner les

minima locaux.

Ainsi, on prouve dans [13] que 1’ algorithme SEM du champ de Gibbs
partiellement observe perturbe par f3 (n Log Log n ) -1 ~ 2 converge en

probabilite vers un maximum de la vraisemblance (sous les hypotheses
[HG] et avec f3 assez grand).

Il est toutefois utile d’ éviter le recuit si l’on sait (comme dans le cas
de l’analyse en composantes principales ou dans la recherche des minima
d’une fonction qui n’a pas de minima locaux) qu’ il suffit de contourner

les pieges pour converger, p.s., vers l’une des cibles recherchees. On sait
en effet etudier la vitesse de convergence vers les points attractifs pour

F algorithme et cette vitesse aurait ete ralentie par un eventuel recuit.

APPENDICE

Loi d’une serie regressive perturbee

Il est souvent utile d’étudier la loi d’une somme d’une serie regressive ;
on peut dans divers cadres prouver qu’ elle ne charge aucun point.
Ce type de resultat est obtenu par Levy [20] et Jessen-Winter [14] lorsque

(~~ ) est une suite de variables aleatoires independantes de memo loi, centree
et de carre integrable. Des versions relatives aux martingales sont donnees
par Barlow [I], Burkholder [4], Lai-Wei [18] et Wei [33]. En voici la

version utilisee dans notre article, proche de celle prouvee sans le terme
résiduel 03A6 par Lai et Wei.

La demonstration qui suit, due a Bernard Delyon dans le cas

unidimensionnel et a Pierre Priouret dans le cas multidimensionnel, est

meilleure que la notre ; qu’ ils soient remercies de nous autoriser a la

reproduire. ,

THEOREME A. - Soit F = (Fn) une filtration et ~ = (~n) un « bruit » a

valeurs dans Rd adapté a F : pour tout n,

(03A6n) une autre suite de vecteurs aléatoires de dimension d adaptée
à F et (cn) une suite réelle deterministe avec une infinite de termes non
nuls et telle que ~ ( 2  oo .
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Désignons par H un ensemble de trajectoires pour lesquelles on a :

[] les conditions de « Marcinkiewick-Zygmund » sur le bruit :

est la somme de deux suites adaptées a IF, (rn) et (Rn) avec

00

Sur H, la série 03A3 cn + ~n) converge, p.s., vers une variable aléaoire
n=1

finie Let, pour toute variable aléatoire Y mesurable par rapport a p

entier quelconque, on a :

Démonstration. - a) Simplifications du probleme
D On se ramene a p = 0, en considerant la filtration et la

relation :

D On peut prendre Y = 0; si q = inf {r; r > p, > 0~, on remplace
(~n) par (in) avec Y/cq = ~q, = ~n pour ~ 7~ q.
D Enfin, selon la remarque 2) de 1.2, on peut supposer que :

et, pour deux constantes A et B, p.s. pour tout n :

D Dans le cadre precedent, la serie regressive L cn En+1 converge p.s.
Soit L = L ck + ~~).

k=l

b) Soit
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On a :

Montrons que : E ( ~ ( P~ I I3~2 ~ -~n-1 ) ~ constante > 0.
Remarquons d’abord que, pour 0  a  1 et 0, 1  i  d,

on utilise 1’ inegalite de Holder pour la premiere inegalite et la relation
to + (1 - t)~ > 1 si 0  t :S 1 pour la seconde.

Notant 1  d, les composantes de pn ,

Par une inegalite de Burkholder, pour une constante Ci > 0,

Par 1’ inegalite de Holder,

de plus

Pour

On en deduit que ( ~ .~’n-1 ~ > C an , C constante > 0, par les
inegalites :
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c) Posons :

Soit a -> U (a) une fonction borelienne de IRdB 0 dans 1’ensemble des
matrices d x d orthogonales telle que :

ei etant le premier vecteur de la base canonique, Tel = (1, 0, ..., 0).
Le premier vecteur ligne de U (a) est 
Sur G = {L = 0} n H, pour tout n, +Tn = 0 et :

Avec la simplification effectuee en a), ~

La suite (P (Gn)) tend vers 0 et P ( G ) = 0..

COROLLAIRE B. - Le théorème A est encore valable en remplaçant les
suites ( cn ) , et par des suites complexes unidimensionnelles.

Demonstration. - On se ramene a cn reel en ecrivant

On applique alors le theoreme A au modele bidimensionnel forme par les

parties reelles et imaginaires..
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