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RESUME. — Nous étudions la limite hydrodynamique de processus de
sauts, de naissances et de morts qui décrivent I’évolution de particules
indistinguables sur le tore. Dans ces systémes, les particules sautent
indépendamment les unes des autres, elles sont créées et détruites selon
des taux non linéaires. En utilisant la méthode d’entropie relative nous
démontrons que sous certaines conditions sur les taux de naissance et de
mort, et par passage a la limite, nos syst¢émes évoluent selon des équations
de réaction-diffusion non linéaires.

Mots clés : Limite hydrodynamique, Entropie relative, Systémes de particules, Equations
de réaction-diffusion.

ABSTRACT. — We study the hydrodynamic limit for jump, birth and
death processes which describe the evolution of indistinguishable particles,
evolving on the torus. In these systems the particles jump independently,
and births and deaths occur with nonlinear rates. Using the relative entropy
method, we prove that under certain conditions on the birth and death rates,
our systems evolve according to nonlinear reaction-diffusion equations.
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362 M. MOURRAGUI
INTRODUCTION

La notion de limite hydrodynamique a fait I’objet de nombreuses
approches, et a suscité un intérét considérable dans 1’étude des systémes a
une infinité de particules. Récemment une étude systématique regroupant
les résultats existants pour une classe trés large de systmes de particules,
a €t€ fournie dans [3] par De Masi et Presutti, et dans [10] par Spohn.
La motivation originale de ces recherches provient- d’une branche de la
mécanique statistique qui a pour but de déterminer 1’équation régissant
Pévolution d’un fluide a partir d’une dynamique microscopique aléatoire.
En vertu du grand nombre de particules qu’il contient, la description de
I’évolution d’un fluide doit se faire & travers un ensemble de variables
macroscopiques qui le caractérise. Au niveau microscopique, les particules
évoluent sur un espace discret de sites; aprés renormalisation en espace
et en temps, les mesures empiriques de répartition de particules donnent
par passage a la limite dite hydrodynamique une équation aux dérivées

partielles, équation qui décrit 1’évolution spatiale et temporelle des variables
macroscopiques.

Nous étudions dans cet article le comportement hydrodynamique de
systtmes ne possédant pas de loi de conservation. On se place sur
le tore discrétis€é Ty = {0,---,N —1} = Z/NZ avec paramétre de
renormalisation ¢ = 1/N, c’est-a-dire, qu’a tout point microscopique i €
T, nous associons le point macroscopique i/N € Sy = {i/N, i € Tx}.
Au niveau microscopique, les particules évoluent sur 7T selon des marches
aléatoires symétriques indépendantes, et sujettes a naissances et morts : nous
fixons p € N, en chaque site 4, [ particules (I < p) peuvent étre créées avec
un taux de naissance b;(n(i)) ou une particule peut mourir avec un taux
d(n(7)), ot (by(.))1<i<p et d(.) sont des fonctions définies sur N vérifiant
b (0) = d(0) = 0, et n(z) désigne le nombre de particules présentes au site
1. Notre but est de démontrer que lorsque la marche aléatoire s’effectue a
vitesse N2, les mesures empiriques de répartition de particules, définies sur
un intervalle de temps [0,7] fixé, par

L M-l
al = N Z ns(%)6i/N,

1=0
convergent vers les densités p(s,.), solutions d’une équation de réaction-
diffusion non linéaire

1

m(.),
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LIMITE HYDRODYNAMIQUE 363

ol m(.) désigne le profil de densité initial, 7,(7) le nombre de particules
présentes au site 7 a I'instant s, §;/x la masse de Dirac au point i/N et
F(.) une fonction de classe C™.

Ces processus de sauts, de naissances et de morts font 1’objet d’une étude
dans {7], ou la limite hydrodynamique est obtenue sous des conditions sur
les taux de naissance et de mort par trois méthodes différentes . La premiére
méthode, introduite par Kipnis, Olla et Varadhan [5], nécessite d’établir
une inégalité surexponentielle pour un processus auxiliaire avec mesure
réversible dont on contrdle la densité de probabilité. La nécessité de mesures
réversibles impose de se limiter dans ce cas aux processus ou plusieurs
naissances ne peuvent €tre simultanées; un résumé de ce travail a été
fourni dans [8]. Dans le cas général ou plusieurs naissances sont possibles,
la limite hydrodynamique est obtenue par la méthode de Guo, Papanicolaou
et Varadhan [4], grice au contrdle de la croissance d’entropie du processus
par rapport aux mesures de Poisson de paramétre constant. La troisiéme
méthode a été introduite par H-T Yau [13] pour le modele de Ginzburg-
Landau, et consiste a ramener (grice a une inégalité entropique) I’étude
de la limite hydrodynamique a celle de I’entropie relative ; cette étude fait
I’objet de cet article et permet d’obtenir la limite hydrodynamique sous
des conditions plus faibles.

Signalons qu’un cas particulier de ces processus a été étudié par la
méthode de dualité, dans [3] : le processus considéré donne naissance a
une seule particule a la fois et les taux de naissance et de mort sont des
polyndmes. L’équation hydrodynamique est alors donnée par 1’équation
(E) avec F' = F, — F_, ou F et F_ sont deux polyndmes vérifiant degré
(Fy) < degré (F_); les taux de naissance et de mort vérifient également
cette propriété.

Apres avoir décrit (paragraphe 1) nos résultats, nous étudierons dans
le paragraphe 2, la variation de 1’entropie : nous considérons la famille
de mesures produits de Poisson de paramétres constants, réversibles pour
les marches aléatoires indépendantes [1], qui régissent les sauts de notre
systtme. Bien que ces mesures ne soient pas invariantes pour notre
processus, nous controlons, sous des conditions sur les taux des naissance et
de mort, la croissance de 1’entropie du processus par rapport A ces mesures.
Ceci nous permet d’obtenir un résultat analogue a celui de (4], qui consiste
a remplacer les moyennes des taux de naissance et de mort (tronqués)
dans une boite macroscopique, par I'intégrale de ces taux par rapport 2 la
mesure produit de Poisson de parameétre le nombre moyen de particules
dans cette boite. Ce résultat est ensuite utilisé dans le paragraphe 3 pour
étudier I’entropie relative : nous prouvons que I’entropie du processus par
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364 M. MOURRAGUI

rapport aux profils qui sont solutions régulieres de 1’équation (E) [9], est
o(N). Une inégalité entropique permet alors de revenir a notre processus
pour obtenir la limite hydrodynamique.

1. NOTATIONS ET RESULTATS

Formellement le processus (7;)¢c[o,7] est un processus de Feller, décrit
par le générateur défini sur C,(Ey), I’ensemble des fonctions continues
bornées de Exy = NV dans R, par

() )(m) = N*(Lg f)(n) + (L5 F)(n),
ou f € Cy(En), n € En,

(€Y 1) =5 3w ) + £ - 27(a)

1=

p
(L) £)(n) Z{
=1 =0
N-1

+ ) dn@@)[f(n"7) = f(n)]

=0

N-1

bi(n(@) [ (" *') — f(n)]}

et pour tous n € Ey , (i,5) € T% ,

wrwm= {0 w1 T
n(k) sik#1 n(k) sik#1
et )
7 (k) = ()" (k) sinGi) > 0.

Nous notons S{¥ le semi-groupe associé, nous désignons par Pk la loi
du processus lorsque p™ est la mesure initiale sur Ey et E4 Iespérance
associée. Pour ¢t € [0,T], n:(¢) désigne le nombre de particules présentes
au site ¢ a linstant f¢.

L’opérateur de translations 7, est défini par (7;7)(i) = n(i +1) sur Ty
et par (1,f)(n) = f(mn) sur Pespace des fonctions.

Pour un profil de densité p(.), fonction définie sur le tore S, nous

introduisons la mesure produit de Poisson de paramétre variable p(.) de
marginales

N .
Vé\(f.){n(i) =k} = ( (i / )) e PU/N) pouri € Ty et keN,

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



LIMITE HYDRODYNAMIQUE 365

pour tout a > 0, v désigne la mesure produit de Poisson de parametre
constant a ; nous définissons I’entropie d’une mesure pN sur By = NI~
par rapport a un profil p(.) par

N, N dp® N
H{w™ [v )] = [ Log| =5—(n) |du™(n).
1%
e(.)
En général si oV et BV sont deux mesures de probabilité sur Ey, 1’entropie
H[BN /aN] de BN par rapport a o est définie sous une forme variationnelle
([12]), dont on déduit une inégalité dite entropique : pour toute fonction
U continue bornée

/ U(n)dp™ (n) < Log / exp (U(n)da® () + H[BY o] . (1.1)

Si fV est la densité de probabilité de p" par rapport a2 vV, nous

désignons par fN la densité de pu¥ = SN u™ par rapport a v.
Si h est une fonction définie sur N intégrable par rapport 2 v, nous
notons

(a) = / R(n(0))dv (n).

Notre objectif est d’établir le comportement limite des mesures
empiriques de répartition de particules, définies pour s € [0, 7] par

N-1

1
N __ e +
= Z ns(1)6i/)n €M™,

1=0

ol Mt est I’espace des mesures positives sur le tore S muni de la topologie
de la convergence faible, et §;/y la masse de Dirac au point 5/N.

THEOREME 1.1. — Nous faisons les hypothéses
Al — Pour tout 1 <1l < p,

. o (k) . bk + 1)

limsup ——= =0, limsup ————+— =

koo d(k) btoe (& + D)bi(k)
et

kotoo (k+1)d(k)
o ¢ (k) =k(k—1)---(k =1+ 1)b(k — )Li>y-

Vol. 32, n°® 3-1996.



366 M. MOURRAGUI

A2 — 11 existe une fonction m(.) € C(S) positive telle que

lim sup H[p /l/m( ) =0.
N—»+oo

Alors, pour toute fonction G(.) continue sur S, pour tout § > 0 et pour
tout t € [0,T],

limsupuNSfV{ l— n(1)G(i/N)

N—+o0

- /SG(G))\(t,G)cw‘ > 5} =0, (12)

ou A(t,dd) = X(t,60)d0 est 'unique solution de I'équation (E), avec
condition initiale

A(0,d6) = m(dh),

et pour tout a > 0, F(a Zlbl

a

Notre démarche consiste a ramener la démonstration de (1.2) a celle
de Pentropie relative : nous considérons une solution A(.,.) réguliere de
I’équation (E) sous les conditions du théoréme 1.1, et nous étudions a tout
instant ¢ € [0, T] I’entropie de la mesure p¥ = SY u¥ par rapport au profil
A(t,.) + &, qui est strictement positif.

PrOPOSITION 1.2. — Sous les hypotheses du théoreme 1.1, pour tout
t € 0,7,
lim sup lim sup — H[ut /V,\(t Jtel = 0.
e—0 N—>+oo

Nous prouvons ensuite (annexe) que pour tout profil de densité p(.) et
pour tout 6 > 0,

N-1
1 1
lim sup NLog (Vﬁ_){n : {—N Z n())G(i/N

N—+o0

¢

G(9)p(0)d0\ > 5}) <0. (1.3)

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



LIMITE HYDRODYNAMIQUE 367

L’inégalité suivante [12], valable pour tout ensemble mesurable

N{AG,é} < ~Log(2) + %H[F‘?]/Vﬁt,.)ﬁ]
N >
Llog|l+ L
N8 LA

9

Aﬁ;‘j:{n: } NZ i)G(i/N) - /G(9 At,0)d6

=0

2!

permet alors de revenir & notre processus pour obtenir (1.2).

2. ETUDE DE L’ENTROPIE
Le but de ce paragraphe est d’établir la proposition suivante, étape
essentielle pour la démonstration de la proposition 1.2.

PrROPOSITION 2.1. — Soit h une fonction définie sur N bornée; sous
hypothése Al,

N-1 T g
lim sup lim sup EK’{J%/_ Z / Vk(ns(i))ds} =0,
i=0 V0

k—0 N —o0

(n(i) = \%lemh(n ) = b @)
et
0" (i) = 2k1+ : Ii;Kkn(j)-

Les méthodes que nous utilisons sont presque les mémes que celles de
[4]. Les deux lemmes qui suivent visent & contrdler la variation de I’entropie
ainsi que la forme de Dirichlet de la marche aléatoire, définie pour toute
fonction f positive par

Dalf) =~ [ VI (£} ﬁ)wdvf ()
=1 X [a0 [V - VT o)

13)672
li—il=

Nous renvoyons le lecteur a [12] pour une étude détaillée de 1’entropie.

Vol. 32, n°® 3-1996.



368 M. MOURRAGUI

LEMME 2.2. — Sous I’hypothése A, il existe une constante C] positive
telle que pour tous 0 < s < t <T,

H(p" /] < H[pd /o] + (t - s)C)N.
Démonstration. — D’apres la formule variationnelle de I’entropie [12],

Hp [v}]

= | S0 () - Log / e (W) (o)

UeCy(EN)

< S [ / S U(m)dud (1) - Log / exp (SY,U(n))dv{ (n)]

+ sup [LOg / exp (SY,U(n))dv{ ()
UeCy(EN)

Lo [ exp (W) ()|
< swp [ [ v o - vos [ ex (V) (o)

UeCy(EN)
J S U (n)dvl (n)
+ sup [Lo ( )
U€EC,(En) & fU(n)deV(ﬂ)
U>o0

par I'inégalité de Jensen. Par ailleurs, pour toute fonction U € Cy(En),

| @0 m)

= 21 / Lz;: (n(i)(n(i) = 1)+ (n(8) = L+ Dby(n() — 1) — bl(n(i)))

d(n(é) +1) : ;
AT d(n(z))] U(n)dvy (n);

il résulte alors de I’hypothese A1 que si U est positive, il existe une
constante C] > 0, telle que pour tout ¢ € [0, 7],

5 [ Stvmadon = [ @ sv)mat
<ON [sTUmadm. (@)

11 suffit ensuite d’appliquer le lenime de Gronwall pour obtenir le résultat. ]

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



LIMITE HYDRODYNAMIQUE 369
LEMME 2.3. — Sous I’hypothése A1, pour tout t €]0,T),

_ 1 ,
N2Do[fN] < SHWY ]+ OIN

_ 1 [t
on fN = —/ fNds.
t Jo
Démonstration
—Hip [v}]
= / ftN () (Y LogfN) (m)dey’ (n)

¥y [aolor) - i wle e )

(% ])GTN
li—il=

L N (il
t2 {Z [ g2 oot Day (n)}

+ Z / d(n(@)) f' (n)Logft (72 ))dV{V (n)-
i=0
En utilisant I’inégalité
(e~ 9)log > (Vo= V)" ¥(z,y) € (R})”,
pour le premier terme du membre de droite, puis
xLog% <y-u, V(z,y) € (Ri)z, (2.2)
sur les deux derniers termes, nous obtenons par (2.1)
2
Sty <= Y [ao[iE e - i w] e

(4,7)ETH
Ji—jl=1

+ [ (e ) marf )
<~ N?Dylf}] + CiN

Enfin par la convexité de la fonction Dyl.],
DO[fN]<l/tD[fN]ds<LH[MN/VN]+9i O
Pt 0 0ls = tN2 1 N

Vol. 32, n® 3-1996.



370 M. MOURRAGUI
Démonstration de la proposition 2.1.

Premicre étape.
Par le théoréme de Fubini

EN{;V—Z / vk<ns<i>)ds}

_7 / zvkmu Fa(mdvX (n).  (2.3)

1=0

Comme d’apres 1’inégalité entropique (1.1), la convexité de I’entropie, le
lemme 2.2 et I’hypothése A2, il existe une constante Cr positive telle que

N-1
¥ o [0 o)
N-1
< Lo [[exp( X0 000 ) awi¥(n) + HI < O,

=0

le lemme 2.3 et I’hypotheése A2, permettent de majorer 1’expression (2.3) par

su il{j / V(@) £ () (m)
fNeBILyC N - Y] n 1),
Bre={ s 1% 20, [ P =100 < 5

NE_I/ (@) f~ (m)dey’ () < CN} .

En outre, puisque v]' est invariante par translation, nous avons

N~—
Z / Vi (@)~ () o’ (m)

- [ n<o>>( ]fonfw)dum,

1=0

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



LIMITE HYDRODYNAMIQUE 371

donc par la convexité de Dyl.], 'invariance par translation de Do[.] et de
N-1

Z 7N (n), il suffit de montrer que pour tout C' > 0,
i=0

limsuplimsup sup / V()Y )dv¥(m) =0, (2.4)

k—too N—oo fNEAnc

ol Ayc = Bnc N {fN : fV invariante par translation}.

Deuxieme étape.

Nous souhaitons nous ramener (lorsque N tend vers +o00), au sup sur
des densités de probabilités de formes de Dirichlet égales a zéro. Comme
Vk(n(0)) ne dépend que des coordonnées dans la boite By . = {7, 7| < k},
nous projetons les mesures de probabilités fNVv¥ sur NBox = Ey

O = [ £ ian, =100k (1)

k N

ol 1/11\370' est la projection sur NBo.r de la mesure vy et np,, =
{n(4) , j € Box}, ce qui nous donne

/ Vi(n(0)) £~ (n)dv? (n) = / Vi(n(O) S (dvZ* (ng,,),  (2.5)

puis nous introduisons une nouvelle forme de Dirichlet, définie pour les
fonctions g* sur Ej,

Difl=; Y [en) (Vi@ - vir@) ek
J,J+1€Bo &
+ i > /6(1’ + 1)(\/9’“(5”1’1') - \/gk(f))Zdl/ﬁf’"‘(g)’

J,3+1€Bo &

qui va nous permettre de supprimer N dans l’intégrale de (2.4) et de ne
travailler qu’avec des fonctions f* sur Ej vérifiant Di[f*] = 0. En effet,
si pour tous ¢ € Ty et f fonction mesurable positive, nous notons

Disalf) =3 [ 1) (VTG - VFm) vl o)
+ ;ll-/n(i + 1)(\/f(n"+1*") - \/f(n))ZdeV(n)

la forme de Dirichlet associée au générateur

(Ligsn§)n) = 500 ) = )] + gn+ D) — 1]

Vol. 32, n°® 3-1996.



372 M. MOURRAGUI

N-1

nous avons Do[f] = Z D; i+1(f); si de plus fN est invariante par
i=0

translation tous les termes D; iy ;1111[f™] sont égaux pour tout k € Ty

et grice a la convexité de D; ;[.],

' 2k
Dlffl < 32 Dinlf™ = FDolfN],
3, i+1€Bg
nous obtenons donc par (2.5),

sup / Vi(n(0)) ¥ (m)dvd () < sup / Va(n(0))g* (m)dwP>* (),

N o
fNeAN ¢ g‘“EA’,ich

ou z/{B ** est la mesure produit de Poisson de parametre 1 sur By j et
B
Ajo = {9'“1 g* >0, /g (m)dvy**(n) =1,

Dilg"] C Z/ 7)g* (n)dv ”(n)<0(2k+1)}

l31<k
D’autre part, la fonction de la variable ¢ définie sur Ej, par
Vi (n(0))g(n)dvy®* (n) est continue pour la topologie de la convergence

faible, car h est bornée. Puisque les ensembles A% N,c sont compacts et
Dy[.] est s.c.i, nous avons

limsup sup / Vi(n(0))g" (m)dvy* ()

N—too greas o

< sup / V(1(0))g" (m)duP* (),

greAg

N

ou
Ag = {gk D gt > Ov/deVfo'k =1, Di(¢") =0,

> /n(J du1°’°(n)<0(2k+1)}.

[J1<k

Il suffit alors de montrer que

limsup sup / Vi (n(0))g* (m)dw P () = 0. (26)

k—oo gk €Ak

Annales de 'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



LIMITE HYDRODYNAMIQUE 373

Troisieme étape.

Remarquons que Dy[g¥] = 0 est équivalent a g¥(n®i+1) = g¥(n»i~1) =
g*(n) pour tout i € By ; ceci implique que la mesure g* uﬁ“”‘ est uniforme
sur chaque hyperplan {n : 7*(0) = u}. Cette mesure s’écrit comme
combinaison convexe de mesures produit de Poisson conditionnées sur
I’ensemble de configurations ayant un nombre donné de particules que
nous notons M2+ = Vf""“ [./n*(0) = u], car elles ne dépendent pas de A.
De la il s’en suit que le membre de gauche de (2.6) est majoré par

lim sup sup / Vi(n(0))dmo* (n).

k—+o0co0 u>0

Cette derniere limite est égale a zéro, d’apres le théoréme 5.1 de [2]. O

3. ENTROPIE RELATIVE

Démonstration de la proposition 1.2.

Pour alléger cette démonstration, nous décomposons ses calculs en
lemmes successifs que nous démontrons dans 1’annexe.

Soit A(.,.) une solution réguliére de I’équation (E) et ¥}° la densité de

probabilité de la mesure vy, ), par rapport a vy,

N-1 N-1
WY<() = exp( 3 Log(Nt,i/N) + (i) + 3 (1= M(bi/N) - 9).
1=0 N 1=0

I’opérateur adjoint (©2))" de QY par rapport 2 v’ est donné pour tout
U e Cb(E N) par

((@)'V) ) = N*L£y Uy ()

+> 2—: {%(n(i))U(n"”‘) - b,(n(i))U(n)}

; {d)(n(i))U(ni’*) - d(n(z’))U(n)},

1=0

ou pour 1 <[ < p,

0 = {0 e CTOZ iy = WD

Vol. 32, n® 3-1996.



374 M. MOURRAGUI
LeMME 3.1. — Pour tout t €]0,T),

d
a't'H[:uiv/V/]\\zt,.)-Q-e]

< [ arep (@) - Sorm) . o

Pour toute fonction h définie sur N bornée et pour tout (a,b) € R?, soit
(Th)(a, b) = (f}(a) - h(b)) — W (b)(a - b).

LeMME 3.2. — Soient p(.) € C(S) et J(.) une fonction continue sur R
bornée, pour tout v > 0 et pour tout t € [0,T]

i

N-1
7 3 [ T06IN) X (O 6/N) 2 e
1=0
N-1
< WZI:TU% > Log(/ eXP(’Y(% +1)J (p(i/N))
=0
< TR, o N) ) o)
+ ’YLNH[Miv/Vé\E')] +O((2k +1)/N).
LEMME 3.3. — Soit h(.) une fonction définie sur N bornée, p(.) € C(S)

et J( ) une fonction continue sur R bornée ; il existe vg > 0 tel que, pour
tout v < o,

N-1
. . 1 s ([ ,
I;Til;pljlvrgitg) T DN ;ZO Log(/ exp<'y(2k + l)J(p(z/N))

< (TR (G, {3/ V) )avg ) < 0.

LEMME 3.4. — Soient h(.) une fonction définie sur N bornée et p(.) € C(S)
pour tout t € [0,TY), il existe v, > 0 tel que, pour tout y < 7y,

’

. 1 N1
ljl\frii—lig N—7L0g</ exp(g vh(p(z/N))
<(00) = o(i/ V) )y < 0
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Démonstration de la proposition 1.2. — Elle consiste, a trouver une
fonction A% . qui tend vers zéro lorsque N tend vers +o0, puis € vers
zéro, vérifiant

1

C t
_NH[uiv/Vi\Et,.)+e] < A?V,E + T\i /0 H[V’iv/y){\zs,.)+e] dS, (32)

et d’utiliser ensuite le lemme de Gronwall pour conclure.
Pour tous ¢t € [0,7], € > 0 et 2,k € Ty posons

XE(§) = A(t,i/N) + e,
AS(d) = ( ;Ig((iz')) - 1) et ADF() = (% - 1).

1 *
Pour 7€ Ey, les expressions W((Qﬁ’) \1;?’5) (m) et
~n
1 d
\IINE( ) dt\I/N “(n) valent respectivement
N2 V=l

- Z (A(t, (i +1)/N) + A(t, (i —1)/N) — 2/\(t,i/N))A§(i)

=0 =1

(_% i) _ Q(n(i))) + X5 (0)¢() - d(n(z'») (3:3)

et

N-1

[2692 (t,i/N) +Zlb, ti/N))—J(/\(t,z'/N))]Af(z'), (3.4)

=0
car A(.,.) est solution réguliere de I’équation (E). Appliquons la formule
de Taylor-Young a 'ordre 2 dans ’expression (3.3), puis remplagons le

membre de gauche de (3.1) intégré entre O et ¢ par les valeurs obtenues
de (3.3) et (3.4), il vient

1 1 1
NH[ﬂév/Vﬁt,.)qha] < N"H[“N/ijx(.)—i‘s] +Bf\1,e+D§V,s+O (‘N‘)) (3'5)
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ou
By, = %NZZ/ (/ [%(—”((—)))l — (i)

NG N)ASE) | () s,
Dy = %Z‘: [ ([ et -

+J<A(s,z’/N)>Az<z'>] a <n>)ds.

Nous évaluons ces deux quantités a ’aide de la proposition 2.1 ; celle-ci

n’est valable que pour des fonctions bornées, donc nous procédons par la
méthode de troncature.

1) La quantité Bf\,ys étant constituée de p termes identiques, il suffit d’en
évaluer un. Si pour 1 < [ < p, nous notons

o, (N =0 lpcmsy 5 G, (1) =nr)—¢ ()
th (7‘) = bz(r)l{rgM} ) E’M ("') = bt('r) - blM (T)a

nous avons

N-1

_ 1 " [Tam@) NPT B
NG / (f {m — (@) - lh(A(sw/N))As(z)} dp! (ﬂ))ds

1y [ ( / [-“D(—A(—("(ﬁ)—) b, (1))~ DAL (n)) ds
i=0 /0 s\t
+ -}Vm / t ( / (b, (AS(0)) = b (A(s,i/N))AL(E)dp <n>)ds
1=0
+ %NE / t ( / [—i—%}—) -5 (n(z‘))] du <n>)ds,
i=0 /0 s\t

nous utilisons la proposition 2.1 pour le premier terme, ’inégalité entropique
(1.1) sur le second et nous supprimons la partie négative dans le dernier
terme ; nous obtenons pour tout y > 0,

By (1) <Bjy o (1) + Fy (D) + Riy (1) + v (k, M, D)

1 t
— [ Hu) /vy ds, (3.6
b | U 3 s, (36)
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ol

By = N_Z [ ([[Par (Ae(k)())) i ()
AT | (n))ds.

t N-1
Pl ) = = | Log ( / exp(vl S (6 (5)
1=0
~B (A, i/N)))Ai(i)) duﬁs,.m(n)) ds,

(g, ()
wn=y 2 [ ( %EZ’—.;),—duf(m)ds
i=0 s\t

et 75 (k, M, 1) est tel que, pour tout M > I,

lim sup lim sup 5 (k, M, 1) = 0.
k—+4o00 N—+o0

Nous pouvons maintenant appliquer le lemme 3.4, par lequel il existe
une constante positive ; telle que, pour tout v < 71

lim sup lim sup Fy; x(7) = 0. (3.7)
k—+o0o N-—+o0

Pour déterminer la limite de Rj; y([), nous employons un argument de
martingale. En remarquant que d’aprés I’hypothése A1, pour tout 0<p<l1
et 1 <1< p,il existe ng > 0 tel que, pour n > ng

4 0
@ (n) < Z)—d(n) et bi(n) < mﬂ"%

on peut trouver une constante C > 0 vérifiant pour tout n € N,

d(n) — Ep:lbl(n) +C>0;

=1

nous utilisons ensuite la martingale centrée,

; (i) — Z mo(%) — /t QY (AS ns(i))ds

(i Zno(z>+2 / (d<ns<z>—}:lbl(ns(z )ds

1=0 1=0
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puis, par I'inégalité¢ (1.1) et le lemme 2.2, nous obtenons pour M assez
grand, et g petit,

0 s@%gl (/[ Zlbl >+C]d“s )

<toy 3 (0= [n0f¥mat o+ [ maf )

1=0
!
<oC4,
ol Cj est une constante positive; par conséquent

lim sup lim sup R} y (1) = 0. (3.8)
M—+o00 N—4o0

Par ailleurs, en tenant compte de I'égalité @ (a) = a'b (a), nous
M M
démontrons que pour tout (a,A) € Ry x R%,

ou la fonction I' est définie dans le lemme 3.2. Nous pouvons donc
remplacer By (1) par

NZ [ (/ [ T (0, X0) e (n))
fr Z‘: [ ([, 60550 | an ) as

La quantité A(s,.) 4+ € étant minorée par le lemme 3.2 nous majorons cette
derniére expression par

A Ty v(2k + 1)
N Jy 3@k 2 </ exp(m(%)
< (1(3), Ai(z‘)))duﬁs,.>+s(n))ds
L W
+ N ), 3@k T D ; Log(/ exp('y(Qk + 1)(=Tbar)
< (n(3), )\i(i))>d1/iv(s,.>+e(n)> ds

2 t
4 [ H 7 y1dds + O((2k+ D/N);
Y Jo
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d’apres le lemme 3.3, il existe v, > 0 tel que, pour tout v < -y, la limite
des deux premiers termes de cette derni¢re quantité est négative, lorsque
N tend vers 400, puis k vers +oo. Il résulte alors de (3.6), (3.7) et (3.8)
que pour tout ¥ < 7o = 1 A"y, il existe une fonction A% , (,1) qui tend
vers une quantité négative lorsque N puis k tendent vers +oo et vérifiant

3 t
Bivell) € Aiur)+ = [ HUY s (39)

2) On évalue le terme DY, _ de la méme maniére que 1), la seule différence
se situe dans I’étape qui consiste a introduire la fonction I" (¢’est-a-dire dans

- —~ 1~
I’estimation de By, ); pour cela il faut utiliser I'égalité ¢ (a) = adM (a)
qui nous donne, pour tout (a,A) € Ry x R%,

A(T¢)(a, A) = (Td)(a, ) = Ap(a) — d(a) + J(A)(% ~1),

nous obtenons comme pour By ., I'existence d’une fonction CY, (7),
vérifiant pour 7 assez petit

3 t
D?V,e < CItV,k,e(’y) + H[p’i\]/l/i\és,‘)—i—a]ds (310)
N~y Jo

et

lim sup lim sup limsup Cf; ,, .(v) = 0.
e—0 k—+o0o0 N-—+4o0

3) En remarquant que d’aprés 1’inégalité entropique (1.1),

HNVﬁ ezHNVTIZ Lo m()
[ [vm(y1e) =H "/ (.>]+/ g(d TJZ(HE(H)) N(n)

dv
<2H [ v 5] +L0€/(d ~ 9 ))dVﬁ(.),

m( )+e

nous vérifions facilement par ’hypothése A2 que

1
lim sup limsup — H [ /v =0.
msup lim sup [ /v y4e]

D’autre part, d’apres (3.5), (3.6) et (3.10), si pour v assez petit, on pose

1 p
A?V,k,s = NH[IJ’N/V:Z()—}»E] + Z A?V,k,a(l) + C;V,k,s’
=1

on obtient I’inégalité (3.4); il suffit enfin d’utiliser le lemme de Gronwall
pour achever la démonstration de la proposition.
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ANNEXE
Démonstration du lemme 3.1
Pour tout ¢ € [0,77], nous avons
HUY 123 y1e) = 2 )= [ Log(2 ) 22 )Y o)

ceci implique
d
G 130 1) = [ 120 (O o) oy
- / (Q,],V Log‘Iffv’e)(n)ftN (v (m)

- [ (o) %dvﬁn),

ol le second terme est obtenu comme dans la démonstration du lemme 2.2.
En utilisant ensuite la linéarité de QII)V et 'inégalité (2.2), il vient

d Y .
G0 < [ (9 L) eyt
t

-/ (%va’E‘")) %dﬁ ()

le résultat découle alors de la définition de ()" O
Démonstration du lemme 3.2

Soit1 < k< N,en décomposant T en boites de taille 2k+1, nous avons
1 N2
¥ 2 [ TN ) (), /) 2 (o o)
i=0
Ni,—1

= % Z Z /J(p(<j+r<2k+1>)/1v))

lil<k r=0

X [(Fh) (TIk(j+r(2k+l)), p((]+r(2k+1))/N)):' ftN(n)dV{V(’l])

N—k-1
1

tv >

i=(2k+1)- Ny —k

/ J(pG/N)) (TR (* (3), p(i/N)) £¥ () (), (5.1)
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ol N, désigne la partie entiere de . Comme les fonctions J, p ,eth

sont bornées, il existe deux constantes Jf(l et K telles que pour tout ¢ € T,

J(p/N)) (TR (), p(i/N)) < K1+ Kan*(i),  (5:2)
par I'inégalité entropique (1.1), pour tout a > 0,

N—-k—-1

% > / T(p(/N))(TR) (1 (3), p(i/N)) £ (m)dw (m)

i=(2k+1)-Ny—k
1
< - (2k+ DKot ko (exp(akz) — 1)]

D ) 63

compte tenu des hypotheses Al, A2 et du lemme 2.1, il existe une constante
K3 positive telle que H [/ 2 )] < K3N ; il ne reste plus qu’a passer a
la limite quand N puis a tendent vers +oo, pour obtenir

N—k-1
1

lim sup N Z

N—+oo ¥ (9k+1)-Ny—k

x / J(p(i/N)) (TR (1 (3), p(i/N)) £ (m) oY (m) = 0.

D’autre part, 1'inégalité entropique (1.1) puis I’inégalité de Holder
permettent de majorer le premier terme du second membre de (5.1) par

1 1 gl
mfk_—l-—l |j|2<kLog</ exp (7(21«-{-1) ;} J(p(<j+r<2k+1>>/N))
X [(I‘h) ('f]k(j+r(2k+1)), p((j+r(2k+1))/N))] )duﬁ_)(n)>

1 N N
+:Y_]V_H[/J‘t e

nous pouvons maintenant utiliser le fait que uﬁ.) est une mesure produit,
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cette derniére expression est égale a

Ni—1

1
N'y 2k +1 Z Z Log(/ exp (7(2k + 1)J(p((j+r(2k+1))/N)

lil<k r=0

X [(Ph) (n*(s4rrn), pG+rcartn) /N))])dl/p( )(77)>
g U 1)

nous utilisons finalement le méme argument que (5.2) et (5.3) pour obtenir
le résultat. O

Démonstration du lemme 3.3

D’abord, pour tout v > 0,

N-1
lim sup

1.\7_.+oo 2k1+ 1% Z LOg( / eXP(V(Wf +1)J(p(i/N))
x (Th) (n* (i), P(i/N))>dl/£\E_)(n))

- (—2%1) /S (Log( / exp('y(2k+ 1)J (p(x))

K (CR) (10, p(2)) ) vfs () ),

oll pour tout z € S, Vo ( ) est la mesure produit de Poisson sur Ej, = NBo.x,

de parametre constant p(x). Sous up(w) , les variables aléatoires (1(3)), Bo.s
sont indépendantes identiquement distribuées; d’aprées le théoréme de
Cramer ([11] théoréme 3.8), la suite (*(0)),,, satisfait au principe de
grandes déviations de fonctionnelle d’action I(.), définie pour y > 0 par

I(y) ,:-Selelg [Gy - Log/exp(ﬂn(O))dvﬁ‘;)’”( )]
=sup [0y~ plo)(e* = 1) = yLog( 1) + (o) = ).
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Nous appliquons le théordme de Varadhan [12] et nous obtenons

i Suj Zklﬂ /g Log( / exp<(2k+1)'yJ(p(:v))

lim sup
x(rh>(nk(o>,p(az>)) i‘;;w)

< [ sup {7 (@) @) 0. 010) - oo (L) - (ola ) - s

yeR,

< [ s L1 | o o) - o (55 ) = (o) =)

yeRy

finalement, pour -y assez petit, cette derniére quantité est égale a zéro. []

Démonstration du lemme 3.4
N-1

, N . N _ . . .
Nous démontrons, que sous v, ) la suite o™ = N Z n(4)6;/n satisfait

1=
au principe de grandes déviations de fonctionnelle d’action

sinon.

(o) = {f 5 (9(0)LogZE + (p(6) — 9(6)))d8 si o = g(6)d

+00

D’apres le théoréme de Varadhan, pour tout ¢ > 0,

lim sup TV_LOg (/ exp (Ng; vh(p(i/N)) (n(i) - P(i/N))>de»v(.)(7’)>

N—+o00

<L sup { [ (vi(ot0) a06) - (6) -
- s@to5( ) - (9(6) - 6 ) a0 + £

on vérifie ensuite que pour 7y assez petit cette derniére quantité est majorée
par %, il suffit alors de faire tendre ¢ vers 0. O
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Démonstration de (1.3).

11 suffit de démontrer ce résultat sans valeur absolue. Par I’inégalité de
Tchebycheff exponentielle, pour tout § > 0,

rros(sy{n &S w06m) - [ cwpters o))

1=0

< —ab + %Log(/ exp (a& (NZ_I n(i)G(i/N)

o [ c@neras) Jaui,n)

< —ab+ sup { / (awag(a) —p(6))

9(6)do
- g(o)Log(f’)%) - (9(6) - 9(6) ) a8},

par le théoréme de Varadhan. Pour a assez petit cette derniére quantité est
négative. a

Cet article est dédié a la mémoire de Claude Kipnis qui a dirigé ma thése
dont ce travail fait partie. C’était un grand privilége de travailler a son
contact et de pouvoir profiter de 1’étendue de ses connaissances.

Je tiens également a remercier Ellen Saada, Claudio Landim ainsi que
Olivier Benois pour leurs aides et leurs encouragements.
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