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Etude d’une fonctionnelle liée au pont de Bessel
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RESUME. — Soit X/ le pont de Bessel de dimension n(n > 2)
n—2

conditionné pour valoir x en 0 et y et t. Soit 0 < p < et

_pn—-p-2)
k(p) = ———

bornée, [ (z) se comporte comme

. Soit [ : Ry — Ry telle que : [ est positive et
k (p)

22

a linfini et [ n’est ni trop grande
ni trop petite a 1’origine. Soit

¢
Li(z,y)=FE {exp / l(Xz’ty)ds}.
0

1 t\?
On montre ici que I;(z, z) se comporte comme (%) . Ce
x

comportement permet d’estimer la densité de semi-groupes de « type
hyperbolique » sur R,.

ABSTRACT. — 1. Consider a real number n > 2 and define v = g - 1.
Let I, be the modified Bessel function of index v i.e.

v T 2\ 2
=G> () mreases

and define

=T
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108 G. LORANG ET B. ROYNETTE

If (Bs)s>0 is a linear Brownian motion started at 0 and z, Yy are nonnegative
real numbers, we consider the stochastic differential equation

dXs:st+[l+(pu(§s_y)j|£_ XS ds (OSSSt)

(E) 2 t—s)] X; t-—s
X():.Z‘.

This equation has a unique strong solution, called the Bessel bridge of
dimension n, from z to y over [0, ¢] and denoted by (X"?)o<s<: Or
simply (X;)o<s<t-

—2 —p—2
2. For any 0 < p < n——z— define k (p) = g)(n—2p~_) Let [ be a

positive, bounded real function defined on R, such that:

k (p)

(i) [ (2) behaves like — for large z.

(ii) I (2) is neither too large nor too small in a neighbourhood of the
origin.

These hypotheses will be precised in the paper: we will indeed suppose
that ! belongs to a tube (c¢f. § III.2).

3. Consider the functional:

L(z,y)=E {exp (/Ot LX) ds) }

The aim of the paper is to prove the following theorem.

THEOREM. — Let | be a function satisfying the hypotheses above. Then for
any fixed yo > 0, there exists a positive constant C (depending on 1, yo, n
and p, but not on x and t) such that:

(Vt>0,x20,0§y§yo),

1+z+¢t\? 1+z2+t\?
-T2t <« <C |l ————

The result of this theorem is linked with the estimation of the density of
semi-groups of “hyperbolic type” (cf. § II).
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ETUDE D’UNE FONCTIONNELLE LIEE AU PONT DE BESSEL 109
I. INTRODUCTION

1. Soit n un nombre réel > 2 et v = g— — 1. Désignons par I, la fonction
modifiée de Bessel d’indice v, i.e.

v I z
L) = (%) ;(5)2km

et posons

e L)

Soient z > 0, y > 0 et ¢ > 0 trois nombres réels et (B;)s>¢ un mouvement
Brownien linéaire (avec By = 0). Considérons 1’équation différentielle
stochastique (en s) :

dstst—l—[l—i-cp,,(Xsy)]ﬁ— X ds (0<s<t)

(E) 2 t—s)| X, t—s

X()::L‘.

Cette équation différentielle stochastique posséde une solution unique : c’est
le pont de Bessel de dimension n partant de x en O et se trouvant en y
au temps ¢, notée (X' )o<s<: ou simplement (X,)o<s<: lorsqu’il n’y a
aucune confusion a craindre (c¢f. Appendice).

- —p—2
n-2 et soit k (p) = B(n—f—z

2. Soit p un nombre réel, 0 < p <
Soit [ une fonction de R} dans R telle que :
(i) I est positive et bornée sur R..

k (p)
22
(iii) « I n’est ni trop petite, ni trop grande 2 I’origine ».

(ii) « I (z) se comporte comme pour z grand ».

Ces hypothéses seront précisées ultéricurement : en fait on demandera 2
[ d’appartenir a un tube (¢f. § III.2 ci-dessous).

3. Considérons la fonctionnelle :

I (z, y) = E{exp (/Ot z(x;ﬁ»;f)ds)} @

On se propose ici de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME. — Les hypothéses ci-dessus étant vérifiées et yy > 0 étant
fixé, il existe une constante C (dépendant de 1, yo, n et p mais non de

Vol. 32, n® 1-1996.



110 G. LORANG ET B. ROYNETTE

z ett) telle que :
(Vt>0,$20>0§y5y0),

4+t 14+z+t\? 1,2
-1z - < < -z -
© ( l+z ) “It(x’y)-o( 1+z )

Remarques. — 1) On verra ci-dessous que le comportement de I; (z, y)
en t dépend non seulement du comportement de ! a I’infini [hypothése (ii)],
mais aussi du comportement de [ a 1’origine [hypothese (iii)].

2) Sous I’hypothése supplémentaire que [ est décroissante sur R, il est
facile de voir que I; (x, y) est une fonctionnelle décroissante de y (z et
t étant fixées). En effet, comme ¢, est une fonction croissante, le terme
de dérive dans I’équation (E) croit avec y. Les théorémes de comparaison

pour les solutions d’E.D.S. (¢f. [.LW.], chap. VI) permettent alors d’écrire
que si y; < y, alors

P{X5 <X (Vs<t)} =1
et donc :

I (z, y1) > It (z, y2)-

II. POURQUOI CETTE ETUDE ?

Avant de démontrer le théoreme annoncé, nous allons indiquer les
motivations qui nous ont conduits a nous intéresser a la fonctionnelle

It (‘Ta y)

1. Soient « et B deux constantes positives et soit H, g 1I’opérateur
différentiel sur R, :

1 1
Ho f(r) =5 " (1) + 5%, (r) f'(7) (LD
avec :
Ya,p (1) := acothr + 2B coth2r (IL,2)
Pour certains choix de « et 3, cet opérateur est la partie radiale de I’ opérateur

de Laplace-Beltrami de 1’espace hyperbolique H" (K) de dimension N sur
le corps K. Le tableau ci-dessous résume ces choix :

HN (K) @ B
HY (R) N-1 0
HY (C) 2(N-1) 1
HY (H) 4(N-1) 3
H?(0) 8 7

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



ETUDE D’UNE FONCTIONNELLE LIEE AU PONT DE BESSEL 111

L’opérateur H, s est symétrique par rapport 2 la mesure y, s de densité
fia, 3 (1) = sh® - shi  par rapport a la mesure de Lebesgue sur Ry, ie.
pour f et g C* a support compact :

(Ha,ﬂ fv g)ﬂa,ﬁ = (fv @, ﬂg>#a B (H,?’)

De méme, comme on le voit aisément en intégrant par parties, on montre
que pour f C*> a support compact :

(Hoo £ Doy = =5 [ 17 dton w4

Ry

De (IL,3) et (IL4) on déduit I’existence d’un semi-groupe (S; h )t>0
d’opérateurs markoviens, a contradiction dans tous les espaces
LP (pa,p) (1 <p< +00) et de générateur H, 5. Dans le cas de
I'espace HY (R), on connait depuis Davies (cf. [D.], p. 176) une
estimation de la densité ky (¢, r) de S;¥~"° par rapport 2 #n=1,0 en 0.
Plus précisément, ky est solution de :

Okn
5 = Hy-1.0ky } as)
kn (0, .) = 6o (masse de Dirac en 0)
avec :
SN-1LO0y :/ r)kn (t, 7) p(dr) 1L6)

et il existe une fonction Ay :

—1)? “ Dy 2
hy (t, 7)) = (27t)™N/2 exp {—(N 81) t_ N 21) __2_%}

X (L+r+1)7 (147) (1,7)

et une constante cy avec :
(Vt>0,reRy), oy hn(t, r)<ky(t,7)<cyhn(t, r) (L3)

2. Ce qu’on vient de décrire pour la situation hyperbolique peut s’étendre
de la fagon suivante. Soit G I’opérateur différentiel sur R :

GI) =5 ")+ () () aL9)

ou I’on suppose que y est de classe C2 sur R, & dérivées bornées sur
[1, +oof e

y(r)= = + 0(r) auvoisinage de 0
y(r)=a+o < ) (a € R) auvoisinagede + oo r 1,10)
¥ (r) = ( ) au voisinage de + oo |
J

Vol. 32, n°® 1-1996.



112 G. LORANG ET B. ROYNETTE

’

Soit u la solution de I’équation différentielle il (r) =(n—1)y(r) telle
w
que p(l) =1, ie. :

w(r) = exp{(n -1) /lr v (s) ds} (IL,11)

L’opérateur G est symétrique et dissipatif par rapport a la mesure p de
densité y (r) par rapport 4 la mesure de Lebesgue sur R, . En effet, pour
f et gC> a support compact :

(Gf g)u=(f, G lu

(Gf, f)p_ — _1 fl2 dll' (II,12)

2 Jr,
si bien qu’il existe un semi-groupe (7}):>o markovien, de générateur G et
a contraction dans tous les espaces L? (p) (1 < p < +00).

3. On se propose maintenant d’estimer de maniére probabiliste la densité
ki (z, y) du semi-groupe (7}):>0. (On pourra se référer & [KKR] pour
des calculs analogues.) Soit (f;);>0 un mouvement brownien linéaire et
(R:¢)t>0 la solution unique de ’équation différentielle stochastique :

n—1 dt
dR; = dﬂt + B E (IL13)
Ry=r (r>0)
C’est le processus de Bessel de dimension n(n > 2). Soit (Gi)i>o la
solution de I’équation différentielle stochastique :

n—1
dGi = dp; + 5 v(Gy) dt
Go =T
Les hypotheses (IL,10) faites sur v impliquent 1’existence et 1'unicité de

la solution de (II,14) sur R,. Le semi-groupe associé coincide, d’apres
la formule d’'It6, avec le semi-groupe (7%):>o défini au point IL.2. Les

(IL,14)

1
hypotheses (II,10) entrainent par ailleurs que la fonction ¢ (r) := v (r) — -

est bornée sur R, . La formule de Girsanov implique alors que 1a loi Ag du
processus G est absolument continue par rapport a la loi Ag du processus
R. Plus précisément, on a sur F; := o (3; 0 < s < 1)

de n—1 [ (=12,
d)\R_exp{ 5 Ac(Rs)dﬁs —5 /Oc (Rs)ds ¢ (L15)

Appliquant alors la formule d’Itd a la fonction :

n— " 5 (r)1/2
P(r)= 21/1 c(s)ds = log ('I (n_)—_l_ >7

r o2

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



ETUDE D’UNE FONCTIONNELLE LIEE AU PONT DE BESSEL 113

on a:

_ t
n_l c(Rs) dps
0

(n—1)2 /t c(Rs) n—1 /t ,
+ ds + c (Rs)ds (I1,16)
4 o Rs 4 0 ()

¢(Rt) =

-1
Reportant alors dans (II,15) la valeur de n
dans (II,16), on obtient :

t
/ c(Rs) dfs, calculée
0

th(lr) (;_;:/2
< E f(Rt)—(-_)i2 exp ( I(R )ds) a,17)
R,?
avec
l~(7") = (n _4 D CY) + n ; ! d(r)+ —— (n — 1) c*(r) (IL,18)

Ce qui peut s’écrire encore, lorsque n est entier :

T, f(r) = re

w2 (|1Bel) f s
EL f(|B]) ——== L(|By]) ds (I1,19)
. s e (- [ 1080 a5)

ol B est un mouvement Brownien de dimension n partant au temps 0 d’un
point dont le module est .

4. La formule (II,17) permet d’étudier la densité k;(z, y). Plus
précisément on a la proposition suivante :

ProposiTION 1 :

ke (z, y) = % [;ﬁw} v exp (_“’2 +y2> L (xy)

2t
t
x E {exp (—/ (XD ds)} (11,20)
0

Vol. 32, n°® 1-1996.



114 G. LORANG ET B. ROYNETTE

ou I, est la fonction modifiée de Bessel d’indice v (1/ = g - 1> et X7

est le pont de Bessel de dimension n, partant de x en 0 et se trouvant en
y au temps t (cf. Introduction).

Démonstration de la proposition 1. — On considere la fonction f. =
y+e

C.lly—e, y+e] ot Ce est telle que C. / p(s)ds = 1. 1 est alors
clair que o

T; f- (z) P ke (z, y)
et par conséquent, d’apres (II,17) :

n—1
xr 2

kt (.’L', y) = 1 Pt (.fE, y)

(@)V2 p(y) /2y T
t

x E {exp (—/ Z(Xj;g/)ds>} (I1,21)
0

1 21 22 — 42 .
ou p; (x, y) = " (%) 2 Y exp (—T Zty )I,, (%) est la densité au

temps ¢ du processus de Bessel partant au temps O de x. Remplagant la
valeur de p; (z, y) dans (IL,21) on obtient sans peine (II,20).

Les hypothéses (I1,10) sur la fonction + impliquent le comportement
suivant de la fonction ! au voisinage de I’infini :

- a?(n-12 (n-1)(m-3) 1 1
I(r)= 3 - 3 ) +o (7—2) (11,22)
N 2 -1 2
On est donc amené a poser: [(r) = a_gn_S__)_ — I (r). Supposons

maintenant que [ (r) ait les propriétés (i), (ii) et (iii) énoncées dans
I'introduction (cf. 1.2) (ce qui est le cas dans la situation hyperbolique
comme on le verra au § 5 ci-dessous). Réécrivant alors la formule (I1,20)
on obtient :

1 Ty 172 24+ y*  a®(n—1)*
0 = - - - t
kel v =5 [u(x)u(y)} P 2t 8

t
x I, (ft?i)E {exp ( /0 LX) ds)} (11,23)

C’est cette formule qui motive notre étude de la fonctionnelle I; (z, y).

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



ETUDE D’UNE FONCTIONNELLE LIEE AU PONT DE BESSEL 115

Remarque (inspirée par le referee). — I (x, y) se calcule explicitement

dans la situation ol l( ) = (cf. [Y]). On obtient alors :

22
5 (%

E(exp—%/o (X(;iyy) - Ij Eﬁg
t

avec p = VkZ+ 2,

Bien entendu, cette fonction I, par son comportement au voisinage de 0,
ne satisfait pas les hypothéses requises par le théoréme annoncé.

5. Revenons a la situation hyperbolique. Rappelons alors que :

s (1) (1)

a+ 0 [acothr+20Bcoth2r) |,
2 ( a+ B )f(r)

Hop f(r)=5f"(r)+

1
2
=10+

On choisit alors n — 1 = a+ 0 (i.e. n = a + [+ 1) et on se convainc
acothr +2f3coth2r

a+p

aisément que 7y (r) = vérifie bien les hypothéses

(IL,10) avec a = aa++2 ﬂﬂ. Le calcul explicite de () donne :
i(r) = (@+2p)® (a+pB)atp-2) (1 1
8 8 r2  sh2r
CBB-2) 1
8  L+shr L2
D’ou :
_(@tB)(a+p-2) (1 1 p(B-2) 1
L) = 8 r2  sh?r + 8 1+sh?r {1.25)
Choisissant :
_a+pf-2 n-3 n-2
= 5 =3 < 2 (I1,26)
on a
k(p)zp(n—p—2)_(a+ﬂ)(a+ﬂ——2) a2

2 - 8

Vol. 32, n°® 1-1996.



116 G. LORANG ET B. ROYNETTE

et donc :

k (p)
L(r e T2
Le théoréme annoncé ainsi que les relations (I1,23) a (IL,27) permettent alors
d’estimer la densité ki (z, y) du semi-groupe (S¢?)¢>o (défini au § IL1)

par rapport a la mesure p,, 3. Plus précisément, on a le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1. — Soit la fonction h,, g (t, =) définie par :

ha, s (t, x) =t2 exp {_(a+2ﬂ)2t_ (a+2ﬁ)ax— m_2}

8 2 2t
n—3
X(1+z+t) 2 (1+2)

(ot » = a+ B + 1). Il existe une constante C telle que

(Vt>0,2>0), Clhyp(t,z) <k’ (z,0)<Cha st z)

(La démonstration du corollaire utilise 1’équivalence en 0: I, (z) ~

v 1
(%) To+D et I’équivalence uniforme : 1o, 5 (2) = sh® zsh” 2z ~

(I{—)W exp [(a +28) 2].)

Remarquons que 1'on retrouve bien le résultat de Davies ([D], p. 176)
[cf 11,7) et (I1,8)] dans le cas de HY (R): « = N — 1 et 8= 0.

III. HYPOTHESES SUR LA FONCTION !

Afin de préciser les hypothéses (i), (ii), (iii) de I’alinéa 1.2, nous allons
commencer par quelques remarques relatives aux fonctions de Bessel.

1. Quelques remarques sur les fonctions de Bessel
(cf. [W.W.], p. 360 et suivantes)

Soit o > 0 et J, la fonction de Bessel d’indice « :

Vz>0), J.(z)=(2 RS A Gl L 1IL1)
(V2 20), “<Z)‘(§) ;(5) HT(htasn 00
Notons :

K, (2)=27%Jy(2) (11L,2)

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



ETUDE D’UNE FONCTIONNELLE LIEE AU PONT DE BESSEL 117

K, est solution de I’équation différentielle :
2 1
K'(2)+ 22 K () + Ko (2) = 0 (IIL,3)
z
Soit maintenant v > 0 et K, ., (2) := K, (7 z). La relation (III,3) implique
alors que :

2a+1

Ko () + —— K, (2) +7" Ka,y(2) =0 (IIL.4)
Notons L I’opérateur différentiel sur Ry :
L., , n-1 /
== —_ 11,5
Li=sf+2=f s

Lorsque n est entier, L est la partie radiale du laplacien de dimension n. En

. - N . n—2
fait nous n’utiliserons dans ce qui suit que la fonction K, (1/ = )

D’apres (II1,4) cette fonction satisfait a :
LKy, _ 7
fentuinl. 10 QUSSR I11,6
K, . 2 (IIL6)
LeMME 1. — 1) Pour tout w < 0, il existe deux constantes § (= 6§ (w))
et v (= v(w)) telles que la fonction K, - 5(z) := 6K, - (z) = 6K, (y2)
notée plus simplement K* (z) vérifie :

K“(1)=1
K (1) =w i (Im,7)
LK* = v (w
- % (2) = 5 pour tout z € [01]
2) Si
wy <wy <0 alorsy(wy) <7v(ws). (11L,8)

Démonstration du lemme 1. — Pour démontrer le premier point il suffit

K/
de constater que la fonction v — ’YK—"((W)—) varie de 0 & —oo quand 7y
v \Y
varie de 0 a y, ou y, est le premier zéro de la fonction K,. On choisit
71K, (v)

alors v = 7y (w) de sorte que = w, puis on détermine § = 6 (w)

K, (v)
afin que 6 K, (y) = 1.

Montrons le point 2. On a aprés intégration par parties :

/1Lf(z>g<z>z"-1dz—/ol f(2)Lg(z) 2" d

0

1
=3(f'9-19) 2" 715 (11L,9)

Vol. 32, n° 1-1996.



118 G. LORANG ET B. ROYNETTE

D’ou, en appliquant (II1,9) avec f = K“* et g = K2 :

2 2 1 _
(—7 W) | 7 (‘“2)> / K (2) K= (2) 2" Vde = 222 5 0
2 2 o 2

ce qui est (IIL8).

r

v

Graphe de K¢

Fig. 1.

2. Description d’un tube

Soient p, q et ¢ trois réels. On supposera dans toute la suite que :

-2
0<p< %—’ a>p et k(p)<k(q)

q P (I1L,10)

0<e< — =1+
q—p q—p
—92 -
[Rappelons que k(p) = Ii@_?_ﬂ
Soit
c 1l-c

Foge(2) = 2+ — (221) (L11)

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



ETUDE D’UNE FONCTIONNELLE LIEE AU PONT DE BESSEL 119

Un calcul élémentaire permet d’établir que :

Lf . k()  (1-c)(k(g-Fk(p)
- (2)=—3 0 ot oa ) (I1L,12)
Sic<1lona:
—% (2) > kz(f) =9 i’;fgzp_ k(p)) (z>1) (I1L,13)

Sic>1ona:

<

f
Nous allons maintenant « recoller » f, 4 . (pour z > 1) avec une des
fonctions sur [0, 1] décrites dans le lemme 1. Notons que : f(1) = 1,
f (1) = —pc — q(1 — ¢) si bien que :

c<l = f;,’qyc(l)<—p<0}

c>1 = 0>f .(1)>-p

k(p) (=1 (k(9) — k()

22 cz2ta—r

(z>1) (111, 14)

(II1,15)

D’apres le lemme 1, il existe donc pour chaque (p, g, ¢) satisfaisant 2
(II1,10) une fonction g, 4 , de classe C? sur R, (saufen z =1 ol g, 4.
admet des dérivées a gauche et & droite égales) telles que

() = KfracW si 0<2<1
9p,q,c - fp,q,C(z) si oz > 1

Dans ces conditions, d’apres (II1,13), (IIL,14) et le lemme 1 : si ¢; < 1
alors g, := gp q,c, satisfait a:

=4 si 0<z<1

(I11,16)

Lg,
- (2) k (p) d . (1L17)
g1 > 2 po T si z2>1
ou :
7 (40 (1)
N el et d=1-c)(k(g) —k(p)) (IL18)

2

Sicy > 1 alors g; 1= gp 4, satisfait a :
=y_ si 0<2z<K1

L g, ]
——=(z "’ 111,19)
(2) ) < k(p) c 6 z>1 ( )

Vol. 32, n°® 1-1996.



120 G. LORANG ET B. ROYNETTE

€/ 1) B R V(0 B 010)

(I11,20)

2 C2

De plus, d’apres (IIL15) et le lemme 1 on a: y_ < 4.
~
K
1
foiqc
4
0 1
Graphe de g
Fig. 2.

DEFINITION. — On dira que le couple (11, 1) forme un (p, q, c1, c3)-tube
Si:
Y+ si 0<2<1

Li(z)=19 k(p) d o (I1,21)
2 5 27a=p si z2>1
Y- si 0<2<1
lz (Z) = k (p) C/l . (III,22)
PR W r— si z2>1

ou les constantes y_, vy, ¢, ¢ sont définies par (111,18) et (111,20).

Nous ferons sur [ I’hypothése :
(H) [ appartient a un (p, g, c1, c2)-tube i.e. il existe un tube (Iy, Iy)
comme ci-dessus tel que : (Vz > 0)1y(2) < l(2) < Iy (2).
Notons que les inégalités ci-dessus sont strictes. Remarquons enfin que
nous avons fait jouer au point zo = 1 un rdle particulier. Mais on
pourrait choisir pour zy n’importe quel réel positif et définir ainsi un
(p, q, To, €1, c2)-tube.
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~
1
T+ |
— . .
— CI
2 z2+9-p
v¥-
! k_(p) - _c_;
[ 22 2 22t9-p
0 1
Fig. 3.

IV. ENONCE ET DEMONSTRATION DU THEOREME

1. THEOREME. — Soient x et y deux nombres réels > 0 et soit (X7 )o<s<t
le pont de Bessel de dimension n > 2 partant de x a instant 0 et arrivant
a y a linstant t. Soit | une fonction satisfaisant a I’hypothése (H). Alors,
quel que soit yo > 0, il existe une constante C (dépendant de 1, yo, n et
D, mais non de x et t) telle que :

(Vt>0,2>0,0<y<y),

1+z+t\” t
-1 < T,y
C (——1+$ ) < E(exp/0 (X )ds) av.1)
p
<C (1 +x+ t)
- 1+z
2. Le processus espace-temps

Pour démontrer le théoreme, on considére 1’équation différentielle
stochastique :

1 Xy ds X,
dX, = dB, = =) = -
+[2+(P (t—s)]Xs t—sds

XSOZ.'L"O (OSSOSSSt)

(E(Io,so))
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et le processus espace-temps associé Y, = (X, s) (so < s < t). C’est un
processus de Markov de générateur infinitésimal M :

Min=2a e+ e (1))

z

XTI ) = e )+ flz ) V)

Le pont de Bessel (X{"/)o<s<: est la solution de I'équation (E(, ¢)). Il
sera simplement noté (X,)o<s<; dans la suite.

Soit maintenant ¢ : Ry x [0, {] — R* de classe C2. Alors la formule
d’Itd implique que :

(¢(KJ€XP—lAs§%f(KJdu)

est une martingale locale.

0<s<t

3. Démonstration de la minoration de [, (z, y)

Soit g la fonction définie par (II1,16) et satisfaisant a (I11,19) et (II1,20)
(avec ¢y > 1). Définissons 15 : Ry x [0, t] — R, par:

o (2, 8) = (t — s)P g2 (2) (IV,3)

Remarquant que M f (z, s) peut s’écrire sous la forme :

Mf (s 8) =5 £ (5 )+ L Lz )

tlo () -v] t e

- f—fs- (2, 8) + f (2, 8) (IV 4)
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on montre a ’aide d’un calcul élémentaire que :

My
V2

k(p)+p [cpu (t—z_y—;> - u} (ca = 1) (k (q) — k (p))

(2, s)

22 22 (1 —ca+cp297P)

) (c2—-1) [% (%) - V] (9-p)

22 (1 — co + g 297P)

123

co b le-Dl-p o 5 av.5)
(t—35) (1 —co+c2297P)
M
_ M (2, s)
(2
- [90:/ <tz_ys> —1/] K« (2)
— - z K2 (z)
2 K% (z) D .
<1
T k=) Ti—s M ES
ol
wy = f,ﬁ,q,CQ (1) (Iv,6)
LEMME 2 (comportement de ¢,):
(1) ©, est une fonction croissante v, 7
2
ii v ~ —_— Iv,8
(i) 00 (2) 2V 30T av.g)
(iii) ou(z) = (Iv.,9)
Démonstration du lemme 2. — Les formules relatives aux fonctions

modifiées de Bessel :
21, (2) = L1 (2) + Ly (2)
1) = 1 ()~ Lo (2)
21, (z) 21,41 (2)

LG UL
Le point (ii) en résulte aussitot.

montrent que ¢, (2) =
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Par ailleurs le comportement asymptotique de I, 4 infini :

L) = g 140 (3)]

donne immédiatement le point (iii) du lemme.

Pour démontrer la croissance de ¢,, on montre sans peine, en utilisant
les formules ci-dessus, que :
2
vy 2UG =i Ly)
‘Pu (Z) - 1—2 9
v

et un calcul direct prouve que I3 >1,11,4,.

L - . zZ)—v
Ce lemme implique en particulier que la fonction z — %— est
z
positive et bornée par une constante C' sur R.. On en déduit, d’aprés
I’hypothese (H), que :

(Vz>1) )

M 1)y c3y? Cq 1 cs

_ < _ %

o (z, S)‘l(z)+(t—s)2+z‘l‘1’ e 2
(Cg, C4, Cr > O)

2
C3yY Cq
S+ G T G

x 1 C—SS !
22 T t—s )

% (IV,10)

K«

D’autre part, remarquant que la fonction z +— iK—Z% est négative et

w2 (2

bornée sur [0, 1], on a:
(vzel0,1])
My Ce Y C7 (IV,11)
— < y_
¢2 (Z,S)_’Y +(t_5)2 t—'s

De (IV,10) et (IV,11) on déduit que si a est une constante choisie assez
grande alors :
(Vz>0) (Vs<t—a)

C8 y2 Cq

(@) <IE)+ G Y oy i av,12)

w8 <t 5y
22 T t—s

My
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Le théoreme d’arrét appliqué a la martingale

S M
Yz (X, 8) exp /0 wff‘"

(Xu, u)du

donne alors :

Y2 (2, 0) = E {1/)2 (X¢—a, t—a)

exp (_/Ot—a % (Xs, 8) ds)} (IV,13)

C
0 jz)p < g2 (%) Sm, on obtient avec (IV,12) :

¥ cow E{ /t_al(X)d +/H Sy,
O —— N + s —_
t+ap =" e"p[ 0 Tl -2 ®

t—a
Cq
Ny
0 (t—S)Xg P

xl(%ﬁtis>ds]} (IV,14)
Or :
exp /Ot—a (tcs_y:)z ds = exp [cg v’ (2 B %)] sC@y) |
t-a
exp/o ﬁﬁl(%st;)ﬁ (P
< exp /Ot—a ___% < C(a)
(t—5)*"3 '

D’apres (IV,14) et (IV,15) on a:

(V& >0) (Vt>a)
E{exp (/Otl (Xs)ds)} > C (a, ) (L } (IV.16)

1+ x)?

Mais d’autre part, comme [ est une fonction positive, on a :

¥z >0) (V¢>0) E{exp (/Otl(Xs)ds)}21 Av.17)
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Les relations (IV,16) et (IV,17) permettent ensuite aisément d’obtenir la
minoration de I; (z, y) dans (IV,1). '

4. Démonstration de la majoration de I; (z, y)

(i) Puisque [ est une fonction bornée, il est clair que :

t
(Va>0) exp (/ [ (X5)ds < C(a) (IV,18)
t—a

t—a
Il suffit donc de majorer E {exp (/ 1 (Xs) ds) } pour ¢t > a.
0

. . t—
(i) Soit 0 < x’ < a et soit I',/ :{(z, s):0<s<t—acet s < X'}
z

)
!
]
]
)
s
)
)
)
]
)
|
0 1
Fig. 4.
o C
D’apres (H) il existe une constante C' telle que [ (z) < e et donc :
t—a
exp / 1(Xs)1r, (X, 8)ds
0
t-a C t—s
< 1 <y'ld
—e"pfo 1+ X,)2 ( X, -X> ’
t—a CX/2
< ] — 2  __ds<C(¥ 1Vv,19
<ow [ Gy 5000 e
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(iii) Soit maintenant 0 < x < X’ et 7 le temps d’arrét :

t —
T=inf{320:t—s§aou stx} (IVv,20)
Siz > —, il est clair d’apreés le point (ii) que
E <exp / 1 (X5s) ds) < C(x). (IV,21)
0

i
D’autre part, si # < —, P'argument utilisé dans la démonstration de la

X

minoration de I; (x, y) prouve que dans ce cas :

E (exp/0 1(Xs) ds) < C(a, x) axar (Iv,22)

En effet, il suffit de remplacer g et 1), par g; et ¥; (¢; < 1), de constater
ensuite que pour g assez grand, fixé :
(Vz>0) (Vs<t—a)

M ), 3
—, (&9 21() = sz av,23)

xl(c—‘;gi;zm)
z t—s

et dappliquer alors le théoreme d’arrét a la martingale
8

1 (Xs, ) eXP—/O N{/}iﬁl (Xu, u) du :

T M
Y1 (z, 0)=F {1/11 (X, 7) exp (- —wﬁ (X, ) ds)} (Iv,24)
0 1
Finalement, pour obtenir (IV,22), on utilise le fait que
ctr
’(/)1 (x, 0) S m et 1/}1 (X.,-, T) 2 CXP (IV,25)

Les relations (IV,21) et (IV,22) obtenues respectivement pour r > i et
X

t .
r < — se résument comme Suit :

_(¥t20) (Yo20) )
E {exp (/O 1(X,) ds>} < Cl(a, x) (%ﬂ) (IV.,26)

[De plus, (IV,23) prouve que la constante C (a, x) est en fait indépendante
de y € R, ]
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(iv) Soit (zg, So) un point tel que 0 = x' et sg <t — a. Notons

0
(XFo%0)) | < < la solution de I'équation différentielle (E(z,. s)) (¢f. IV.2).
Alors la méme démonstration qu’au point (iii) prouve que si

Tzinf{szsozsgt—aouﬁgx} Iv,27)
alors
E {exp (/T 1 (X (s0r®0)) ds)} <C <3§Z’)p (1V,28)
S0
[On observe ici que ¥ (S0, Zo) = (t — so)P. (% + ! ;301) < x'P car

zo > 1 et ¢; < 1, tandis que (X$s°‘w°), ) > C x*].

>

x z

Fig. 5.
(v) LEmME 3 :

t— s n—2
< e > est une sur martingale positive.
S
Démonstration du lemme 3. — On considere la fonction 0(z, s) =

t—s\" 2
X,
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Un calcul élémentaire prouve que :

zn

MO(z, s)=—(n—2) [% (Z'Z_—ys> —u} Gl P (IV,29)

Le résultat en découle aussitot.
Considérons maintenant la suite de temps d’arrét définis par :

T0=0 )

t—s
T =7=1in {s_ % % X}

S

T2=inf{327-1; s<t—aou
(IV,30)

. t—s
Tok+1 = inf § 8 > 79p; s <t —aou X <x
X

Tok4+2 = inf{s > Topt1; S <t —aou

v
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Il résulte alors des points (i) et (ii) qu’il suffit, pour démontrer la
majoration annoncée, de majorer :

{exp Z /MH 1(X,) )} (Iv,31)

Pour cela, nous allons estlmer le nombre D de descentes du processus

S . .. . .
X sur I'intervalle [y, x’]. Mais il est clair que D est aussi le nombre
s n—2
sur [x

I’'inégalité de Dubins pour les ssurmartingales positives (cf. [D.M.], p. 21)
prouvent que :

de descentes du processus

n=20 x™~2]. Le lemme 3 et

X r(n—-2)
P{D=r}< C(-)?) (IV,32)

La démonstration de la majoration s’acheéve alors comme suit :

{cxp Z [ 1 )
= ZE {exp (Z /sz X, ) 1(D=T)}
Fewalz2) REYTE "

14+t p +oo X>n—p—2 r
<Cf(a, x) | —— cl2 v,33
coen () Xle(y) ] o

d’apres la propriété de Markov, les inégalités (IV,26) pour r = 0 et (IV,28)
pour 7 > 1 et I'inégalité de Dubins (IV,32). Mais la série (IV,33) converge

puisque p <

2
n—p—
C(%) <1.

Ceci termine la démonstration du théoréme.

<n-—2et —>% peut étre choisi assez petit pour que
X

Remarque. — Nous avons affirmé que dans les situations hyperboliques

[ie.: Hop f(r) = %f” () + Ya,5(r) fl avec 74, 5(r) = acothr +
2 B coth 2 7] notre théoréme s’applique i.e. que I’hypothése H (appartenance
de I a un tube) est satisfaite. Cette affirmation dépend en fait de calculs
numériques fastidieux que nous avons effectués sur ordinateur et qui seraient
pénibles a reproduire ici.
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V. APPENDICE :
EQUATION DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE SATISFAITE
PAR LE PONT DE BESSEL

Le but de cette section est de prouver la proposition suivante :

ProposITION 1 (cf: [R.Y.], p. 428). — Soient n un nombre réel > 2 et
v = o 1. Soient z, y > 0 et t > 0. Soit (By)s>0 un mouvement
brownien (avec By = 0). Le pont de Bessel de dimension n, partant de
x a Uinstant O et arrivant en y a Uinstant t, noté ici (Xs)o<s<t, vérifie
I’équation différentielle stochastique :

dXs=st+[%+<py(Xsy>]ﬁ_ X g5 (0<s<t)

(E) t—s)| Xy t—s

X():.’E.

Démonstration de la proposition 1. — 1. Notons P, la loi du processus
de Bessel de dimension n partant de x et Pjyy la loi du pont de Bessel
(X5 )o<s<t- Rappelons que la densité du processus de Bessel de dimension

n vaut :
1/y\" 2% 42 Ty
=-(Z - I (2 v,
pe (T, y) t(x) yeXP( 5 , (vV.,1)

et pour x = 0 cette densité devient :

2
pe(0,y) =27t (0 4+ 1)~y exp (_y“) (V.2)
2. Montrons maintenant que

Pé,y:h('ws, 8) Py sur Fy =0 (wy; 0 <u<s) (s <t)
avec

h(z, s) = %Z’yg;) (V.3)

En effet, d’abord on calcule EP, {F (w,, u < s) ® (w¢)} en conditionnant
par rapport & o (w;) ce qui donne :

EP, {F (wy, u < s)® (w;)}

- / O (y) EPL , {(F(wa, u< 8)} pe (o, ) dy (V)
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De méme, en conditionnant par rapport 2 F,, on montre que :
EP, {F (wy, u < s)® (w;)}

- / & () EP, {F (wu, u < 8) pos (we, )}y (V.5)

Les fonctions ® et F' étant quelconques, on obtient (V,3) par identification
dans (V,4) et (V.,5).

3. Remplagant (V,1) dans (V,3) on obtient :
2% + y? 2y
tx¥ - I, | —=
S ( 2<t—s)> (t—a)

h(z, s) = T (V,6)
Y oz +y zy
(t—s)z exp( 57 >I,,(t)
Posant alors
_ 22 4y
hiz 9 =505
o o) =1os (1, (2 VD
t—s
fs(z) =log 2
on a:
h(w,, 5) = —
Wer 8) =475

x exp {~f1 (ws, 8) + f1(2,0) + fa (ws, s)
= f2(2,0) — v f3 (ws) + v f3 ()}

Une application de la formule d’Itd aux fonctions f, fo et f3 (sous P,
ds, (Bs) étant

‘ . n—
le processus coordonnées (w;) vérifie : dw, = dB, +
S

un mouvement Brownien) montre que :

h(ws, ) = exp {/OS f(wy, u)dB, — % /03 12 (wy, u) du} (V.,8)

_ wy wey\ O\ 1
f (W, u) = t_u+<<pu(t_u) V)w (V.9)

ou
u

Remarquons que I’on aura besoin durant ce calcul de I’équation différentielle
satisfaite par I, :

e +ire - (1+ 5@ =0 (V,10)
u(z) Zu(z +22 uz_ ’

La formule de Girsanov (voir p. ex. [R.Y.]) permet alors d’achever la
preuve.
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