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Un modèle du votant en milieu aléatoire
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RÉSUMÉ. - C’est un processus d’espace d’états {-1,+1}~ ,
d &#x3E; 1, où les liens entre chaque site de Z~ et ses plus proches voisins ont
pour loi la mesure produit de Bernoulli vp, 0  p  1. Alors E Z~,
a les transitions du modèle du votant ou de l’antivotant, suivant la valeur
des liens avec ses voisins. Nous prouvons que ce processus est ergodique,
en utilisant une relation de dualité analogue à celle introduite par Matloff
pour le modèle de l’antivotant.

ABSTRACT. - This process has state space {-1,+1}~ , d &#x3E; 1,
where the distribution of the links between each site of Z~ and its nearest
neighbors is the Bernoulli product measure vp, 0  p  1. The transitions

of E are either those of the voter model, or of the anti-voter
model, according to the value of its links with its neighbors. We prove that
this process is ergodic, using a duality relation similar to the one introduced
by Matloff for the anti-voter model.
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1. INTRODUCTION

A l’heure où l’étude de modèles du votant non linéaires bat son plein
([2], [1], [4], ...), je voulais rappeler un résultat obtenu avec Claude Kipnis,
sur l’ergodicité d’un modèle du votant plus classique, mais en milieu
aléatoire.

On se place sur lLd( d &#x3E; 1 ), où chaque site est relié à ses 2d plus proches
voisins par un lien. A l’instant initial, on affecte à chaque lien la valeur
+1 ou -1 avec les probabilités respectives p et 1 - p (p e]0,1[), de façon
indépendante : c’est le milieu aléatoire. On note w une configuration de
liens, et w (xy) la valeur du lien entre les sites x et y. D’autre part, sur

chaque site x de Zd se trouve une particule d’opinion +1 ou -1, d’où
la configuration initiale du processus, ~ ~ {-1,+1}Zd. Pour l’évolution,
chaque site est muni d’une horloge exponentielle de paramètre 1 (toutes
les horloges sont indépendantes). Lorsque l’horloge située en x sonne, un
des sites voisins, y, est choisi avec probabilité 1/2d ; la particule en x
prend soit l’opinion de la particule en y, soit l’opinion opposée, suivant
que w(xy) vaut +1 ou -1. Le choix des voisins et les temps exponentiels
sont indépendants entre eux, et indépendants des v.a. w(xy).
Pour chaque réalisation des v.a. w(xy), nous obtenons ainsi un processus

que nous appellerons modèle du votant en milieu aléatoire. Le cas
p = 1 correspondrait au modèle du votant linéaire (dont [3] contient une
étude détaillée), et le cas p = 0 au modèle de l’anti-votant (analysé dans
[5] et [6]).
Nous prouvons ici que le processus en milieu aléatoire est toujours

ergodique (Théorème 3) ; la démonstration suit la méthode utilisée dans
[5].
Dans le cas d = 1 (non traité), il est clair que le processus n’est pas

ergodique (cf. [5], proposition 2.2): les deux masses de Dirac D17(W) et 
sur les configurations et 2014~(~) sont invariantes, où
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2. L’ERGODICITÉ DU PROCESSUS

Étant donné un milieu w, est un processus de Markov sur

{20141,1}~ , de semi-groupe ~(~), et de prégénérateur défini par

où

d

= 03A3 |xi ] (x1, ... , Xd) et f ne dépend que d’un nombre fini
~=1

de coordonnées.

La construction du processus se fait comme dans [3], chap. I. Il s’étudie
à l’aide de deux processus de Markov (de sauts) auxiliaires, qui dépendent
de la même configuration de liens W que 

* Le processus a(t) = (x(t), a(t)) évolue sur S = 7~d x (- 1, +1}. Ses
coordonnées x(t) et a(t) sont les position et opinion d’une particule à
l’instant t. Ses sauts suivent un processus de Poisson de paramètre 1, avec
les probabilités de transition

n

Ce processus s’étend à U Si (n &#x3E; 1 entier) ; on note également
i=l

a(t) _ (01521(t),..., 0152i(t)) (où les sont des copies indépendantes
du processus initial), l’évolution de i particules et V(t) est le semi-groupe
associé.

Vol. 31, n° 1-1995. , 

’



266 E. SAADA

* Le processus de matrice générateur  et de semi-groupe U(t) est
n

défini sur Ln B Dn, où Ln = {0394} U U Si|, A est un point-cimetière et

Dn = )j{[(~i~i), " ’, ai )] 3 1  1~  .~  ~ tels A
i=1 

partir de la configuration initiale 03C3 (0) ~ 03B1(0) G SiBDn, 03C3(t) évolue comme
jusqu’au premier instant T où rencontre Dn : ~(T) ~ 

pour k  .~  z. Alors, si ~ = A ; sinon la particule
meurt, et les autres se déplacent comme avant, jusqu’à la rencontre

suivante de Dn .
Les processus et sont en dualité, par la relation suivante

(qui se démontre comme dans [5]) :
Pour tous t &#x3E; 0, c~o = [(xl, ~i)? ’ ’ ’ ? (~A;? LnBDn, p probabilité

~{-1,1}~,

où tc,S’ (t) est la distribution à l’instant t du processus de loi initiale

tc, ~~° est l’espérance du processus a(t) d’état initial ao, et est la

fonction définie sur Ln ~ Dn par

L’ergodicité du modèle du votant résultera des propriétés suivantes de
("(t))t&#x3E;0 "

PROPOSITION 1. - Pour presque toute configuration de liens cv (relativement
à la mesure de Bernoulli 

a) La seule fonction harmonique ~p pour Q, à valeurs dans ~0,1 ~, qui vérifie
cp (x,1 ) + cp (x, -1 ) = 1 pour tout x E 71d est la fonction constante 1 ~2.

b) Pour tout x E 7Ld,

où r(x,:f:1) est la loi du processus a;(~) = (a*(~),6[(~)) E 5’ d’état initial
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267UN MODÈLE DU VOTANT EN MILIEU ALÉATOIRE

c ) Pour tous n 2: 1, (01521,.’ . , E S" et p probabilité sur ( - 1 , 1 

Démonstration. - a) Soit cp une fonction à valeurs dans [0,2], harmonique
pour Q et telle que cp ( x,1 ) + -1 ) = 2 pour tout x E Elle est

solution de l’équation

d’où

autrement dit la fonction g(~c) _ !~(~1) - 1 ] (x G est bornée et

sous-harmonique pour la probabilité de transition P sur Z~ définie par

p(y, z) = 1/2d si ~~~J - ~~ = 1. Cette fonction est donc une constante C

si d - 2, ou est de la forme g(x) = C - 03A3 P" (Pg - g)(x) si d &#x3E; 3

(par la décomposition de Riesz et le théorème de Choquet-Deny), avec

II lim (g(x) - C) = 0. Si C # 0, ceci implique qu’il existe A = A(C)~x~~+~
tel que si ~~ &#x3E; A, (2) s’écrit

est à valeurs dans 0, =L-,J=-, " -, ±1 ~ ). L ~ ~ J7 
Par conséquent, pour tout y tel que ~y 2014 x~ = 1,

D’autre part, pour presque toute configuration c,~, il existe un site x E 7Ld
tel que &#x3E; A et

Vol. 31, n° 1-1995.
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où (e1, - - - , ed) est la base canonique de L’application successive de (3)
aux sites x , x-~-e1, ~~-el-f-e2, x+e2 conduit à la contradiction ~(x) _ -e(x).
Autrement dit C = 0 et cp ( x,1 ) = 1 pour tout x E 

b) Cette démonstration et la suivante suivent celles de [5]. Soit ~ une
fonction définie sur S, à valeurs dans [0,1], telle -1) == 1.
Soit une suite {ti}i~N de temps croissante vers La boule unité faible
* de h (S) est séquentiellement compacte donc il existe une suite extraite
(notée également {ti}i~N) telle que converge vers une fonction cp

qui est harmonique pour Q, par la

PROPOSITION 2 ([5], citée dans [3]). - Soit ~q(x, y), Jz, g E S~ la

matrice générateur d’un processus de Markov de sauts de probabilités
de transition qt(x, y), avec sup q(x, x)1  +00. Si pour des fonctions

xES

uniformément bornées fn sur S et une suite tn qui croît vers -I-oo,

g(x) = lim existe pour tout x E S, alors g estL.-i
yES

harmonique pour le processus.

Alors, pour tout x E 

d’où = -1) = 1/2 par le a).
Dans le cas particulier où ’ljJ ( x, a) = 1111 (a), cela donne

lim = 1) = lim = 1) = 1/2, donc

Sinon cela donne
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puis

par symétrie. En égalant (5) et (6) et en utilisant 1) = 1 - ~(?/, -1),

par (4). Autrement dit, pour x E 7Ld fixé, la suite de fonctions

{P~-~(~) - (~-1))-P~(~) - (~-1))} converge vers 0
faiblement dans donc fortement.

c) Comme pour tout z = (~i, - " , ~) E (7Ld)n,

on a pour a = E sn

Vol. 31, n° 1-1995.
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Par le b), chacun de ces deux termes tend vers 0:

par la deuxième partie du b) et l’indépendance des 1  i  n.

si c, d ne diffèrent que d’une coordonnée; ceci se déduit
simplement de la première partie du b) (cf. [5]).

o

THÉORÈME 3. - Pour presque toute configuration de liens c,~, le processus
a une unique mesure invariante v, qui vérifie

a) Pour toute probabilité initiale p, lim = v.

Démonstration. - Elle suit celle de [5]. Le processus est de Feller sur
un espace compact, d’où l’existence de v. Si vi et v2 sont deux mesures
invariantes pour le processus, on montre par récurrence que 
pour tout k E N* est la restriction de fv1 à l’invariance de vi
et v2 et la relation de dualité ( 1 ) impliquent que pour tout t, U ( t) f VI = f v1
et d’où = fV21s par la proposition la). Puis, pour tout
a E Dn, sous l’hypothèse = pour tout k  n,

est non nul seulement avant l’instant T où a(t) atteint ~0} U 5~~. Mais
avant T, a(t) = a(t),

est nulle par la proposition lc).

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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a) Cela résulte du corollaire suivant de la proposition 2 (cf. [5] ou [3]):
Si  est une probabilité sur S, une suite qui croît vers 

tels que v = lim existe, alors v est invariante pour le processus

b) Par la symétrie entre les 1 et les -1 dans l’évolution, la probabilité
v définie par

= ai , ... , Q(%n ) = = ~{~(~i) = -~i,...~(~) = -a~}

(pour [(x1, al), - - - , E est invariante, d’où v = v et

= = = = = 03B11} = 1/2.
c) Ceci découle de sur Ln B Dn, de

la relation de dualité (1) et de la proposition 1 c).
D
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