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paramétrique de la variance d’un processus de
diffusion multidimensionnelle

par

Pierre BRUGIERE

Université de Paris-Dauphine,
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place de-Lattre-de-Tassigny,
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REsuME. — On démontre, dans cet article, un théoréme de limite
centrale, pour un estimateur non paramétrique de la variance d’un proces-
sus de diffusion, dans le cas multidimensionnel. Cet article fait suite aux
travaux de D. Florens-Zmirou ([11], [12]), dans le cas unidimensionnel et
introduit un nouvel objet probabiliste, qui correspond a la version générale
du temps local.

La démonstration est fondée sur un calcul de limite de moments algébri-
ques. L’étude du cas de la dimension d=2 fait intervenir des développe-
ments asymptotiques (cf. Azencott [2] et Ikeda [16]), ainsi que des majora-
tions de densités de transitions de diffusions (¢f. Friedman [13]). Le cas
de la dimension d=3, lui, utilise des approximations trajectorielles (au
sens L2) locales de trajectoires.

ABSTRACT. — We prove here a central limit theorem for an estimator
of the variance of a diffusion process in the multidimensional case. The
estimator used here is a generalization of the one introduced by D. Florens-
Zmirou ([11], [12]) in the one dimensional case. We introduce here a new
probabilist tool which corresponds to the general version of local time.
The demonstration is based on a calculus of characteristic functions and

Classification A.M.S. : 62.

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques - 0246-0203
Vol. 29/93/03/$ 4,00/© Gauthier-Villars



358 P. BRUGIERE

therefore on a calculus of algebraic moments. The demonstration for the
dimension d=2, requires short time asymptotics (¢f. Azencott [1] and
Ikeda [16]) and majorations (¢f. Friedman [13]) for transition densities of
diffusion processes. In the d>3 case, local L? approximations for paths
of the diffusion process are emphasized.

0. INTRODUCTION

Le but de cet article est d’établir un théoréme permettant d’étudier le
comportement asymptotique d’un estimateur de la variance d’un processus
de diffusion sur R?, lorsque la diffusion est observée en une suite d’instants
L osizn.

n

L’asymptotique du probléme est celle du pas de discrétisation.

On note X={X,, 0<s<1} la diffusion de R’ solution de I’équation
différentielle stochastique:

dX,=b(X,) ds+ o (X,) dB,
0o = Xo
et on note P*o la probabilité associée.
L’estimateur de (o' o) (x) est défini par:
n—1
Z 1 | Xijn—x | <hp (X(i +1)n Xi/n)t (X(i +1)n" Xi/n)
S, (x)=n"=

n—1

Z llxi/n_x|<hn
i=1
ou (h,), .y €st une suite qui converge vers 0.

Il s’agit donc d’un estimateur a noyau, dont I’écriture a été introduite
pour la premiére fois en dimension d=1 par D. Florens-Zmirou [11].

En dimension d=1, la démonstration du théoréme de limite centrale
pour cet estimateur utilise: des théorémes asymptotiques pour les semimar-
tingales, dont un théoréme de Knight, ainsi qu’une approximation du
temps local de la diffusion, traduite par la convergence presque siire, vers
ce temps local, de

N7 (%)
2 nh,

Ly ()=
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ESTIMATION D’UNE DIFFUSION 359

ou
n—1

Nf(x)= z llxi/n_x|<hn
i=1

et accessoirement des techniques de développement de probabilités de
transitions (¢f. Dacunha-Castelle et Florens-Zmirou [8)).

En dimension d=2, la consistance de I’estimateur a été démontrée par
P. Brugiére [4] indépendamment de la notion de temps local (qui n’existe
plus en dimension d> 1), en utilisant des résultats sur le module de conti-
nuité de la diffusion.

Pour prouver ici le théoréme de limite centrale, concernant S,(x,) et
valable pour toute diffusion non dégénérée partant de x,, nous démontre-
rons d’abord le résultat probabiliste suivant, valable en dimension
quelconque: les suites du nombre de visites d’un voisinage de x,
renormalisées :

X
D bxo)_ L (x0)
E [N} (xo)]
ou
X
LX(x0)= _Na (%) dans le cas d=2.
nh21n (1/42)
et
LX(x0)= Ii Xo) dans le cas d=3.

convergent en loi.
On note L (x,) la limite en loi de LX (x,) et on montrera que:
pour d=2, L®(x,) suit une loi exponentielle.
+ o0
pour d=3, L@ (x,) est égale en loi & J 1) 60y wi® <1 S
0
ou W@ est un brownien standard de R’

La suite LX(x,) est 'objet particuliérement bien adapté a I’étude de
I’estimation de la matrice de variance. [L (x,) n’a pas d’interprétation
en dimension d=2 en terme de densité de mesure d’occupation par rapport
a la mesure de Lebesgue et on peut montrer aussi la non convergence p.s.
de LX(x,) par un argument simple.]

Ce résultat probabiliste étant établi, on peut démontrer la convergence
de

NX(x0) _
—"2—°((0' 0) ™! (x0) Sy (x0) =)

vers une loi normale.

Vol. 29, n° 3-1993.



360 P. BRUGIERE

Comme dans tous les problémes étudiés dans D. Florens-Zmirou

N (xo)
([11], [12)]), le facteur normalisant ”To est de type aléatoire.

Le théoréme de limite centrale pour une normalisation en
NX(x e , .
El:——”%] donne comme loi limite un mélange de lois normales, la

loi du facteur de mélange étant L@ (x,).

Pour démontrer ce théoréme, on utilise une idée qui sépare essentielle-
ment les dimensions d=1 et d>1 puis d=2 et d>2.

En dimension d=2, lorsque I’on estime (o’ 6) (x,), on peut se restreindre
a étudier les seuls passages aux instants:

pour Ly dans le cas d=2.

n In (h,)

S I~ S~

i
pour - <h¥? dans le cas d=3.
n

Cette différence de coupure nous conduit & poursuivre I’étude par deux
méthodes distinctes.

En dimension d>2, on utilise une approximation trajectorielle (de
type L?) locale de la diffusion X par le brownien générateur B multiplié
par o (x,), approximation portant sur les passages au voisinage du point x,
et sur les variations quadratiques au voisinage de ce point.

En dimension d=2, ceci ne fonctionne plus, on utilise alors des dévelop-
pements de densités de transitions et des majorations de celles-ci de type
classique (¢f. Friedman [13], Azencott [2]) et ’on fait une étude directe du
comportement limite des moments.

On obtient ainsi ’estimation, lorsque 1’on part de x,, de la fonctionnelle
(o' 6) (xo)-

Si x# x, on étend le résultat & S, (x) en utilisant la propriété de markovi-
cité de la diffusion X.

Cette deuxiéme partie sera développée dans un autre article.

1. HYPOTHESES ET NOTATIONS

b et o sont lipschitziennes et bornées. b est a valeurs dans R? et o est a
valeurs dans R? x R,
on définit a=oc' 0.
on suppose b et o C*
on suppose a(x) inversible et la famille {a™ ! (x), xe R*} bornée.
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ESTIMATION D’UNE DIFFUSION 361

on note:
(A, X)i/n = X(i +1)n Xi/n
Z})l(, (i/n) (x) =a ! (x) [n (An X)z/n (An X)i/n —a (X)]
Z .’f (i/n) @)=a"'(x)(n (4, X):/n (A, X)i/n —E[n(A, X)E/,. (A, X)i/n/ Xi/n])

X -
ln,s(x)_ l| Xs—x | <hy
[nt]—1

N.’;(, ()= Z lnx, (i/n) (x)
i=1

On définit la suite o par:

oP=2h, pour d=1
ocf,z’=h,fln<%> pour d=2

n

o@=h2  pour d=3

on note:

1 t
X, (0= mj‘ 1X (x)ds
q’n 0
1
L,’,f,(x)= me,:(x)
-1

1
¥ 1 im0 Zg iy ()
=1

/na,,] i

M, (x)=

lorsque ¢=1 on omet 'indice .

De plus:

m est la mesure de Lebesgue sur R? et D¢ la boule de R? de centre 0 et
de rayon r.

& est une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre 1.

W@ est un brownien standard de R?.

E“*[ 1=E[ /X,=Z]
(XD, =J a(X,) du est le processus croissant de X.
0

p,(x, y) est la densité de transition de la diffusion X.

o a0
%O e deta @) exP( 2s

1 | x|?
(d) = e —
4 2ms)? xp( 2s >

Nous utiliserons les résultats suivants (¢f. Friedman [13], p. 257):

Vol. 29, n° 3-1993.



362 P. BRUGIERE

11 existe des constantes C, (d) et C, (d) strictement positives telles que
pour tout s dans [0, 1] on ait:

Vx, yeR?
ps(x, ) =C,y (d)q("’(Cz(d)(y—x)) (%)

C d
a”s 2D @ (%)

et Vx, yeR?
i () =Cy (@) g (Cy(d) x)  (¥%x)

d*q C,(d
Lw|s Do €y @n) (o)
dx
on utilisera aussi la notation
_G@
n,s C2 (d) |Bs/Cz d) | <hp
Convention. — On omet I'indice d et I'indice X quand il n’y a pas de

confusion possible. D’autre part quand on omet (x) cela veut dire que la
fonction est calculée en 0.

2. RESULTATS PRINCIPAUX

On suppose dans cette partie, en plus des hypotheses faites dans la
partie 2, que nh? —» + oo et no' h2 - 0.
On a alors les résultats suivants.

THEOREME 1. — Pour d=2

VG (x0), (k)= 01— /24

ou N ~N (0, I).
Ce théoréme résulte de la proposition suivante.

ProrosiTiON 1. — Pour d=2
Z (P*0)
(L, (x0), M, (x0)) —— (L (x), . /2LD (x5) &)
ou
I3
L® (x.)=
o) 2 et laGo) ™

+
L“’(xo)=J Loy w@ <1ds  pour d23
0

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



ESTIMATION D’UNE DIFFUSION 363

et /' ~A (0, 1) indépendante de L' (x,).

3. SIMPLIFICATION DU PROBLEME

Dans ce qui suit on prend x°=0 afin de simplifier les notations et on
note P la probabilité PO,

3.1. Cas de la dimension d=2

On va démontrer que ’étude de la loi limite de (L,, M,) se raméne a
celle plus simple de (L,, .#,)
ou

1 n—1
M= % Lo im Zn, imy
no, ' i=1

1
THEOREME 2. — Sous la condition oc,,=o<—2> on a,

lim Ef (L, M,)~(L,, #4,)[|=0

n— + o
Démonstration. — 1l suffit de démontrer que
lim E[|M,—.#,[]=0

n— +o

E[|M,— 4, 1
1" .
=E [ Y Lo, am @™ (0) (B Xim [n (A, X)), (A, X)yy] — a(0)) U
/RO, =1

La formule d’Ité appliquée a (A, X)},, (A, X),, nous permet d’écrire que
B/ Xim [(Ay X (A Xyl

i/n

(i+1)/n
= E0 Xum [ f (X, = X, b (X,) ds+ j b (X (X, — Xy ds]
i/n i/n

. (i+1)/n
+ B/ Xim I: f a(Xy) dS]

ifn

@{i+1)/n h l
1, (i/n)_[ (a(XS)_a(O))dsuéEI:I"’(i/"):l0(:5 + ;3—/2)

/n

(i+1)/n

or,

il

Vol. 29, n° 3-1993.
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(i+1)/n
Lo, ijmy f X=X b(X) ds

1\3/2
E[ ]éE[ln,(i/n)]O<<_) )
i/n n

Ces majorations jointes a la majoration (¢f. Lemme 14 de I’annexe)

1 n—1
E["_ Z ln,(i/n)J=0(1)

no, j=1

Montrent alors que
E[|M,— A, [1=0 (1, i)+ /)

ce qui prouve le théoréme.

3.2. Cas de la dimension d>3

On va démontrer que (LY, MY) a méme limite en loi que (LY, MY) ou

Y,=c(0)B, teo, 1]
Y,=0

Pour cela on démontre le théoréme suivant.

THEOREME 3.
lim E[ (L), MY)—(LX, M) []=0

n—= +o

Commengons par démontrer la proposition suivante.

PRroPOSITION 2.

. . 1 n—1

@) im — 3 E[[1Xyn— 1} gnll=0
n— +w N, i=1

(ii) lim B[ Ly-Ly[1=0

n— + oo

Démonstration. — (i) implique (ii) de fagon triviale, montrons (i).

n—1
1
nh? .; E[ 13 am~ L @i/m) I
est majorée par la somme de trois termes A,, B,, C,,
n—1
1
A,= ﬁ A Z E[l,’f m)
n i=[nhy3/2]
1 n—1

Bn= ) Z E[]: in]
nh2 iz

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



ESTIMATION D’UNE DIFFUSION 365

[nh3/2)

Z E[I 1n (i/n) 1"Y,(i/n) l]

nll

Montrons d’abord que B,, tend vers zéro. On a,

v _ L dj2 1 B tx[a(O)]—lx
E[1, im) thn<2ni> H(det[a(O)])‘/zeXp[ n————zi ]dx
_ nh2 \*2
—0(( i ) )
1

+ oo 1
— E[1Y ,”]=O<J ——ds)
nhy [[%3/21 o —anms”?

ce qui prouve le résultat pour B,.

Pour montrer que A, tend vers 0 on procede comme pour B,, en
utilisant la majoration ().

On obtient de la méme fagon que,

2\d/2
wtof(%))

donc comme précédemment on voit que A, tend vers 0.
Il reste a prouver que C, tend vers 0 lorsque n tend vers + co.

E [| ln (i/m) l;T, (i/n) |] = P (I Xi/n l < hm 'Yi/n | g h )+ P (l Xi/n | g hm | Yi/n | < hn)
| <hy, | Yyn|>h,), on définit pour tout n et & élé-

donc

Pour majorer, P (| X
ments de [0, 1].

i/n

o (g, n)={xeR% |x|<(1-m)e}
B, n)={xeR!, 1-n)e|x|<e}
on a alors

P (| Xijn| <hp

Yi/n | > hn)
<P(X,

iln € '% (hm T])) + P (Xi/n € 'M (hn’ n)’ l Y | > h")

i/n
en utilisant (*) on obtient,
[nh3/2]

hz Z P(Xl/neg(hm T\))

[nh3/2)

2
R T
”hn i=1 J&hy, n (2Ti/N) 2 2i

[nh3/2]

1 C nh?|x|?
=J i) —-lz—mexp[—cz#]dx
aq,mhhy =1 2mil(nhy)) 2i

+ 00
gCIJ [J q9(C, x)ds]dx om%
a1, mLJo

Vol. 29, n° 3-1993.



366 P. BRUGIERE

Majorons maintenant P (X;, € o/ (h,, m), | Y;,|>h,) pour

i
—|<h,.
n

PX;,e A (h,, M), l Y I >h,) <P (I Xim—=Yin l >nh,)

or,
P(Xyn=Yim|>nh,)< W E[| X =Yy |*]
et .
Xim=Yiyn= an (0 (X, —0(X,)) dB,+ " b(X,)ds
0 Jo

donc,

E[|X,,~Y,,[1<2E [ f (06X~ (X,) dB)J +2E [( f "bx) ds)z]
i/n i 2 ’ l 2

=o(e[ [} xxra])eo((7))-o((;))

0 n n

ainsi

[nh3/2)

2 Z P(Xt/ne"ﬂ(hm T]), IYx/n I >hn)

nh? 5
1 o1 e S
<Cte—L 5 <i> =0< )

~onky (nh)? S

donc finalement,

[nh3/2]
n hn
> P( Xl <h lYi,n|>hn)=0<£2 #n)
hn i=1 n
[nh3/2]
La majoration de — Y. P( Y| <hy, | Xim|>h,) seffectue de la méme
nny =1
fagon, ce qui prouve la proposition 2.
PRrOPOSITION 3. — Sous la condition nh -0 on a,
lim E[[MY-MY|[]=0.
n— + o
Démonstration.
n—1
M')l(_MZ= Z ln (i/n) [Zn (1/n) n, (i/n)]

/nh,, i=1

Y
Z [In Gmy~— ,(i/n)] Zn, (i/n)*

/nh,, i=1

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



ESTIMATION D’UNE DIFFUSION 367

Commengons par démontrer le lemme suivant.

LEMME 1.

n—1

1

E [ Z (1;)1( G/m) 1:(, (i/n)) Z:(. (i/m)
nh,, i=1

]

Démonstration. — Considérons la suite des martingales (S, ));c1,n-1]
définies par:

converge vers 0 lorsque n tend vers + oo

1
/nh?

E[l Sn,n—l |]§E[I Sn,n—l |2]1/2

i
— X —1Y Y
Sn,j— Z (1", (i/n) ln, (i/n)) Zn, (i/nm)
i=1

nous avons,

et
E[|S, »1 [F1SCteE[I(S, Yo [l
or,

n—1 ’
1
E[|<Sn>n—1|]§CteE[—2 ) |lr)1(,(i/n)_l:(,(i/n)|]
nh,, i=1

qui converge vers 0 d’aprés la proposition 2.

LEMME 2.
n—1
1
lim E — 1% iy @ iy~ ZY. i) | | =0
e [.-;\/tz—hf n, m) Ln, Gimy n,(/))]

Démonstration. — On définit A, ; et B, ; par,
Ap, =1 (8, X)yn (8 XDy =16 (Xya) (A, B)yya (0 (Xiya) (A, B)yy)
et
B, i=nc(Xy,) (A, B);, (0 (Xi) (A, B)yy) =16 (0) (A, B)yy, (0 (0) (A, B)yy)
alors
1;)-(, (i/m) (Zr).(, (im) Z)]{, am)=a- 1(0) (lr).(, m An, it 1,’,(, im Bn, )
Commengons par démontrer que
) 1 n—1
= o Bt
| A, ; I = (| \/ﬁ (A, X)i/n I + | \/;" c (Xi/n) (A, B)i/n |)
X | \/ n(A, Xim— ﬁ o (Xim) (A, B)ijn l

X
ln, (i/n) An, i

Vol. 29, n° 3-1993.



368 P. BRUGIERE

ona,
E[1) iml \/E (A, X);PISCte E[1X aml
E[12 g | /16 Xy (A, B)yu PISCte E1X ]
et
E [1;):(, (i/n) | \/’71 (A, X)i/n - \/ no (Xi/n) A, B)i/n |2]

(i+1)/n

o (@i+1)/n 2 1
+CtCE|: n, (,/n)n<J b(Xs)dS> ]=0(_>E[1r)l(,(i/n)]
in h

Finalement on obtient
Cte
= zmumJ.mm

o[l o< G

d’aprés le lemme 14 de ’annexe,
d’ou le résultat
Montrons maintenant que sous la condition nh} —0 on a,

lim E 1X m B 0
i [ 2 Z Gifm) :I
La technique est la méme que précédemment.

I Bn, i | é (I \/ﬁ ) (Xi/n) (An B)i/n | + | \/z ) (0) (An B)i/n |)
X | \/;l ) (Xi/n) (An B)i/n - \/;l o (0) (An B)i/n I

et
E [ll/n I \/ﬁ ) (Xl/n) (A B)l/n \/n o (O) (A B)l/n |] = Cte E [1 l/n] hn

donc finalement,
Cte
I: T2 Z 1 n, Gi/my B, i :] [Z ln (:/n):l hn=0((”h:)1/2)
n i=1 /n hn
d’apreés le lemme 14 de I’anexe, d’ou le lemme 2, et la proposition 3.
On a donc démontré le théoréme 3.

4. CALCUL DES MOMENTS ALGEBRIQUES

4.1. Etude des moments de L.

La démonstration du théoréme 1 et de la proposition 1 est fondée sur
le calcul des limites des fonctions caractéristiques de (LX, .#%) et

Annales de !I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



ESTIMATION D’UNE DIFFUSION 369

(LY, #Y), donc sur un calcul des moments algébriques de (LX, .#%) et de
Ly, M)

Dans un premier temps nous étudierons la convergence en loi des
variables L* et LY, ce qui permettra de montrer la convergence de leurs
moments, aprés vérification de conditions d’équi-intégrabilité. Le lemme
suivant, démontré en annexe, permet de ramener 1’étude de la convergence
en loi de LX et de LY a celle plus simple de IX et IY.

LEMME 3.

@) lim E[IX-LX[]=0
n— + o

(ii) lim E[|IY—LY[]=0.
n— + o

L’étude se fait de fagon différente suivant que la dimension est d=2 ou
d=3. Les lemmes techniques communs aux deux démonstrations, figurent
en annexe.

CAs DE LA DIMENSION d=2. — Dans cette partie (g,), .y €St une suite qui
tend vers 0 telle que

[Ine,)|=0(|In(h,)])
on définit, I, , = 1™ 1x, as,
%y Jo
Les deux lemmes suivants vont permettre de simplifier le probléme.

LEMME 4. — Pour tout x,

1
) lim E[ij ln’sds:I=0.
n- +o Ay Je,

(ii) 1, a méme limite en loi que 1, . .
Démonstration. — (i) en utilisant (%) on obtient,

1 1 1 ly|?
E 1, .ds |£C, —exp| —C,-=—— |dyds
& en YDy, S 2s
1 1
gcljf —dyds
&n Dh,,s
=0<h§1n<l>)
sn

or, |In(g,)|=0(|In(h,)|) ce qui entraine le résultat.
(ii) est une conséquence directe de (i).

Vol. 29, n® 3-1993.



370 P. BRUGIERE

LEMME 5. — Pour tout >0, on a,

@) lim sup—ff exp( Bly_ |)dsdy T
n- +wo xeDy %, Jo Dh

(ii) lim inf —j I exp( Bly_ o >dsdy n
n— +0 xeD; &, Jo

Démonstration. — On montre simultanément (i) et (ii).

Bly—xh, [’

N

Par le changement de variable 1= ———"" on vérifie que 'intégrale

figurant dans le lemme est égale a

j f —exp( )dydt
Di, JB (| y—xhy 12/en) ¢ 2

or on a ’équivalent suivant pour s dans un voisinage de zéro,

+ool t
—exp| — = |dt~ —In(s)
s 2

—xh, | h? . ,
et ﬁluJL = 0(——"—) uniformément en y dans D, .
8" 8"

donc l'intégrale a étudier est équivalente a

— 2 —v|2
l _ln(Bly Xh,,l )dy= 1 3 —ln(Bhfly X| >dy
A, Dp,, €, —In (hn) D; o

cette intégrale converge vers m(D,) puisque |In(g,)|=0(|In(h,)]) et ceci
uniformément par rapport a x dans D,.
Posons

B )= —4—9"—”)

i
27s(det[a(0)]) exP( 2s

ou d(.,.) est la distance géodésique pour la métrique riemannienne a~!

sur R? (c¢f. Molchanov [17]). On a le lemme suivant:

LeEMME 6. — 1l existe une suite (M,), cn qui converge vers 0 telle que
Pour tout x et tout y appartenant & D, et pour tout s tel que |s|<e,
on a,

|ps(x’ y)—‘ﬁs(x’ y)|<nn53(x9 y)

Démonstration. — 11 suffit d’utiliser les développements asymptotiques
de la densité de transition d’une diffusion obtenus par Azencott {2]. Ces
résultats sont établis pour une diffusion (X)), (o, ;, homogéne ou non,
définie sur un ouvert U de R?. Les conditions imposées sur les coefficients
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de la diffusion sont les suivantes:
— a=(a; ;) et b=(b;) sont C* sur [0, 1]x U.
— a est inversible sur [0, 1]x U.

LEMME 7. — Pour tout entier k on a,

t+e, k
(i) lim sup E” """I:( —l—j lmds>]
n— +o0 xeDy o, Je

te[0,1—¢,]
k
=k!<;>
2(det[a ()
tte, k
(ii) lim inf E""""I:<lj ln,sds>:|
n— + oo xe Dy oy, Je
te[0, 1—¢g,)

—k! (___1___)
2(det[a Q)

Démonstration. — Commengons par démontrer le résultat pour k=1.

o hox 1 t+g, 1 €,
E" " - ln,sds =— ps(hnxa y)dey
Uy Je %y Jo Dp,,

dont I’étude d’aprés le lemme 6 se rameéne a celle de

ij f 5.(hx, y)dsdy
Dhn

%y Jo

quon peut encadrer a partir d’'un certain rang par les intégrales définies
pour i=1, 2 par

1 (e 1 |y~h x|2>
0‘nfo J‘D,,HZES(dCt[a(O)])lﬂexp< B: 2 s dy

ou
2 1
Bp=— ot Py=—
}"min a (0) 2 )“max a (0)
puisque pour »n suffisamment grand on va avoir
1 2
Vx,yeD,, ——|y—x|?<d(x, ) ————|y—x]?
PP S @ B NE g

et ceci par propriété élémentaire de la distance géodésique.
Ces intégrales ont d’aprés le lemme 5 méme limite uniformément en x

sur D, cette limite étant égale a ce qui prouve le cas k=1.

1
2(det[a(0)D"/*
Montrons maintenant le résultat pour & quelconque.
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t+an k
On peut écrire E* """[(lj ln,sds) :l sous la forme.
a, t

n

K g xU'”"l d Jm"l d f‘ﬂ"l ds:l
— B n,s ) n,s AP n, s
(o) t v s1 2 Sk—1 e

qu’on encadre par

k! hx t+(g,/k) s1 +(ep/k) s — 1+ (ey/k)
——kE' n 1, s, ds 1, s,ds;5. .. 1, s ds,
(an) t S1 Sk—1

et par

k! - " xI:J‘t+e,,1 ds J’sl +r.,,1 s J‘sk_1+an1 e :|
— e n,s 1 n,s 20 n, s k|
()" , N ’ wer

On peut écrire

——! E"Hn* J!ﬂ"l d. J\SIH"I ds rk_lﬂnl d.
*on n, sy A ns o o n, si S|
(un)k t T ' S1 i 2 Sk—1 P

sous la forme

t+e,
k! Et,h"xliJ\ ln s Esl,xsl
t

()"
sy te, sg—1t¢,
xU Ly, - .ESk—vxsh_JU 1n,skdsk]dsk_l]. . .dsl]
S1 Sk—1

Pour tout / dans [2, &]:

s X 1 sj—1te,
1, g B0 %o, | — 1,, 5,45,
a" Si—-1

‘ 1 t+g,
l,4_, Sup E""n"[——f ln,sds]
xeDy Ay Ji

est encadré par

te[0, 1—¢,]
et
1 t+e,
l,,., inf E”"n"[—j 1,,,sdsJ
xeDy o, Ji
te[0, 1 —¢,]
donc

k! J‘t+cn
Et, h, x ls Esl,Xsl
(o) [ ‘ '

sy t+e, Sp—1te,
X [I | R & [J‘ ln’Skdsk]dsk_l:l. . .dsl]
s1 Sk—1
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est encadré par

—1 (ft+e, ]
k' ] sup E“Rx| — ln,sds>
le[1,kl xeDy %y Je i

te[0, 1—¢gy]

et

) 1 (ft+e, T
k' ] inf E"MW*| — lmds>
lell,k xeDj Ay Je B

tel[0, 1—g,]

qui convergent d’aprés I’étude du cas k=1 tous les deux vers

k!<————l )
2(@et[aO))"”

Le raisonnement est le méme pour

t+(e,/k)
k! E® h, x j ln s Est Xsl
(@)* , "

51 + (e, /k) X s — 1 +(€y/K)
X ln,sz. LB By ln’Sdek ds,_|...ds;
s1 Sk—1

. 1 ko \
Finalement on a donc convergence vers k!{ ————————— ] ceci acheve
2 (det[a (0)])'/?

la démonstration du lemme 7.
Nous pouvons énoncer le théoréme suivant:

THEOREME 4. — Pour d=2,
(i) LX(0) converge en loi vers L' (0) de loi exponentielle d’espérance

1
2 (det[a(0)])'?
(i) lim E[(LY(0)*]=E[(L® (0))].
n— +o
Démonstration. — (i) 1l suffit d’aprés les lemmes 3 et 4 de prouver le

résultat pour I, .

B[, )= %E[

J"l,,,sldslf"lwdsz...j" 1,,,skdsk]
0 s1 Sk—1

en conditionnant et en utilisant le lemme 14 de ’annexe, on obtient :

E[(I...;)"]ﬂ!(ﬁ[ifTu,s])kgk!ck
(X," 0
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ou C est une constante strictement positive et TM est la variable aléatoire
qu’on a défini dans la partie 2 par:

¢
Tn, s C_2 1| B(S/Cz) |<hy,
Cette démonstration jointe au lemme 7 démontre (i).

Démontrons maintenant (ii)

k ky
1
E[(L)"= Y E[ L, n:l
(nan)kh};l el n—1] zl=_[1 Gl
i <ij+1,lell, k1]

se majore d’aprées le lemme 15 de I'annexe par
ky

k 2
St o ([25)1)
(mo) k=1 gerton-11 \i=1[\diy =51

g<ij+1,lell,kq]

n-1 2 k
e E[(%) ]
no, i=1 l
or,
-1 5 [nh?] n—1 2
L E[) (D )
no, =1 i no, \i=1 i=mn2] !

§(—:E<nh,f+nhfln<%>>=0(l)

nao, n

A

ce qui prouve la condition d’équi-intégrabilité et donc (ii).
CAS DE LA DIMENSION d2 3.

THEOREME 5. — En dimension d=3,

+ o0
(i) LY converge en loi vers L (0) égale en loi a f 1) 4 0) W) | <1 dS
0
(i) lim E[(L,))]=E[L”(0))"].
n—= +o

Démonstration. — Démonstration de (i).

D’aprés le lemme 3, IY et LY ont méme limite en loi.
1/h?

Or 1Y a méme loi que J 1) 6 0y wi <1 ds, donc I} converge en loi
0

+
vers f 1|5 0y wi@) | <1 @5, ce qui prouve (i).
0
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La démonstration de (ii) se démontre comme dans le cas de la
dimension 2 par vérification de conditions d’équi-intégrabilité qui s’effec-
tuent de la méme fagon puisqu’on a les mémes majorations pour

ky
E I:ll_—ll 1:1{, (itln)]

4.2. Etude des moments algébriques de (L,, M,)

Soient k, k,, [, [, des entiers tels que k, <k et /; </ on définit alors:

Rk, ky, ky+1,)

ky+i1y ky+iy

={(’1’ 73 ---,rk1+11)€Nk1“1/ Z lri=e0=k1, Z "i=k}
i=1 i=1

S, 1y,  +ky)=Card {@:[1, I1 > [1, L, L] < o (1, 1) < [1, I, +k,] }

on adopte la convention suivant laquelle [1, 0] est ’ensemble vide.

LemME 8. — (i) Soient k, | des entiers, k>0 on a,

n-1 1
( Z ln (@i/m) Q"" (t/n)> ( Z ln, (i/n)>
k!

Z TStk
1 =

0 reR(k, ki, ky+ly) rl’rz'

~

M =

k1= 'rkl +iy*
ky+1y
X Z ( n ln (iy/n) ("azu/n) >
ije[l,n—1]
i<ip+1

lell, ky+11]

(ii) Soit I un entier on a,

n—1 1 1 3%
<'§1 L, (i/n)) = Z S 1, 1) Z <l—[ 1, (i1/n)>

=1 ije[l,n—11\I=1
i<+
lell, 4]

Démonstration. — (i) les termes du produit sont de la forme
ky+1y

H1 Lo, Gymy (Z i)
1=
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ou
ky+1g ky+1y

L<ipy, Y, ri=k et Y Li.o=k
i=1 i=1
ky+1

le nombre de fagons d’obtenir [] 1, @y (Z'iyn)" €n développant le produit
I=1

n—1 ko1 1
( 1n, (i/n) z n, (i/n)> (Z ln, (i/n)>
i=1 i=1

!
stant égal 3 kt S(, 1, 1, +k,)
rotrpte o ing !

(ii) est trivial.

ProposITION 4. — Soit reR (k, ky, ky+1,) si l'un au moins des r, n’appar-
tient pas a {0, 2} ou si I, < alors,
(i) Pour d=3 on a,

i ky+14
lim —— E L g (Z i) |[=0
no +o (MAZ)EDH iqe[gn—u. [ql:[l i 2 :l
ig+1>i4
qell, ky+1y]
(ii) Pour d=2 on a,
1 ky+1y
lim —— Z IE[ H lr)-(,(iq/n) (& z?;/n)r":l =0
q=1

Kk/2)+1

no +aw(na,)? igell,n—1]
ig+1>iq

qell,ky+14]

Nous allons démontrer la proposition a ’aide des lemmes suivants :

LEMME 9. — Soient i<j deux entiers, soit r un entier.

(@) Pour d23, sup |E[(ZY im) 1X (im/Yin=11| est majoré par:
ye

a) Cte sij=i+1

2 \d2
b) Cte [IA( nh, ) ]sij>i+1etr=l

j—i—1 j—i—1
nh? \di2
c) Cte[<' — 1) A 1] sij>i+1letr#l1
j—i=
(ii) Pour d=2, sup |E[(Z) om) 1X (im/Xim=x]| est majoré par:
x e RY

a) Cte sij=i+1
2
py St 1/\( nh, >]sij>i+1etr=1
f—i—1 j—i—1
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nh? .
¢) Cte|| — ) Al)sij>itletr#l
j—i=

Démonstration. — Supposons j>i+1 et r=1 nous avons,
|ELZ7 am 1, Gl Yim= Vi) |
w

L{dqli(w) (@'O)ww=1I thn‘Ifj—i—l)/n<}’j—yz‘— \/ﬁ)deJ’j‘

en utilisant le fait que J ¢° (W) (a1 (0)w' w—TI)dw est nulle nous obte-
®?

nons,

J AW (@ Oww=])
IRd

w
X j [4(-i-1ym (J’j‘J’i" —>_q?j—i—1)/n(yj_yi)] dwdy;
>, Jr
en utilisant (kx*x%) et le fait que J @ W@ ' O)ww—Dwdw est nulle
IRd

nous obtenons une majoration par,

f £ o0 Ceewr+ 12
r?

n

n w
XJ Ci—; q(j_i_l)/,,<C2(yj—-yi—e—))dwdy,-
Dhn ]_1—1 \/;l
or d’une part,

n w
J Ci—— q(j—i-l)/n(CZ(yj—yi_e——>>dyj
oy, Ji71 NG

n
§j Ci—; ‘I(j—i—l)/n(ch’j)dJ’j
Di j—i—1

=OE[® ;i im)——
( [n,(_) 1/ )])J -1

o[ ()

d’aprés le lemme 14 de 'annexe;
et d’autre part,

n
j—i

n

j g% (w)(Cte|w|*+ l)l—w—lidw=0<l>.
R n
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L Cte nh? \9?
on a donc une majoration par, — 1A .
j—i—1 j—i—1

Supposons j>i+1 et r#1 nous avons,

I E [(gn (l/n))' ln (_)/n)/Yi/n =y1] l

§quq(w)(Cte|W|2+l)'f q?j—i—l)/n(yj—yi )dey,
R D"n

s

or d’une part,

J qa_; i—- 1)/n( +yz \/‘)dy]

=0 (E[15 j-i- 1)
=o(1A< nhy )‘"2>
j—i.—l

d’aprés le lemme 14 de I’annexe; et d’autre part,

fﬂ(W)(Cte|w|2+1)dw=0(1)
IRd

ce qui prouve le résultat.
Supposons j=i+1 nous avons,

l E [(g;{, am) IZ, @+ 1ynl Yim =il | <E [' g;‘:{, (i/m) |r/Yi/n =y
d’ou le résultat.
Ceci conclut la démonstration de (i) du lemme.
Montrons maintenant (ii).

Posons, @ (x)=a"' (0)E[r(A, X)itn " (An X)ijnl Xijn = X]
Supposons j>i+1 et r=1 nous avons,

| E | gn (i/m) 1,’,f Gl Xim= %] |

1
=U4nd/zp1/n (xi’ x;+ ——:/V;>[a'l O)w w—o(x)]
R
2 d
X Dh"p(j~i~1)/n xi+\/ﬁ’xf dwdx;
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en utilisant le fait que J | ;}/—2 Pijn (xi, x;+ %) [a= 1 (0) W' w— @ (x)] dw
R

est nulle nous obtenons,

1
JMWPI/" <xi, x;+ —\v/v—;> [a "t O)w'w—o(x)]

w
XI [p(j—i—l)/n(xi+ = xj>_p(j-i—1)/n(xi9 xj)] dw dx;
o, Jr

=U‘ﬁpl,ﬂ<xi, X %)[a*w)w‘w—(p(xi)]
R

op < w ) w
X [ x,+0——, x; | —=adwdx;
JDhnay(j_l_l)/" \/E ! \/;l ’

en utilisant (**), on obtient une majoration par

1 w
CteJ~ ——d/zpll,,(xi, x;+ -—>[|w|2+ 1]
o NG

n ow w
XJ Cy/ .—'.—”qu—i-l)/n(Cz(xj_xi_—’))l—’l‘d“’dxi
o, | Vi—i=l NCVANG

qui de la méme fagon que précédemment se majore par

Cte < nh? >]
1A
j—i—1 j—i—1

les autres cas sont simples & démontrer, ce qui conclut la démonstration
de (ii).

LEMME 10. — Soient 0<i; <iy<...<Ip<H, bpy =10 ip=0. Soient
Fis2s -+ os TmENTFE=0.
(i) Pour d=3,

l E |:1I—11 1Y m (Z "]

2 a/2
o o))
1[0, m] o1~ 1 ey~ i1
gy1>i+1
2 d/2
()
le[0,m—1] l:+1“”1"'1

i+1>i+1
r#1

n=1
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(ii) Pour d=2,

' E l: [T1% am(Z ?f/n)"J '

2
sl 1 ()
1e[0, m] hep—i—1 Iy~ i—1

+1>i+1
2
([ ()
1e[0,m—1] ey~ 1

g+1>i+1
n#*l

n=1

Démonstration. — Démontrons (i). On étudie le cas mz2etr,#1, les
autres sont triviaux.

[H LIWE A
SE[

| sup E(ZE,0m/X, =] |§E[

xeRd

m—2
(ll:ll 1 (u/n)(gu/n) ) n, (im=1)/n

XE [(fz HIRYY Lot D L) o 1)/..] ']

r X
( n 1" (11/") ll/" )1", (im—1)/n) ]

x| sup E[(Z7 Gom— )™ 15 imi Kty 1yn =]

xeR
l Sup E [(gzm/n)r /le/n ] I
xeR?
donc par récurrence
m—1
SE[5 ym] ( IH sup | E[(Z7, )" Lo s i Xiyn = X] |)
=1 xe

x sup |E(ZE ) m/X, n=x]|

X €
d’ou la démonstration de (i) d’aprés le lemme précédent.
La démonstration de (i) est analogue.

LemME 11. — Soit reR (k, ky, k,+1,) on a:

ky+iy

- = 1.
2,'; ri=1=

N | X

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



ESTIMATION D’UNE DIFFUSION 381

il y a égalité si et seulement si, pour tout i, r;€{0, 2}, dans ce cas k est

; k
pair et k1=5.

Démonstration.
kil ko kit

Z Z lr; =J et k=z Z jlri=i

j= i=1 j=1 i=

donc
ky+ly

ko, 1 : j
— = —Z—1)1,_;
2 ki 2 g’ ,Z:s i=1 (2 ) -

ce qui permet de conclure.
Démonstration de la proposition 4. — Démontrons (i).

ky+ly
1
Z |: l—[ ln (ig/n) (f[lq/")’]

2(k/2)+1
("hn)(k/ " igell,n—1]

q=
ig+1>iq
gell,ky+11]
< Cte » 0 Cte A nh? d/2
(h2)(k/2)+l i .—i—1 i.—i—1
igel1,n—1] \qel0, k1 +l1] fg+1 ¢ a+t1 "4
ig+1>ig+1 rg=1
lell, ky+11]
nh? /2
qel0, k1 +11—1] fgr1— g1
rg#1
< Cte Cte 1 nhﬁ d/2
= (nh?) k2 +1 z n i A ]
(nhy) igell,n—1]1 \gel0, kg +11] Iq Iy
gell,ky+I1] rg=1
ig+1>ig+1

)
1A L
(qe[o,klltl—u[ ( iy

rg*1

[nh21 [nh2]
V1 nh2\Y?
-3+ Y (™)

j=1J =1 J\ J
=0(1n(nhf))
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n—1 h2 a2 "
£[1s (%) o
j=1

on a donc une majoration en

ky+1y ky+1y

et,

1
Gy () ¢F1 ity () By Kttt
" 1 ky+ly ky+ly
z = z
S Gy n () 1 1 k) i s
" k +t1 :¢1+z1

1 1 2
= (nhf)l”ll [( ri;:_:;) q=1 —1] [(nhz)kl (k/2)~ (1/2) 1, —1]

la limite est donc nulle.

Démontrons maintenant (ii).

La méthode est la méme que précédemment, il suffit cette fois de
remarquer que,

p o m

o
;[ ”hz] 0(na,)

ce qui permet, comme pour (i), de conclure puisqu’on a alors une majo-
ration par,

et

ky+1y

ky+1
1 1 1}: 1 >
= 1 et || (a2 1, o
= (na,) H [( /—ln(h,,z)) ][

LEMME 12. — Soient k, [eN

k+1

Pour tout (ry, 1y, . .., Iy tels que les r,e {0, 2} et Y r,=2k on a,
=1

(i) Pour d=3,

k+1

1 , 2
= R %]E[HIZ"”“"’(%") ] (k+D)!
'q:l>'q+1
qell,k+1]
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(ii) Pour d=2,

k+1
1
lim —— ) [H 1% m (27, ,.)’] E[(L® (0)* 1
no oo MO+ 4 T, m q=1 . gl = ol k+D!
ig+1>ig+1
gell,k+1]
Démonstration. — Nous démontrerons ici seulement (ii), la démons-

tration de (i) étant analogue. On écrit

k+1
E [ 21 1 (igim (Z é,/n)y*':l
4=
sous forme d’espérances conditionnelles successives. Considérons le terme
E[(Z; :q/n)' s g+ 0] Xigln = Xl
(3o 50t 5l O oy

NG

w
X\ Pigsr-ig-1m| ¥aT =5 Xq+1 awdxy.
D, \/;'

1
= = pin % X+ —= |[a O W w— 0 (x)]s
‘[Rdnd/Z ( > q
e ]aw

Un raisonnement analogue a celui employé pour démontrer le lemme 9 et
fondé sur I'inégalité (**) montre alors que

+1)/n, Vn 1
| Ba mxa MLm= BYT D5 (1 Gyl |

w +1
< Cte———e=B4 " 5 [17 ]

fge1— i1

(ig+1)/n, x, +(w/+/n)
xE (13 Ggr 1ym

Dans le calcul des limites des sommes de Riefmann des moments, le terme:

J‘ ! x., X,+ d
|R2n,i/zpll'l @ g \/’_1 |

x [a~ 1 (0) W w— @ (x)la EGat Dim s *om[1X o dw

peut donc étre remplacé (le |w| étant « petit» et le \/iq+1 —i,—1 étant
«grand ») par le terme

1
75 Pin| X Xt — 2 [a™ @) w'w—o(x)]" a Bl Dimxg [1F ((lq+1)/n)] aw
rin’ \[
=B % [(Z, ) BT D0 [ gy ym]

le terme B%/™ *a[(Z} ;)] lui est équivalent a E[(W, W, -0 q (ou W
est un mouvement brownien d dimensionnel) lorsque n tend vers + oo et
ceci uniformément par rapport a x,e D, .
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Ceci prouve que,

1 k+1

lim — E[ (2%, )

n—- +oo (n oc,,)"“ iq e% n] H ™ Galt) o/t
1q+1>:q+1

qe[1,k+1]
k+1

k+1

1

lim ——— X, E[(W, W, —Iyq]

<n-»+oo(not) frt tqe§ ) [qnl (q/ )Dql:[l P
ig+1>igt1

qe[l,k+1]
. E[(LX)k-H])k'H
={ lim —*—= E[(W, W, —D)
(n—»+co (c+1)! ql;—ll (Wi W, —D)q]

d’ou le résultat d’aprés les théorémes 4 et S.

PRroPOSITION 5. — Pour tout k, |

pour d=2

) lim B9 (LYY]=0

(i) lim B9 LY]= (2 o E0 s oy
pour d=3

(i) lim B} (LYY]=0

(iv) lim E[(4Y)?*LY)]= (2k") E[(L@ (0)*]

Démonstration. — (i) résulte de la proposition 4 et du lemme 8.
Démontrons (ii)

S (m,, m,, m; +m,)=m, ! donc

lim E[(#))**(L))]= !
n- +ow reR<2§k,k+1) 2k k+D!
rie{0,2}

or card {reR(2k, k, k+1)/r,e {0, 2}}=C},,
ce qui donne comme limite ~—— ( ) “E[(L® (0))**} et démontre (ii).

(iii) et (iv) se démontrent de maniére identique.
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Démonstration de la proposition 1. — La proposition 5 permet d’écrire
pour d=2

lim El[exp (i (t.4X+5sLY))]

n— +o

_ (—) (s) Q2K)!
kgo ,go Q! It k!

=E[exp(—2L? (0)+isL® (0))]

=E[exp (it /207 (©0) A +isL® (0))]

E[(L®(0)*]

Le calcul pour (#Y, LY) est le méme.
On a donc démontré la proposition 1 et donc le théoréme 1.

5. ANNEXE
LeEMME 13.
(i) lim E[|I¥—LX[]=0
n— +o
(ii) lim E[IY-LY[]=0
n— +o

1 n=1 mG+1)n . «
- Z j (ln,s_ ln,(i/n))ds

mi=1Jin :l

Pour cela on procéde comme dans la proposition 2 dont on reprend les
notations. On écrit,

B0 1S 13 1=P X, [ < (X0 B P> X <
on majore P (|X;,|<h, | X|>h,) par,

Démonstration. — (i) Majorons E[

P (Xi/n € '% (hm T])) + P (Xi/n € d (hm n)’ I Xs I > hn)
or,
1 n=1 mG+1y/m
a_ z P(Xi/neg(hm T])) ds= O(nd)
ni=1 Ji/n
et

P (Xi/n € d (hm n)’ I Xs | >hn)
éP(X € d (hm n)) P(| Xs_ Xi/n | >N hn/xi/n e (hn’ T\)
=o(P(Xyn€ (hyy M)

i/n
car

1 ) i+ 1
P (X Xy | > hnf X (he n))=0(ﬁ> si Lesg™!
nn’h, n n
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donc
1 "2 ra+m
&— Z P (X;.€ < (h,, n, |Xs|>h,,)=o(l)
ni—1 Ji/n

L’étude de P (| X, |>h,, | X,|<h,) se fait de la méme fagon, donc finale-
ment

E[ Y -Li[l=0Mm)+o(l)

d’ou le résultat.
(ii) se raméne a (i) en prenant 6 (x)=0 (0) et b(x)=0.

LeMME 14. — Pour tout s de [0, 1]

@ sup E°*[1X,,JSE[T, ]
xeR?
te[0,1-5]
(if) sup  BY*[1) . JSE[T, )
xeR?
te[0,1-5]
hz dj2
(iii) E[T",s]=o<<—") /\1)
N
n—1
(iv) E[Z lp):(,(i/n)]=0(”°‘n)
i=1

Démonstrations. — Démontrons (i)

B (1%, ] = j P, ) dy

Dp,

— |2
§'[ Cl—l—exp<—C2 ly=x] )dy d’apreés (*)
Dy, 2s

2ns

or,

2

1 ly—xl2> G,
C,—exp( —C dy=—E[l xl<
J‘Dh 121[3 p( 2 2S y C [lBs/C2+ | hn]

et d’aprés le lemme d’Andersen (¢f. Ibragimov [15]) on a

C C
sup '_1E[1|Bs/C2+x|<hn é _—iE[llBS/C2|<hn]
xeRY 2 Cz

d’ou la démonstration de (i) et donc de (i) puisquon a les mémes
majorations des probabilités de transitions.
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Montrons maintenant (iii)

C,
C_ZE[IIBs/C2I<hn]
C _
= C_:E[1|Bl|<‘/clhp2|/sl

=&I “—2—-1—exp —lez dx
C, Dchhn/szn 2

<< 2>d/2 " 1>
s
d’ou (iii).

(iv) résulte directement de (i) et (iii).

LeEMME 15. — Soient iy <i; <i,<...<i,eN.
Alors pour tout x dans R’,

m
) , y
@) ECOm X1 o L amy - - - Lo, (i,.‘/n)]éll_—[1 E[T, 64 yml

et

m
.. x
(i) Eto/: x[ln (i1/m) n, (i2/n)* N (illn)]é l_[ E[Tn (i,—i,_l)/n]
=1

Démonstration. — Démontrons (i) on a,

, Y
E(loln) x[l 1n, (iz2/m)* n (xm/n)]

—_ E('O/") x [1

n, (i1/n)
Y Y
n, (iy/m) n (i2/m)* - * ln, (im - 1/n) E [ln, (im/n) I Yim— 1/"]]

or d’apres le lemme 14

Y _
sup E[1, (im/n) | Y(i,,,‘ Oin= Z]<E [Tn (im— im— 1)/n]
zeIRd
donc
(ig/n), x 1Y
B0 (17 my L iam - - - Lo, o]

Y
<E('°/") 1Y um L o+ 1% e 1/ E (T, it )]

d’ou le résultat par récurrence.
Pour (ii) la démonstration est analogue, elle se fait aussi en condition-
nant et en utilisant le lemme 14, qui permet d’écrire

sup E [13.( (imfm) | Xi,,,_ 1/n=Z] <E [Ti,,,—i,,._ 1/n]

zeRY

Remarque. — Dans le calcul des moments algébriques, le cas de la
dimension d=1 se traite de la méme fagon que le cas de la dimension
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d=2. Le lemme 9 s’écrit dans le cas de la dimension d=1.
sup |ELZ7 am) 1 (jimf XK= ]|
ze R

est majoré par:
a) Ctesij=i+1.

Ct / 2
b) —.—e— 1A —%—J sij>i+1letr=1.
j—i—1 j—i—1

nh? .
c¢) Cte .—.——1—/\ 1|sij>i+1etr#l.
J—i—

La démonstration de la proposition 4 est aussi valide dans le cas de la
dimension d=1 puisque

gl

[""3’ n—1 nh

1 n
Z‘—.*"Z—._,,,T

j=1\ﬁ j=m1+1 J
~ 0 /)

/nh? 0
/nh, -

La condition obtenue dans la démonstration du lemme 1 qui permet de
raisonner avec la variable centrée #X au lieu de MX n’est pas non plus
spécifique a la dimension d=2 et s’écrit en dimension d=1:nh> —» 0. On
retrouve donc par la méthode des moments le théoréme de limite centrale
démontré par D. Florens [11] dans le cas de la dimension d=1.

et que
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