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ResuMme. — L’espace des phases que nous considérons est ’espace de
dimension infinie MZ’, ou Pensemble des spins M est fini. Nous allons
adapter a cette situation les résultats concernant le comportement asympto-
tique de I’énergie libre spécifique pour certaines diffusions sur MZ, obtenus
dans le cas ou M était une variété riemannienne, compacte, connexe et
orientée. On s’intéressera & certains processus de sauts sur MZ dont les
générateurs sont construits a partir d’une famille de potentiels d’1nterac-
tions (de rang fini et invariante par translation) et d’une évolution de la
température. Sous réserve que la probabilité initiale soit invariante par
translation, nous prouverons une propriété d’ergodicité de ces processus,
quand la température est constante, et des résultats de recuit simulé
(relativement a la famille de potentiels d’interactions), pour certains taux
de décroissance de la température vers 0 en I'infini. La description de ces
taux nous conduit a introduire une constante c€[0, o], généralisation des
constantes qui apparaissent dans ’étude des algorithmes de recuit simulé
sur des ensembles finis. Nous prouverons que celle-ci est toujours finie si
d=1, mais qu’elle est infinie pour le modéle d’Ising plan usuel.

Mots clés : Recuit simulé, énergie libre spécifique, inégalités de Sobolev-logarithmiques.

ABSTRACT. — We consider jumps process on Mz (where M is a finite
set) whose generators depend on a shift invariant and finite range family

Classification A.M.S. : 60K 35.

Annales de Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques - 0246-0203
Vol. 28/92/02/195/40/$ 6,00/© Gauthier-Villars



196 L. MICLO

of interaction potentials and on a evolution of temperature. We prove
that the specific free energy multiplied by temperature converges to zero
in long time, if the temperature is constant, or is decreasing to zero with
certain rates. These facts imply respectively, ergodicity and simulated
annealing results, if the initial distribution is shift invariant.

1. PRESENTATION DU CADRE ET DES RESULTATS OBTENUS

On va adapter les résultats obtenus dans le cas ou I'espace des spins
était une variété riemannienne compacte, connexe et orientée (cf. [5]), au
cas ou cet espace est un ensemble fini. On prouvera notamment certaines
inégalités de Sobolev-logarithmiques (voir la section 3) qui joueront un
réle essentiel.

On va s’intéresser a 1’évolution de I’énergie libre spécifique associée a
certains processus de Markov sur M (M étant un ensemble fini), inva-
riants par translation. L’énergie libre spécifique est la limite, quand le
cube A tend vers Z%, de Ientropie de la loi du processus sur M%, en un
instant donné, relativement a la probabilité qui serait invariante sur M%,
en cet instant, si un état extérieur (i. e. un élément de M) était fixé, divisé
par le nombre de sites de A. La limite ne dépend pas des conditions
extérieures choisies. Si la température associée au processus est constante,
il est connu que I’énergie libre spécifique est décroissante. Holley a montré
dans [2], toujours sous I’hypothése d’invariance par translation du proces-
sus, en étudiant le comportement de la dérivée temporelle de 1’énergie libre
spécifique, que toute mesure stationnaire invariante par translation et
stationnaire pour le processus devait étre une mesure de Gibbs. On va
retrouver ce résultat en montrant qu’en fait 1’énergie libre spécifique
satisfait certaines inégalités différentielles qui impliquent qu’elle tend vers
0 en temps grand, ainsi, en appliquant le principe variationnel pour
les mesures invariantes par translation, on obtient le résultat ergodique
précédent. Mais I’avantage principal de cette méthode est de pouvoir
s’appliquer également si la température n’est pas constante. On obtient
des inégalités différentielles qui impliquent que I’énergie libre spécifique
multipliée par la température tend vers zéro pour certains taux de
décroissance vers zéro de celle-ci. On en déduit un résultat de recuit simulé
en dimension infinie, qui généralise ceux donnés par Holley et Stroock
pour un ensemble fini (cf. [4]). La constante (qui peut étre infinie) servant
a décrire les bons taux de décroissance de la température apparait comme
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ENERGIE LIBRE SPECIFIQUE ET RECUIT SIMULE 197

une limite, quand le cube A tend vers Z¢, du sup des constantes qu’on
obtiendrait, si on fixait des conditions extérieures au cube A. Si la constante
précédente est finie (ce qui est toujours le cas si d=1), on retrouve des
taux de décroissance identiques a ceux obtenus pour des espaces de phases
finis. Mais dés d=2, la constante obtenue peut étre infinie (mais on ne
sait pas si cette constante est optimale) et il faut alors prendre des taux
de décroissance plus lents.

Une application possible est de pouvoir donner des taux de décroissance
de la température pour lesquels le modéle d’Ising usuel tend a aligner tous
ses spins. Avec d=1, on peut également décrire le comportement, quand
la température décroit suffisamment lentement, de modéles simples de
longues molécules (en chaque point de Z, qui représente un groupement
d’atomes, on a un nombre fini de rotations possibles, dont les énergies
dépendent des groupements voisins, voir aussi [5] pour le modéle de spins
continus).

Décrivons maintenant précisément les résultats obtenus.

Soit M un ensemble fini, muni de sa topologie et de sa tribu discrétes,
ainsi que d’une probabilité A chargeant tous les points et d’une probabilité

de transition ¢, réversible par rapport & A [i.e. telle que Vx, yeM,
def

a(x, ¥)=A(x)q(x, y)=0a(y, x)], vérifiant la condition d’irréductibilité (C)
suivante :

Vx, yeM, il existe une famille (x)o<;<, d’¢léments de M telle que
Xo=X, x,=y et VO<i<n—1, q(x;, x;1,)>0.

Dans la « pratique », typiquement A sera la mesure de comptage norma-
lisée et on aura VxeM, g (x, .)=Xr(.).

On considére I'espace des phases =M%, avec deN*, muni de sa
topologie produit et de la tribu borélienne associée #. Introduisons
quelques notations et conventions que nous utiliserons tout au long de
cet article :

Pour A cZ¢, 'application xe % > x, € M* désignera la projection cano-
nique de & sur M*. 4, sera 'image réciproque, par cette projection, de
la tribu borélienne de M* (muni de la topologie produit). On identifiera
les fonctions % ,-mesurables de & avec les fonctions boréliennes de M2,
De méme on identifiera les probabilités sur (Z', 4,) avec les probabilités
sur M*. Si p est une probabilité sur (%, #), p, désignera sa restriction a
(%, #,). On notera aussi A, la probabilité¢ produit A®4 sur M. Pour
xeMAet ye M?', ou A et A’ sont deux sous-ensembles de Z¢, on conviendra
de noter xy I’élément de M* VA" défini par :

X, sl keA,

VkeAUA, (xy)k={

¥, sinon.

(Attention, pour ke A A’, les coordonnées de x effacent celles de y.)

Vol. 28, n® 2-1992.



198 L. MICLO

La notation AccZ? signifiera que A est un sous-ensemble fini, non
vide, de 7%, et | A| désignera son cardinal.

D’autre part, pour ke Z% on notera S, : & — Z l'opérateur de transla-
tion de vecteur k, i.e.

VxeZ, VieZ4
(Sk (%)) = Xy 45

On suppose & muni d’une famille # de potentiels d’interactions
(Jp)Fce 24, OU pour tout FccZ4, J; est une fonction %g-mesurable.

On supposera que ¥ est de rang fini, i.e. qu’il existe Re N* (le rang de
'interaction) tel que diam (F)=R implique Jz=0, et est invariante par
translation :

VFccZ!, VkeZd,
Jeek=Jp° Sy

Décrivons les processus stochastiques que nous considérons; il s’agira
de processus de sauts sur Z qui ne changeront que d’une seule coordonnée
a la fois, et dont les taux dépendront de la famille .# et de la température
(et donc éventuellement du temps par l'intermédiaire de celle-ci). Plus
précisément :

Soit e C! (R, R*%) qui représentera I’évolution de I'inverse de la tempé-
rature.

Pour keZ’ on notera H,= ) Ji, et pour yeM et xeZ on définit
Fek

Ve X€X par

VieZd, (ykx)i={y 5 =k,

Xx; sinon.

L

On pose alors, pour t=20, keZ? xe X et yeM,
q.(x, k, y)=exp[—B,(H, (v, x) —H, (x))+]‘I(xk, »)

puis on définit un opérateur L, , agissant sur les fonctions réelles ® définies
sur Z, par

L, @)=Y @nx)—®M)q(x k, y), VxeZ

yeM

Soit 2 I'ensemble des fonctions réelles sur 2 ne dépendant que d’un
nombre fini de coordonnées (i. e. #,-mesurables pour un certain A ccZ9).
Pour =0, on définit 'opérateur L, sur 9 par :

L= Z Ly,

kezd

L, sera le générateur infinitésimal a I'instant ¢ des processus de Markov
(éventuellement non homogénes) que nous considérons.
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ENERGIE LIBRE SPECIFIQUE ET RECUIT SIMULE 199

Soit Q I'ensemble des fonctions de R, dans &, continues a droite et
ayant une limite a gauche. Soit (X)), le processus canonique des coordon-
nées sur Q. On pose pour 120, F,=0 (X, s<t) et F =c(F,; t=0).

Soit m une probabilité sur & (qui représentera 1’état initial).

On sait qu’il existe une unique probabilité P, sur (Q, %) telle que

eXy°P,=m;
oVopeg,

(‘D (X)—®(Xo)— J L, ® (X,) ds, (F )iz o0s Pm>

0

M

est une martingale.

(cf. Holley et Stroock [3], ils ne considérent que le cas ou I’espace des
spins est {—1, 1}, mais leurs résultats se généralisent immédiatement, car
on est ici dans le cas simple d’interactions de rang fini).

Les processus auxquels nous nous intéresserons seront les (X,),», sous
la loi P,, pour certaines évolutions de la température (données par la
fonction B."1). On notera, pour >0, m, la loi de X,.

Nous allons définir I’énergie libre spécifique d’une probabilité sur %,
relativement 4 la température B, ! et 4 la famille #. Cette notion se
révélera étre un outil trés puissant pour I’¢tude du comportement asympto-
tique des m, (en imposant des conditions sur B.). Mais il faut, en prélimi-
naire, introduire les notations suivantes :

Pour AccZ? et pour =0, on pose :

Uy= ) Jr
FcA
exp(—B,Ux(.))

exp (=B Ux (M) As ()

gA,t(')= Z

_VEMA

Soit p une probabilité sur Z.
On définit Iénergie libre, sur A, de p par rapport a g, , A4, par :

L..= Y m(y)ln(”—A(y)) ha ()

yesMA gA,t

ou on note encore p, la densité de p, par rapport a A, (on aura remarqué
que A, est équivalente & la mesure de comptage sur M*, ainsi toute
probabilité g sur M* vérifie g <),).

L’énergie libre spécifique de p, relativement a la température B, ' et a
la famille .#, est alors donnée par :

. 1
L, (p)=lim sup ATl I, . ()

now | A

Vol. 28, n® 2-1992.



200 L. MICLO

ou A,={uezN1<i<d, —nR<u;<nR}.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le premier résultat que
nous démontrerons et qui peut s’interpréter, grace au principe variationnel
[qui affirme qu’une mesure invariante par translation annulant I’énergie
libre I, (.) est une mesure de Gibbs relativement a la famille de potentiels
(BoJr)rcc z4), et du fait que I’énergie I,(.) est une fonctionnelle s.c.i.
(pour la topologie étroite) sur I’ensemble des mesures invariantes par
translation, comme un résultat d’ergodicité pour la diffusion (X,),»o. Il
nous permet également de retrouver un résultat bien connu (voir, par
exemple, Holley [2]); toute mesure m invariante par translation et station-
naire pour le processus (X,), est une mesure de Gibbs relativement a la
famille de potentiels (BoJp)rec z4-

THEOREME 1. — Supposons que B. soit constant.

Supposons m invariante par translation.

Alors 1,(m,) (=1, (m,)) décroit vers 0 quand t tend vers l'infini.

Notons que la décroissance de I, (m,) est, a température fixée, un résultat
classique (¢f. [2]), que nous ne redémontrerons pas. D’autre part, le
théoréme est encore vérifié sans I’hypothése faite sur m, mais outre le fait
que celle-ci facilite légérement les calculs, elle est, comme nous 1’avons
vu, surtout nécessaire pour les applications. Précisions également que la
démonstration nous fournit en fait des renseignements plus quantitatifs,
notamment on peut estimer la vitesse de convergence vers 0 de I, (m,).

Pour pouvoir décrire le second résultat, il faut introduire un élément c
de [0, + oo] défini comme suit :

Soient ne N* et neZ, on pose

H . : MM5R

n, M
xa= X Te(xa,m)
FnAp# @
Pour x, yeM"», on définit €, , I'’ensemble des chemins allant de x a y
dans M?», muni du graphe produit associé a la probabilité de transi-
tion g, i.e. 'ensemble des familles ¢ = (x{P), <, < d’éléments de M*», telles
que xP=x, xN=y et pour tout 0<p<N-—1, xP et xP*Y ne différent
que d’une coordonnée, disons ke A, et g(x{?, x{?* 1) > 0.
On définit 1’élévation d’un tel chemin ¢ par
e(@)= sup H,,(x?")-H, ,(x)-H,,(»+ inf H, ,(2)

0=p=N zeMA'l
et on pose

¢,=sup( sup ( inf e(q)))

neZ x’yEMAn Qeby,y

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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puis
c¢=lim inf ¢,£ ©
n—
(On montrera, a la fin de la section 5, que d=1 implique c< oo, et que
¢= o0 pour le modéle d’Ising plan usuel.)
Le second résultat s’énonce alors :

THEOREME 2. — Supposons m invariante par translation.
Si pour t assez grand, on a B! (t)=11§%, ou K est une fonction croissant
vers infini en Uinfini, telle que B, décroisse vers zéro en linfini, alors
lim B, 1, (m,)=0

t—>

De plus, si on sait que la constante ¢ définie ci-dessus est finie, il suffit de

K
prendre, pour t assez grand, B; ! =1 o avec K > c, pour obtenir
n(z

lim ;' 1,(m)=0
t— o

Ici aussi I’hypothése sur m est facultative, mais on déduira de ce théo-
réme, 4 la section 6, des résultats ayant trait & la convergence de I'algo-
rithme de recuit simulé sur & qui la nécessiteront. Notons, d’autre part,
que comme la démonstration du théoréme nous donne en fait des estimées
plus précises, il nous serait possible d’obtenir des informations sur la
vitesse de convergence de cet algorithme.

L’idée de la démonstration des théorémes 1 et 2 est trés simple, et c’est
celle que nous avons déja utilisée dans le cas ou I'espace des spins était
une variété riemannienne, compacte, connexe et orientée (ou pour étudier
les algorithmes de recuit simulé en temps continu, sur un ensemble fini,
sur une variété riemannienne compacte ou sur R"). Il s’agit d’obtenir des
inégalités différentielles pour I, (m,) [ou pour B, ', (m,)].

2. EVOLUTION DE L’ENERGIE LIBRE
RESTREINTE A UNE BOITE

Nous allons estimer, pour un AccZ? donné, la dérivée de Iapplication
t—1, ,(m,), et Cest en se basant sur cette estimation, ainsi que sur les
inégalités de Sobolev-logarithmiques présentées dans la section suivante,
que nous obtiendrons des inégalités différentielles différentielles pour les
I, .(m,) (cf. les sections 4 et 5). Par passage a la limite, quand A croit
vers Z¢, nous en déduirons des majorations pour I,(m,). Les théorémes
annonceés en découleront.

Vol. 28, n° 2-1992.



202 L. MICLO

Dans toute la suite, nous supposerons que m est invariante par transla-
tion. L’invariance par translation de la famille .# implique qu’il en est de
méme pour m,, quel que soit 1=0. Mais des résultats classiques nous
affirment que si p est une probabilité invariante par translation, alors la
limite sup qui définit I,(p) est en fait une limite (voir, par exemple, le
théoréme 15.12, p. 314 du livre de Georgii [1]). De plus, on a I, (p)< .
En effet, soit AccZ?. Ona ) pyA,(x)=1,dou

xeMA
max p, (x)< (min A, (x)) 7
yeMA xeMA

Soit a=minA(x). On a min A, (x)=d'*!, ainsi,

xeM xeM?
Z palnpya(x)= Z P In (max p, ()
xeMA xeMA yeM?
< ) paln a”Ir
xeMA
=|A|In @Y

D’autre part, il est clair qu’il existe une constante >0 telle que,
vViz0, Y PAllngA,r!(x)ébBtlAl
xe MA

d’ou le résultat annoncé (ainsi la situation est ici plus simple que dans le
cas ou I’espace des spins était une variété riemannienne, compacte, connexe
et orientée; il fallait alors utiliser le calcul de Malliavin pour obtenir ce
résultat pour la loi du processus en des temps strictement positifs).

On commence par donner, pour AccZ?, xe M” et 1>0, une formule

d
de type Fokker-Planck généralisée pour 2 m, A ().
t

Soit Ac=cZ% on pose

A={ueZ%3veA avec |u—v|<R}
A={ueA/Nv¢A, |u—v|>R}
0A=A\A

0A=ANA
Nous allons prouver la

PROPOSITION 3. — Pour tout AccZ% xeM?*, et t>0, on a m, 5(x)>0
et

%mt,A(x) M@= X (m"A(ZkX)—m"A(X)>q,(x, k, 2) g, 1 (%) Ap ()

keA zeM \8A, ¢ 8,

Y X X (m”x(zkyX)—ﬁ’_’—K(yx)>q, (yx, k, 2)gx, ((¥X) Az (yx)

ke ,opoA zeM \8R, ¢ 8A,1
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Démonstration. — On suppose A et x fixés comme dans I’énoncé de la
proposition.
Définissons la fonction ® € 2 par
Vyego (D(y): 1{yA=x)
on a alors
my A ({ X }) =m, 5 (X) Ay () =E[®(X)]

ainsi d’apres (1), pour t=0,
d _
2 ()=E[L,®X)]IA;" (x)

Rappelons que pour yeZ,
Lo(»= Y L. 2O

keA
et que pour k€A,
L., ®()= Y @@@»)-20N49.(:k 2)

zeM
Ainsi pour ke A, L, , @ est %,-mesurable,

E[L, 2X)= Y Y @@= 0:k 2)m ,() ()

yeMA zeM
-y ¥ (@(zu)—@(y))’;’“(y) @ Kk D)8 ()2 ()
yeMA zeM At

et

9 (7, k, 2)ga, () A () =exp (= B, (Hi (2:) —H, () )
L &XP (=B Uy ()
ZA, t

[ow Z, .= Y. exp (=B Ur( Ay M)
yeMA
Mais remarquons que U, —H, ne dépend pas de la coordonnée k (car
keR), ainsi

exp (— B, (H, (z y) ~Hi () ) exp (= B, UA ()
=exp (=B, (Ua(zey) v UA (1))
ce qui montre que ¢, (¥, k, z)ga,,(¥) A4 (») est une expression symétrique

en y, et z [car il en est ainsi pour g (y;, z) A, (), par réversibilite de g par
rapport a A].

4V 2) M O 7"1\\{ k) (J’A\ (k })

Vol. 28, n° 2-1992.



204 L. MICLO
On en déduit que

Y Y @@EN-00)EL0) 4,0 ks Den ()M ()

yeMA zeM 8A,t
1
=5 X X @GE»)-o)
yeMA zeM

x (M () —Tua (g, y)) % (3, k. 2)ga, (D) 2r ()
A 8a,t
-y zmm(

(zky)—g (y)>q,(y, k, 2) g, (M) Ay ()
At

yeMA zeM At
m m
=Yy ( LA (z,x)— ”A(X)> 4, (X, k, 2) g, (X) Mg ()
zeM gA,t gA"

(par définition de ®).
Intéressons nous maintenant au cas ou kedA. L, ,® est alors
Bx-mesurable et

E[L,, ®(X,)]= Z_ Y @G~ OGN A (1) g, (0, k 2 gz () AR ()

eMA zeM gKt

Comme precedemment on peut voir que ¢, (y, k, z) gz ,(») Az () est une
express1on symétrique en y, et z, d’ou

E[Lk,t(D(Xt)]=5 Y 2 @@y)-e()

yeMA zeM
m, m, ~
x<gr"_(y)—gi’1\(zky)>q,(y, k,2)gx . (M Ax(»)
At A
T, (y)>q,(y,k 2)gx, (M Az ()
yeMA zeM 8A,t

m m, x

= Z_ Z < LA (7, px)— A )

yeMaA zeM gK,t gK,l

X q.(yx, k, 2) g5, (yX) Az (yx)

(la notation yx est définie dans la section précédente).

En regroupant les deux résultants précédents, on donc montré la seconde
affirmation de la proposition.

Pour voir que pour tout >0, m, ,(x)>0, notons qu’on peut écrire, si
® est la fonction considérée au début de cette démonstration et si ye Z,
L, @)=} @@»)-®(»)q, (3. k, 2)

zeM

=1{YA=JC} Z —lgq,(» k, Z)+1{y,\¢x) Z lg(zky),\:x)q,(y, k, z)

ze M\{ xx } zeM
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Mais soit T>0 fixé. Il existe une constante C>1 (dépendant de T et
de A) telle que

Vye®Z, Vtel0,Tl, VkeA, VzeM,,
C'2q,(», k 2)=C

ol on a posé, pour veM, M,={ueM\{v}/q(v, u)>0}, c’est-a-dire les
premiers voisins de v.
On en déduit que pour [0, T],

Lk, ,(I)(y)g _C‘MI l{yA=x}+C_l Z l((Zky)A=x)

z e Myg

d’ou
E[Lk,tq)(xt)]g -C | M ImA,t(x) 7"A(x)
+C™ ' P,(3zeM,, tel que z, X, =X)

e ———

P, (X)€ Mxk et (Xt)A\( k)= XAN(k ))
puis,
d -
Em,,A(X)=E[Lt<P(Xt)]7»A1(x)Z —C|M|.|A|m, 5 (x)
+AL () C P, [FkeA tel que (X e My, et (X)ax )= Xavck)
Soit x,€M? tel que mq 4 (x,)>0. D’apres I’inégalité ci-dessus, on a
VT=t=0,

d
Emt,A(xo)g_C|M|-|A‘m1,A(XO)

c’est-a-dire,
d
E(CXP(CIM |.|A|ym, 5 (x0)) 20

et on en déduit donc que
VT=120, m, 5(x0)>0
Considérons maintenant un premier voisin x de x, [i.e. un élément x

de M qui sécrit (zo),Xo pour un certain k,eA et un certain
zoeM(xo)kO]. Alors,

VT=t>0,
d
E(exp(C‘M'.lA'ﬂmz,A(X»

>)21(x)C " exp (C|M|.|A| 9P,
[FkeA tel que (X)) eM,, et (X)a (k)= Xanii)]
2051 (x) Ct exp (C|M|.|A[D)P,, (X)r=Xo)
=C"Vexp (C|M|.|A| A5 () Mg (x0) My 5 (X6)>0
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Il s’ensuit que pour tout ¢ tel que T=¢>0, on a
m, A (x)>0

On considére alors les premiers voisins des premiers voisins de x;, et
ainsi de suite. De proche en proche, on finit par obtenir [grace a la
condition (C)],

Vt>0(et t<T), VxeM”,  m, ,(x)>0

T pouvant étre choisi arbitrairement grand, le premier résultat de la
proposition est démontré. [

Nous sommes maintenant en mesure d’étudier I’évolution de I’énergie
libre restreinte & une boite :

PROPOSITION 4 :

VT>0, 3C(T)>0 tel que VAccZ? tel0, T],
dl, \(m,) d
t’A( t)=££ JAUA(mt,A_gA,t)d)"A
M

dt dt
Sy oy z(lnm'-wzky)—m%@

2 yea yeMd zeM 8A, ¢ At

" (mt’ 8(z5,y) — A (y)> ACRT INIC LN CO R N

8A,t 8A,t

ou R, ,<|0A|C(T).

Démonstration. — Soient 1=0 et AccZ? fixés. On a, du fait que
m, »>0,
dl, ,(m d
Aunlm)_ Y —Ingy (Dm AP AN (D)
dt yeMA
d m, A, . d
+ Y —m DA Y In =R () —my A () A ()
yeM? dt yeMd  8At dt

Mais le premier terme du membre de droite vaut

> il;[IiitUA(y)Jrln( Y. exp (=B Ux (@) s (@)]m,, 5 (1) 2a ()

yeMA zeMA
d d|
O R IR R TINE, T SR U YRR YN G
dt MA dt eMA
ye y

d
=ﬁj U (= ga. ) Dhon
dt Jur

Quand au second terme, il est nul car il s’écrit aussi

d
— Y m A (D)

yeMA
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Reste le troisiéme terme qui vaut, d’aprés la proposition 3,

(%) Z Y In-—2A 'A

keA yeMA gAt

) (g (@) - ‘A(y)>q,(y,k 2)8a,: (M)A (»)
At

zeM gA,t

+Y Y In 'A(y)

kedr yemA  8A.t

x Y me(ZkY)— j’“(y)> 7., k. 2) gz, . (M Az (»)

zeM gA,r gA.t

Par symétrie de g,(y, k, )85 (») Ap(») en y, et z le premier terme de
l’expression précédente vaut

= Z > Z(ln ‘A(zky) "A(y)>

2 keA yeMA zeM 8A,t

m
X < LA - (y)> 9:(y, ks 2) A, (M) Aa ()
8A,t 8A.t

Pour terminer la démonstration, il nous reste donc 4 majorer le dernier
terme de (*). On utilise pour cela un calcul présenté par Holley dans [2].
Par symétrie en y, et z de q,(y, k, 2) gz, (¥) Az (), ce terme vaut

(xx) - Z )3 Z(ln % (z,y)~In 'A(y)>

kedA yeMA zeM 8,1 8A,1

L8 (7, )—

8A,: 8A,1

=y ¥ ¥ ™A

kedA yeMA zeM gA’

><<ln et o)~ 222 (0) ) 0.0 K, 2) g5 () A5 ()

gA,t gA,t

=Y ¥ ¥ ZiG)m <M>q,(y, k, 2) g5, () Az ()

kedA yeMA zeM g/_\,l gA t(zky)

+Y Y ¥ MmEGm <w>qt(y,k,z)gx,,(y)7vx(y)

(y)> 9.y, k, 2)gx, (N A5 (»)

kedA yeMA zeM gAt mt,A(y)
Mais si on pose A=2 ) ||Jg||., On a, par invariance par translation
F>0

des potentiels,
Vi20, VyeMA, VzeM et VkedA,

‘l gA l(y) <B
ga (2 Y) ‘
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et ainsi, puisque ¢,(y, k, z)<1, le premier terme de I'expression (*%*) est
borné par
|OA].IM| ¥ m, x(3) B, ARz (5)=B,A|IA|.|M]|
yeMA

Quand au second terme, il s’écrit aussi

Y X Xmz®n ( 'A("y)>q,(y,k 2) Az (y)

kedA yeMAzeM tA( )

<Y Y Ymipht ( ‘A("y))q,of,k A5 0)

kedA yeMA zeM IA( )
[0l on a posé In* (.)=max(In(.), 0)]

<Y ¥ X mzp)m? ( 'A(Z“y)>x )

kedA yeMA zeM tA(y)

=2 X XLma)h? ( ‘A("y)>7m(y)

kedA yve MA zeM tA( )
car y»—»mz"—y) est @A-mesurable:l
mt,A(y)

- my, o (¥) my, 5 (2))

=Y X X Ll ln+< LAZEZS Y my 4 (2e)) A ()
kedA yeum® ZEM my, (2, y) m, A (»)

Mais Vx>0, x In* (x " !)<e™!, il s’ensuit donc que I’expression ci-dessus

est majorée par

Y X T ma); MO) 5 )

kedA ,¢ eM> ZEM Aa(ziy)

<e !B ) 2 Y My A @) M (2 ))

kedA yEM zeM
[ou B= sup M]
a,beM )\,(b)
= 'BIM| Y ¥ m ()i ()=€'B|M|.|0A]

kedA yeMA

d’ou le résultat annonceé avec
C(M=e'B|M|+A|M]| sup B, O
0<t<T
On va réécrire la proposition 4 sous une autre forme. Commengons par

introduire les spécifications associées a la famille B, ¢ :
Pour =0, AccZ’ neX et x,e MA, on pose

exp (=B, ), Je(xam)

At 7 FAA# QD

GA, t,n (xA) =
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ou,

ZA,t,n=J exp (— B, Z Je(yam) dhp (¥a)-
MA

FAA+Q

On a alors,

PROPOSITION 5. — Pour tout T>0, il existe une constante C (T)>0 telle
que

VAcczi, VYte[0,T], VneZ,
dly, (m,) _dp
—A,‘;_t_t:?t' MAUA(mt,A_gA,t)a?"A

_ "My, A _ "My, A 2
e GU RN e

keA yeMA zeM
xq,(ym, k, 2) GA,t,q(y)xA(y)_'_ RA,t

ou,
R, .<|0A|C(T)

Démonstration. — Commengons par nous intéresser aux keA.
Remarquons que ’expression

g, (yn, k, 2) Gy 1 (DA (D)

est alors symeétrique en y, et z, ainsi

;T X (mg

(@)=l == A (y)>

yeMA zeM A, t,n At
><<G (zy)— G'A (y)> 4:(yM, k, 2) Gy, q (D) Aa ()
At,m A t,m
m
== X <n LA (z,y)—In 14 (y)>
yeMA zeM A t,n GA, t,n
m
x G‘—A (Mg (N, k, 2) Gy, 1 () a ()
A, t,n
=- Z Z (lnmt,A(Zky)_lnmz,A(y))mt,A(y)qz(yn’ k, 2) A\ (¥)
yeMA zeM

- zm(ﬁﬁiﬂ)MAm%@mhamm

yeMA zeM GA, t,n (Zky)
Mais pour keA et ye M?, on a

Gaen) _ 8.0
GA,t,n(zky) ga,:(zky)
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et ¢,(yn, k, z) ne dépend pas de n [en effet, pour un keZ% et un zeM
fixés, g, (x, k, z) ne dépend que des coordonnées de x qui sont dans {k }].

On obtient donc, en remplagant G, , , par g, , dans le calcul précédent,
que pour ke A

X X (111 GA“](Zk,l’)—lnG'A (y))

yeMA zeM A t,m

x(gi;fﬁw“cﬂanO%OGkzﬂhuﬂwlAﬁ

mw—m“Awﬂ

yeMA zeM 8a,t 8A,t

x ( T (g, y)— Do (y)> 9 (v, k, 2)8a, (V) Ma (7)

At 8A,t

Dr’autre part, on a, pour tous les nombres positifs a, b,
— 1
((Ja—_/b)*< —(a—b)(Ina—Inb)
\/— \/ 2
(ce résultat simple est prouvé dans la démonstration du lemme 7 de la
section suivante).
. . . M, A m, A
Ainsi, en appliquant ceci avec a=__"% (z, ) et b=
At n A t,n
clair, d’apres la proposition 4, que pour tout ne %,

i, ,(m) dB
'% = Ttt JMA Up(m, y—84, ) dhy

m m 2
-2 X Z( S () - [ (y))
keA yeMA zeM GA, t,n GA, tn

Xq (N, &, 2) G,y DA () +R,

(»), il est

ou,
R, =|0A[C(T)

Pour terminer la démonstration de la proposition 5, il suffit donc de
borner I’expression

r x(

yeMA zeM

m 2
LA (zey)— LA (y)> q:(yn, k, 2) Gy (D Aa ()
GA, t,n GA, t,m

pour tout 0<¢<T et tout kedA, par une constante K (T) ne dépendant
que de T>0. En effet, le résultat annoncé en découlera avec

R, =R, ,+K(T)|0A|
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Soit ke A fixé.

,/ L (@) - A (y)> q.(yn, k, Z)GA,t,,,(y)M(y)I
yeMA zeM A t,m

At'q

) ZM(G D 20}, G g VA 0)|
yeMA z€ At At
=Y TmAa k) ()
yeM® zeM

+ Y YA )G () g (M, K DA ()

yeMA zeM A 1 q

=Y Ym0

yeMA zeM

Gp, () M)
+ ye%l\ zg:d GA . n(ZkJ’) A Gy) t,A(Zky) A (ZkJ’)élMKl +Aexp(BB,))

ou,
A= sup A (m)
m, neM 7\'(”)
B=23 [[Jells
F>0

ce qui est le type de borne que ’on cherchait & obtenir. O

3. INEGALITES DE SOBOLEV-LOGARITHMIQUES

Comme dans le cas ou I’espace des spins était une variété compacte
(traité dans [5]), les inégalités démontrées dans cette section sont impor-
tantes. Elles nous permettront de minorer ’expression

m m 2
DD <,/ LA (zy)— —ﬁ(y)> q(yM, k, 2) Gy (D A ()
keA yeMA zeM GA,t,n GA,t,n

qui est apparue dans la proposition 5.

Commengons par énoncer quelques définitions générales.

On appellera graphe, un couple (N, o), ou N est un ensemble fini, et
ou o est une application de N x N dans R, (cependant les valeurs de a
sur la diagonale ne joueront aucun role). Si p est une probabilité sur N,
on dira que p satisfait des inégalités de Sobolev-logarithmiques (en abrégé
I.S.L.) relativement au graphe (N, a), s’il existe une constante a>0 telle
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que
Vf: N->R

ffz lnfzdpgaleaflzdu+Jf2du In Ufzdu]

ou pour tout xe N, on a posé

V. /1= 2 ol »(f ()—f @)

yeN

Le nombre a sera dit un coefficient admissible pour les I.S.L. satisfaites
par p.

Une propriété remarquable des I.S.L. est leur comportement par passage
au produit tensoriel; si (N, a;) et (N, a,) sont deux graphes munis
respectivement des probabilités p; et p,, qui satisfont des L.S.L. avec
pour coefficients admissibles a, et a,, alors p,®p, satisfait des L.S.L.
relativement au graphe produit (N, xN,, a; ®a,), un coefficient admis-
sible étant a, v a,, ou I'application o; ®a, est définie par

Vxi, y1€Ny, Vxp, p2 €Ny,
oy (X1, Y1), st xp=yy et x;#y;

oy ®aty (X4, X3), (V15 Y2))= { %, (X2, ¥2)s si X =y et x;#y,;
0, sinon.

En effet,
Jf’ In f2 du1®ﬂz=jduz » sz (x, y) In f? (x, y) du, (x)

éjduz May | X ol X)) =f(x ) dny (%)

x'eNp

+ fduz ) f £2 (% iy () In [ [, (x)]
On s’intéresse a ce dernier terme, qui s’écrit aussi, si on pose
1/2
F(J/)=<If2 (x, y) dpy (X)> ;
Jduz(y)Fz(y)lan(y)éaz f Y () EG)-FO) di ()

+ IFz (» du, () In JFZ () dn, ()

sz dp, ®p, In sz dp, ®p,
Mais on a

1/2
|[F()—F)| é( J (f Ce, ») = f (x, y))* iy (X)>
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d’ou

Y o Y)(FO)—F () du, (»)

y'eN2

Y L V) ) —f (x, )2 dry (D®dp, ()

y'eN2

et le résultat annoncé.

Cette propriété se généralise immédiatement au cas ou on dispose de n
graphes, un coefficient admissible pour le produit tensoriel des mesures
étant alors le sup des coefficients admissibles pour les probabilités initiales.

Rappelons également un résultat di & Holley et Stroock [4].

Soit N un ensemble fini, muni d’une probabilité p chargeant tous les
points, et d’une probabilité de transition p(., .), réversible par rapport
a p. On suppose que p satisfait la propriété d’irréductibilité suivante :

Vx, yeN, il existe un chemin, pour le graphe (N, p), reliant x a y
[i.e. une famille (x;)o<;<, d’éléments de N, telle que x,=x, x,=y, et
VOZisn—1, p(x;, x;,.,)>0].

Soit U une fonction définie sur N. On associe a (N, p) et a U une
constante ¢ (N, U) de la maniére suivante :

Pour x, yeN, soit €, , I'’ensemble des chemins allant de x & y [pour le
graphe (N, p)]. On définit I’élévation de 0=(X)o<i<n €%y, , Par

e(@)= sup U(x)-Ux)~-U(y)+inf U(2)

O0=<izn zeN
puis, on pose,
c¢(N, U)=sup ( inf e(@)).

x, yeN  qe€y, y

Pour f>0, on définit la probabilité
1
He()=—exp (=BU()p(.)
Z,

ou Z; est la constante de normalisation.
On pose également
ag: NXN->R,
(x, ) exp(=BU ) -U@)))p(x, y)
Alors pour tout >0, la probabilité g satisfait des 1.S.L. relativement

au graphe (N, ay). De plus, si on note ag(N, U) le plus petit coefficient
admissible pour celles-ci alors

lim sup E In ag(N, U)<c(N, U)

B
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[¢f. le théoréme 3.21 de [4], dont les hypotheses sont ici bien vérifiées,
car, comme me ’a fait remarquer Stroock, on peut montrer que p satisfait
des I.S.L., en utilisant la compacité de la boule unité de L2(N, ) (qui est
de dimension finie) et la condition d’irréductibilité pour p)].

Revenons a notre contexte. )

Pour 1>0 et pe N*, soit a(p, ?) la plus petite constante telle que :

Vnea, Vi M%% >R,

LA F (DG o ndha,

<a(p, 1) Y X @S9,k )Gy, (1) dha, ()

MAP keAp zeM
+J szA‘,,t,nd)\‘Apln[J szAp,t,nd)"A,,jl
MAp MAP

11 est facile de se rendre compte, a 'aide du résultat que nous venons
de rappeler | en prenant N=M?"», p=>~,, et en considérant la probabilité
de transition r définie, 4 une constante multiplicative prés, par

q(x;, ¥i)s
r(xA,yA)— s’il existe ie A, tel que x;#y;, € tV]eAp\{ } xj=yj:|
0, sinon

que a(p, )< (car G, , , ne dépend que des coordonnées de 1 qui sont
dans 0A,, et |M'3Ap|< 00, et que

lim sup — ln a(p, )Ssup cM?, Y Je(.m)=¢c,

t— o0 t nex FaAp# @

ou c, est le nombre introduit a la section 1, avant I’énoncé du théoréme 2.
A Taide du premier rappel, nous allons démontrer la

PrOPOSITION 6. — Il existe A>0 et B>0 tels que
VneZ, Vp,neN* V=0, Vg: M*roR,,

ng Ing?Gy, . ondha, ,

<@, ovB) | Y Y E@y-—giqebn k 2)

keAp, p zeM

XGp, n(M Ay, () +AR P TIB, 187Gy, i n@ha,

+ ng GA,,, phon J)LA,,, » In [ng G, phn d)‘-A,., p]
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ou le cube A, , est défini par
={ueZ'N1<j<d, —npR<u;<(np+n—1)R}

Démonstration. — La démonstration est similaire a celle du résultat
équivalent que nous avons montré dans le cas ou I'espace des spins était
une variété compacte. Notamment, on commence par quadriller A, , en

A,,= U AP UR,,
ief1, ..., m¢
ou les (AY )., .. me forment une famille de translatés disjoints de A,
inclus dans A, ,, et deux a deux hors de portée d’interactions [plus
précisément, on prend
AD ={ueZ'N1<j<d,
—mpR+Qp+1)(i;— )R<y;< —(mp+ DR+ Q2p+ 1) i;R}]

On posera également T, ,= U  A{’,, et on supposera dans la suite
ief1, ..., m¢
que NeX et t=0 sont fixés.

On introduit les probabilités suivantes :

dGy,,. .1, » désignera la probabilite G, , JAMA, -

dG,, sera la restriction de dG,, , a "Ia tribu B, ,» On la considérera
donc au831 comme une probabilité sur MRn b,

a’G . sera une version de la probabilité conditionnelle & I’événement
Xy, ,= (z e. on conditionne par rapport a la tribu %y, ), sous la loi
d(}A,l ptn

[Ainsi dGy, o, n (X4, )= 4Gy, p (X, ,) 4G, p. 5y, , 51, Ay

En condmonnant par rapport d la tribu %, ‘et en utilisant le premier
rappel, du fait que les coordonnées dans dlfferents A“’ sont indépendantes
et que la restriction de dG, ,. da un M*p peut ecrlre sous la forme
dGyp,, .,y (OU yeZ est tel que yg, ,=. €t Yzig, ,= Nzhgr,, ,)» on obtient :

J gIng*G,, , . .dh, ,Sa(p, z)j dG,,, (%)

XJ Z Z (g (2 XRy, pXTn, ,,) g(xk,, »XTn, ,,))2

T, p keTp, p zeM

X g, (x Anp T k, 2)dG, , __ (xTn, p)

+I dG,, ,(xg, ) g*dG, , . In [I g2dG,, , :|
MRn, p ' mP MTn, p e MTn p e

Supposons, dans un premier temps, que

J g?dG, ,.=1.
MTn,p e
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Posons r=g GA" .1, » (qui est donc une fonction sur MAn.»), et notons dr
la probabilité rdk , associée (elle dépend, en fait, de n, p, 1, et 1).

Ainsi g2 est la densité
Ap, ptn

Mais notons dr, , la restriction de dr a la tribu B, ,» 11 est facile de

. ., dr
voir que g*dG, , .. estalors la densité —™2 (x, ).
MTn, p P dG"’ p P

dG

n,p

Notons, tout naturellement, r, ,= L,etG, =

Rn, p Rn, p
Ainsi :

2 2
kan, , dGn p (xkn, p) fMT"’ pg dGn, PR, , In I:J‘MT,,, pg dGn, P xR, p]
=J‘ ]n < dr > dr
MRn, p dG,,, p

= J T pIn(r, ;) a’)m,,,,_ f In (G, ,)adr, »
MR, p MRn, p

On va s’intéresser au premier terme de cette derniére expression. Soit
B/2 un coefficient admissible pour les 1.S.L. satisfaites par A, relativement
au graphe (M, g). D’aprés la propriété rappelée au début de cette section,
B/2 est aussi un coefficient admissible pour les I.S.L. vérifiées par les Aas
ceci VAccZ¢ On a donc :

J.MRM o pIn(r, ;) d)\'R,,_ ,

<B f Y X (@D = Srny OV 4, D,
M

2 R, p keRp, p zeM

Cependant,
VyeMPr, 1, (y)= f r(yxr, )dhg, (x1, )

ainsi, d’aprés I'inégalité triangulaire pour la norme L2 (A, ) appliquée
aux fonctions \/r(zky ) et \/r(y ), ona

(\/’n, p (@ y)— \/’n, P 0))’=s j(\/" (ZkyxT,,, ,,) - \/r (yxT,,, ,))2 d)vr,,_ p (xT,,, ,,)
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d’ou,
j T, p 10 (ry ) d}m,,,,,
MRn. p

ggf Y Y (@R fr? aC D, , ()
M

2 Anp keRn, p zeM

B
= f Y Y (/&G n@D~ &Gy, a0
M

2 An, p keRp, p zeM

x q (xk3 Z) d)"A,,' P (X)
Pour pouvoir continuer, nous avons besoin du lemme suivant :

LemMmE 7. — Soient f,, f,, g, et g, des réels strictement positifs, alors
(\/f181 _\/fz_gz):§(\/171_\/172)2 inf (g, g2)+|ln g~ In g2|(f1g1+f2g2)

Démonstration. — Pour démontrer ceci on peut supposer, par symetrie
du résultat, que g; = g,.
On a

(«/f1g1—,./fzgz)2=((ﬁ_\/];)\/g_2_\/f_1(\/g:2__\/g-1))2 .
§2(\/f—1—\/f2)2g2+2f1 (ﬁ;_\/&)z

Mais remarquons que ( \/E— \/g_z)z <1/2(In g, —1n g,) (g, — £2)-
En effet,

1
81782
Ing,—Ing =J —==2% dt
' 2 o 8211(g1—82)
1
2(8:1—82)

1
J g, tt(g,—g,y)dt

0
(par I'inégalité de Jensen)

=2g1—g2'
8118,
et il s’en suit que
(lngl—lngz)(gl—gz)gZ(\/E—\/g_z)z
Ainsi
(Je-JRer
§2(\/f1_\/f2)2g2+f1(g1'“gz)|lng1_1ngzl
§2(\/f_1—\/f;)2 inf(gl,g2)+f1g1[lng1—lng2|
éz(\/f_l_\/sz)z inf(gpg2)+|lng1—lng2|(f1g1+fzgz)
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d’ou le résultat annoncé. O
On applique ce lemme avec

f1=8%(zx), g1=GA,,,p,r,n(ka)
f2=g2(x)9 g2=GA,,,p,t,n(x)
Remarquons qu’alors,

inf (g1, 8,)=Ga, ,,1,n (%) €xp (=B, (H, (z, x )~ H, (xn))*)
(=G, . 1.n(zX) exp (=B, (H, (xn) —H, (z,xn)) "))

d’ou,

_[w\n. , z§w (\/gz GA,,' ptn (zex)— \/gz GA,,Y phtn (x))? q(x, 2) d)"A,,, » ()

§2J 2 @@x)=g()* Gy, ,0a(¥ g (xn, k, 2)dhy, ()
M
GA,,' ptn (Zk x)

An,p zeM
J‘ 3 A t,n X
MA" P zeM G n, p» b ( )

x (g? GA,,, 1, (2 X) +g’ GA,,, () g (%, 2) d)VA,,, ()
p p 14

Mais il existe une constante A, >0 telle que pour tout n, pe N*, >0,
nexZ, xeM?n»r, et ze M, on ait

. In GA,,, ptin (2 x)
GA,,' ptn (x)

In

<A, B,

D’autre part, soit
Q= sup ¢(a, b).

a,beM

On a alors montré que

Jpn,plnpn,pd)"kn,péBj Z z g(ka)_g(x))2
MAn, p keRy, p zeM
x GA,,, ptn (x) qt (x na k, Z) d)\'A"' p (X)
B
+_A1Ql3t_[ Z Z (gZGA,,,p,t,n(zkx)
2 MAn, p keRp, p zeM
+82Gy, , 0w (N dhy, ()

cependant,

J‘gz GA,,, pln () d)"A,,, » (x)=1

ng GA,,, pln (zix) d)"A,,' » (zx)=1
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ainsi, si on pose

on voit que la derniére intégrale apparaissant dans I'inégalité précédente
est majorée par

B
§A1Q|M|(1+X)|Rn,p|ﬁt

I1 est également clair qu’il existe une constante A, >0 telle que

J In G, ,dr, ,
MR, p

puis qu’il existe une constante A >0 telle que
Vn,peN*

(gA1Q|M|(1+x)+A2>|Rn,,,|gAn"p“

§A2 Bt'R

wol

On obtient alors, en regroupant les résultats précédents,

ng Ing>Gy, ,.ndha, ,

=@ v B)f Y X @EEx)—gx)?

MAn, p keAp, p zeM
x GA,,, » t,n(x) q.(xn, k, 2) d)"A,,,p(x)'FAndpd_l B,

ceci sous ’hypothése que

ng GA,,, pbtn d}"An, p= 1

Le résultat annoncé pour un g général en découle alors par homo-
généite. [

4. CAS OU LA TEMPERATURE EST CONSTANTE

On se propose, dans cette section, de démontrer le théoréme 1,
conformément a la méthode décrite au début de la section 2.

Remarquons que nous pouvons supposer, puisque la température est
constante, que V=0, B,=1, quitte a remplacer ¢ par $,_¢. D’autre part,
I, les I, , les g4 , et les G, , , ne dépendant plus, dans cette section, de ¢,
on le fera plus apparaitre dans les indices.
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On commence par prouver que I’application t=1, ,(m,) satisfait une
certaine inégalité différentielle.

ProrosiTioN 8. — On a,
Vn,peN* VT>0, Vte[0, T],

dy, (

m,)
2 = [0A,,, |G (D)= A, Ly, , (m) = An'p*~']

An, p
ou A >0 est une constante,

C,(T)>0 est un nombre de dépendant que de T>0 et de pe N*,

A, >0 est un nombre ne dépendant que de p e N*.

Démonstration. — 11 est clair, en appliquant la proposition 6 avec

m

g= E}iﬂ, que si A, B et a(p, t) sont les constantes qui apparaissent
An, pM

dans la proposition 6, et si pour T>0, C(T)>0 est la constante appa-

raissant dans la proposition 5, alors
VneZ, Vn, peN* Vie[0, T],
dIA,,, » (m,)

— -1
g = @@ vB)

mt
X I:Jln <$> m,,An’pd)LA"'p—An"p"_l]+|5AA”’p|C(T)

An, pn
Cependant In (G, »n) €t In (gy, ,) ne différent, au plus, que d’un terme

de la forme K |dA, | (ou K>0 est une constante indépendante de 7 et
de n, p), d’ou le résultat annoncé, en posant

C,(T)=C(T)+A,K
A,=(a(p, ) vB)!

qui est un nombre indépendant de ¢, car a(p, f) ne dépend du temps que
par linterpédiaire de la température B, !, qui est supposée ici normalisée
al. O

Le résultat précédent va nous permettre d’obtenir une majoration de
I, ,(m,), grace a un lemme classique, présenté ci-dessous, sur les inégalités
differentielles. Nous énongons ce résultat sous une forme plus générale
que celle dont nous avons réellement besoin ici, car nous le réutiliserons
dans la section suivante.

LeMME 9. — Soit f:[0, +00[ > R une fonction absolument continue,
satisfaisant, p.s. pour t 20, linégalité suivante :

fiza,—b. f,

oua,b:[0, +oo[— R, sont deux fonctions localement intégrables.
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Alors, pour tout 1=0,

fi=f, exp (—thsﬁ>+exp <—thsds> Jtas exp (Jsb,,du>ds
0 0 0 0

Démonstration. — 11 suffit de considérer la fonction

t
g, =exp (j bsds>f, O
(4]

Il découle de I'application de ce lemme avec f,=1 Aw(m,), que

Vn, peN* VT>0, Vte[0, T,
I, ,(m) =1y, (m) exp (—A, 1)

t
texp (—A, 1) f (A, Anp'~1+|dA,, |C,(T)) exp (A, s)ds
0
<I,, ,(m)exp (A, D+ An'p" " + A1 0A,, ,|C,(T)

Mais on a, d’une part,

lim — I, ,(m)=1(m)

n=awo IAn,pI

1
lim ——1 =1(m
"Lm IAn’pl A,,‘p(mt) ( t)

qui, rappelons-le, sont bien des quantités finies. D’autre part, il est clair
que

d—1
lim !

o | Ayl

|c(m)=A —2

Antpi '+ ASOA ———
(Anp - Qp+ 1)y R

An, p
Ainsi, en divisant I'inégalité précédente par |A,,,p| et en passant a la
limite quand » tend vers I'infini, on s’apergoit que

d—1

)4

I(m)<I(m)exp (—A,H+A m

Mais T n’apparait plus dans cette inégalité, qui est donc satisfaite pour
tout £=0. On peut alors faire tendre ¢ vers I'infini, pour obtenir

pd— 1
lim sup I(m)<A ———
n sup (m)= 2p 'R
Ceci étant vérifié pour tout pe N*, il s’ensuit que

lim sup I(m,)<0

t— o0
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Cependant, une application de I'inégalité de Jensen nous montre que I(.)
est une fonctionnelle positive sur les probabilités sur ', d’ou
lim I(m,)=0

t— o0

ce qui termine le démonstration du théoréme 1.

5. CAS OU LA TEMPERATURE DECROIT VERS 0 EN L’INFINI

Le but de cette section est de démontrer le théoréme 2. On prouvera
également qu’en dimension 1 (i.e. d=1), la constance ¢ qui apparait dans
ce résultat est finie, mais, par contre, qu’elle est infinie pour le modéle
d’Ising plan usuel.

La démonstration du théoréme 2 est similaire a celle de la section
précédente. Notamment, on a I’équivalent suivant de la proposition 8.

Soient A, B, et, pour peN* et 1=0, a(p, t) les constantes qui appa-
raissent dans la proposition 6.

On pose

A,()=(a(p,nvB)™"

ProrosiTioN 10. — Supposons que pour t=1t,=0, B soit croissant.

1l existe une constante L>0 et, pour T>0 et pe N*, un nombre C,(T) >0,
tels que

Vn,peN* VT>0, Vi, <t<T,
dap

<L|A, ,|B '
= | . D I Bt dt
—A, (OB 14, .. (m)—An'p*~1]+]0A,, ,|C,(T)

Démonstration. — Commengons par rappeler que I, ., (.) est une
fonctionnelle positive sur les probabilités sur &, et que par hypothése, on

-1
4, <0. Ainsi,
dt

dB; 1y, .. (m)
dt

a pour 121,

Vit

IA,,, pt (mt) + Bl— !

dp; ! IA,., ot (m,) — ap, ! dIAn, p! (m,) <p? dIAn, p! (m,)
dt dt a = dt

D’autre part, soit pour T>0, C(T)>0 la constante qui apparait dans
la proposition 5. On applique la proposition 6 avec

. / My Ay p
£ G

An, prts
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pour obtenir
VneZ, VYnpeN* Viel0, T],
dly, ,..(m) _dB
n, p> t —
—dt— =< E fMAn, , UA,,, » (m,, Anp 8An, p. ) d)"A,,, »

m
_AP(t)I:J\ 111( t. Ap, p )mr,A,,'pd)\‘A,,,p—Andpd—IBtiI
MAn, p GA t,n
n, p» by
+]0A,, 1 C(D)

Cependant, il existe une constante L>0 telle que pour tout n, pe N*,
U, lle <L |A

”IJ|

et In(G,, . ,) et In(g,, ) ne différent, au plus, que d’un terme de la
forme K| A |B, (ou "K est une constante indépendante de =0, de
neZ et de n, peN*)

D’ou le résultat annoncé, en regroupant les observations précédentes,
et en posant

C,(D= sup (C(T)B;,'+KA, (1) O

OStsT

On supposera dans la suite que pour ¢=¢,=0, B, est croissante.
On applique le lemme 10 avec f,=f, I An p,,(m,) pour obtenir

VneZ, VnpeN* VT>t, Vie[ty, T],
t
5:111\,.,,,,:(’":)§Bt;1IA,,,p,to(mto)exP<_J Ap(s)ds>
to

+exp<—f Ap(s)ds>Jt <Ld—ﬁs[3s_1|A,l ol
to to ds ’

+An“p““A,,(s>+|5An,ple<T>)exp< f s Ap<">d">ds
)
Or, on a
nlimw |A1—| Tan, prto (Meg) =1, (M)
tim A: a0 =1, (m)

qui sont des quantités finies, et, d’autre part, il est clair que

im (LB A AR A 428, C,D)
n— o n, p

d—1
Lst s—l+A p
ds @Cp+1)yR?

Ay (9)
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Ainsi, en divisant l'inégalité précédente par |A, ,|, et en passant i la
limite quand #n tend vers I'infini, on s’apergoit que

B L (m) < By, L () exp(— f A0 ds) ¥ exp(— f A, ds>

0 0
t d—1 s
xJ (Ld—Bsﬁ;‘ +A—p———mAp(s)>exp<J Ap(u)du>ds
to ds 2p+1)'R to
Mais T n’apparait plus dans cette inégalité. Elle est donc satisfaite pour
tout 1=1,.
Nous allons montrer que lim B, ! 1,(m)=0 sous 'hypothése suivante

t— o
sur B
Il existe une suite d’entiers non nuls (p,),» o
croissante vers I'infini telle que
Vn=0,
H ® -
(H) J A, (fydt=oo
1 dB, oy _ 0

lim — B,

t> o APn (t) dt
[On aura remarqué que A,(f) ne dépend de ¢ que par l'intermédiaire
de B].

Puis nous vérifions que les conditions données dans le théoréme 2
impliquent (H), ce qui en terminera la démonstration.

Supposons donc (H) satisfaite.

Soit ne N* fixé. Alors

t t s
lim exp(—j A, (s)ds>J di&‘ﬁ;‘exp(f A, (W) du) ds=0
t— o to to ds ro

En effet, soit €>0 et soit 7, =¢, tel que

L g,

Vixt,,
=V A, () dr

alors
Vixt,

exp < - ft A, () ds) Jt % B, lexp < r A, (W) du) ds
to ty S to
<eexp ( - J‘t A, (5) ds> jt A, (s)exp ( r A, ) du> ds
=gexp ( — J‘t A, (5) ds) [exp < f A, () du>]t <e
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D’autre part, puisque f A, (ndt=c0, 0on a

. t '1 dB N
lim exp ( -| A, ds> —2B- lexp < A, (1) du) ds=0
t— o 10 to ds to

d’ou,

t t N
1imsupexp<—f Apn(s)ds>J d;&ﬁ;%xp(] A, () du> ds<e
t— o t o 48 t

) 0 0

il en découle, £ pouvant étre choisi arbitrairement petit, que

t t s
lim exp<—j A, (s) ds)f ‘11—[3’|3;1exp<J~ A, () du> ds=0
> to ’ to ds to

Mais on sait aussi que

t
lim I, (mto)exp<—j Ap"(s)ds>=0
t—= © to

d’ou,
pd—l
limsup L, (m)<A——2——
m sup (m)= 2p+ 1 RE

Il nous reste a faire tendre p, vers I'infini pour obtenir
lim sup B * 1, (m) <0

t— o0

lim B, *1,(m)=0

t— o

Montrons maintenant que les hypothéses du théoréme 2 impliquent (H).
Commengons par remarquer que d’aprés la discussion précédant la
proposition 6, on a pour tout pe N*,
limsup B, *In(A, (1) ' =Z¢,
t—= oo
Intéressons-nous au cas ol ¢< o :
On suppose que pour {=t,>1, on a

K
B, '=—-  avec K>c
In (2)
Soit (p,)n=0 une suite d’entiers, croissante vers linfini, telle que
lim ¢, =c
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et telle que
Vnz0, ¢, <K
Cette derniére hypothése implique, d’aprés le rappel fait ci-dessus sur le

comportement asymptotique de A, (#), qu’il existe 0<vy,<1 tel que pour
t assez grand on ait

A, @Ozt
Il en découle aisément que (H) est vérifiée avec la suite (p,),o-
Supposons maintenant que ¢= co, mais ce qui suit est également valable

si ¢<o00.
On suppose que pour t=¢,>1 on a

_K@®
B!
In ()
ou K (.) est une fonction croissante en linfini vers linfini, telle que B, *
décroisse vers 0 en I'infini.

Soit pe N* fixé. Vu le comportement asymptotique de A, (¢), on a pour
t suffisamment grand

Ay (nzexp(—(c,+ DB

Cependant, pour ¢ assez grand, on a également que K(f)=c,+2. Il en
découle que pour ¢ suffisamment grand on a

A, (t)2 1 ep* eyt 2)

ce qui nous permet déja de voir que

fwAp(t)dt=oo

D’autre part, pour tout =+¢,,

dp, _ (ln (t))
dt  dt\K(?)

11
=—  ————In(¢ K t
K(k) t K()2 () ®
< L1
K@)t
On en déduit, vu I'inégalité vérifiée ci-dessus par A, (¢), que
lim b B! 1B

t—’ooA(t) dt

ce qui conclut.
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Pour terminer cette section, nous allons montrer qu’en dimension 1, on
a toujours ¢ < oo, mais que dés la dimension 2 on peut avoir ¢= oo.
Commengons par prouver le premier de ces résultats, dont la démonstra-

tion est identique a celle du résultat analogue que nous avons donné
dans [5].

ProposiTiON 11. — Soit L= ||Jg||-
Sid=1,onac<2LQ2R- l)l?90
Démonstration. — Soit ne X fixé.
Pour ne N*, on définit
V": M{l,...,n)__)R
X % Je(xm)

Fn{l,..,n}#Q

(rappelons que la notation x 1} est définie dans la premiére section.)

Posons également, pour ie {1, ...,n—1},
Vi,n: M“""'”—)R
X Z Je(xm)
Fn{l,..,i}#+0

Fn{i+l,..,n}=02

V- . M“+1"“'"}—>R

i,n

X Y Je(xm)
Fn{i+l,..i}#Q
Fn{l,..,i}=02
Soit ze M'! "} minimisant V,. Pour démontrer la proposition, il suffit
de montrer que pour tout xe M{*: "} il existe un chemin [pour le graphe
produit (M1 ™, g®M)] ¢=(@)o<i<, reliant x 4 z, et tel que VOZi<p,

V. (9)—V,(x)=2LC2R-1)

[En effet, il est facile de voir que le sup sur x, ye N qui apparait dans la
définition de ¢ (N, U) (donnée au début la troisiéme section) est notamment
atteint pour un couple (x, y) avec y minimum de U.]

Remarquons que si n=1, tout chemin vérifie :

sup Vi (9)—Vi(9)=2L
0<isp

Pour n> 1, on définit le chemin ¢ de la maniére suivante :

On commence par changer la premiére coordonnée de x(i.e. x,) en la
premiére coordonnée de z(i.e. z;) en utilisant un chemin pour le graphe
(M, ¢) qui va de x; a z;. On arrive ainsi a4 z; X, _ ,,- Puis on modifie
de la méme manicre la seconde coordonnée de z; x;, . ,, en celle de z,
pour arriver en z;y ,,X(3, . .} €t ainsi de suite, en continuant 4 aller de
la gauche vers la droite. A chaque étape on change donc une coordonnée
de x en la coordonnée correspondante de z, en ne modifiant que cette
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coordonnée. D’aprés le cas n=1, en considérant le chemin qui relie
Z1, o i=13 %, oy B 21, iy X(i+1, ..., n}» ON 8’apercoit qu’il suffit de vérifier
que V2<ZiZn,

V, (24, i=1) X%, n) — Va(X)S4L(R-1)

Nous allons démontrer ceci par absurde :
Supposons qu’il existe 2<i<n tel que

Va(zq, im0 % )~ Ve () >4L(R-1)
11 est clair d’une part que
Vn(z{ 1,...,i—1)x(i,...,n))évi—Ln(Z{1,...,i—1 })+vi—1,n(x{i,
et d’autre part que
V. (X)Zvi—l,n(\‘; 1, .01 ))+Vi—1,n(x{i, ...,n})“L(R" 1y
ce qui implique, vu ’hypothése faite ci-dessus, que
Victn @, ic1) = VicwCegq, i p>2L(R-1)

) tLR-1)

ceey

d’on,
\A (x{ 1,..,i-13 2, ...,n))
§Vf-1,n(x{ 1, i-1 })+vi—-1.n(z{i, n))+L(R_ 1)

vaey

<Vii1,a(zg1, . i-1)—2L(R- 1)+Vi~1,n(2{i,...,n})+L(R" 1)
<V, ()

V(X (1, im1 V(i) <V, (2)

ce qui contredit la définition de z. O

Montrons maintenant qu’en dimension 2 on peut avoir ¢=co (et en fait
tout ce qui suit se généralise facilement pour toute dimension d= 2).

On considére le modéle d’Ising plan usuel, ¢’est-a-dire

M={+1, —1}
1
A= 5(5+1+5—1)

1
Vx,yeM, q(x, y)=5

et on munit & de la famille suivante de potentiels d’interactions aux plus
proches voisins :

JF(x,y)=%(~x.y+l), si F={u, v}avec|lu—v|=1
Je=0, sinon.

Cette famille tend donc a aligner tous les spins dans une méme direction.
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Alors
PROPOSITION 12. — Pour le modéle d’Ising défini ci-dessus, on a c= co.
Démonstration. — Soit 1 'élément de % défini par
Vi, jel, ﬁ(i,j)=(_ 1)+
il s’agit donc d’un damier

+1-1 41

-1 +1 -1

+1 -1 +1

Pour ne N*, définissons

A,={(, j)eZ*/—n<isnet—n<j<n}

et
V. MMoR
x> Y Je(xm)
FnApzrg

On notera aussi 1 (respectivement—1) ’élément de & dont toutes les
coordonnées sont égales a 1 (respectivement — 1).

Nous allons montrer que la quantité d’énergie a fournir pour passer de
15,4 (—1),, quand la condition extérieure est fixée a M, tend vers I'infini
quand A, tend vers Z2.

Plus précisément, soit @=(¢;)o<;<, un chemin quelconque pour le
graphe produit (M*», g®*), reliant 1, a (—1),,. Nous allons prouver
que 1, et (—1),, sont des minimums globaux de V,, et qu’il existe au
moins un 0<i,<p tel que

Va(9:) =V, (14,)22(m—1)
mais I’élévation de ¢ vérifie
e(@2V,(9,) = V,(I4)+ inf V,(2)=V,(=1,)

zeMAn
d’ou,
c,=2(n—1)
puis,
c=00

Commengons donc par montrer que 1, est un minimum global de V,
[il sera alors facile d’en déduire, en effectuant la symétrie par rapport a la
droite x=1/2 et en échangeant les 1 et les—1 (remarquer que m est
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invariant par la composition de ces deux opérations), que (—1),, est
également un minimum global.

Notons que les seuls termes qui contribuent & I’énergie V, (1, ,) corres-
pondent a I'une des situations suivantes (2 une symeétrie ou une rotation
pres) :

e Soit

+ m + extérieur de A,
+ [il + intérieur de A,

(un rectangle de couplage représente une interaction qui ajoute la valeur 1
a I’énergie).
e Soit
]+ extérieur de A,
+ 1+ -]
++

intérieur de A,

Ainsi, si z est un élément de M*» tel que V,, (1 a) >V, (2), nécessairement,
en un endroit de la frontiere de A,, il doit satisfaire 4 I'une des situations
suivantes (4 une symétrie ou une rotation prés), qui enléve I'un (ou deux)
des termes non nuls a I’énergie V, (1 A

e Soit

Mais suivant la valeur de x, on crée un nouveau terme d’énergie non
nul dans la somme V,(z), terme qui était nul dans la somme V,(14);

— six=+1
+ = 4+
- +
— six=-—1
e Soit + - +

Mais selon les valeurs de x, y, on ajoute également deux termes non
nuls dans la somme V, (z);
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— selon la valeur de y

+ 1+

.

+ 1+

Dans les deux cas on aboutit donc a la contradiction V, (1, )<V, (2).
Prouvons maintenant le second fait que nous avons annoncé.
Rappelons que pour ne N*, '

An={ueAn/Vv¢An,|u—v|> 1}
oA, =ANA,

On décompose V, en VIV + V@, on
VP = Z Je

Fc Ay,

La démonstration précédente, qui prouve que 1, est un minimum global
de V,, montre également que 1,, est un minimum global de V{" (considérée
comme une fonction sur M),

D’autre part, du fait que le graphe (M*n, g®4n) ne permet qu’un change-
ment de coordonnée a la fois, il existe un 0<i,<p tel que (@, ), ait
autant de coordonnées prenant la valeur 1 que— 1. Mais alors,

V2 (9;)22(n—1)

En effet, il est facile de se rendre compte que P'infimum de V'» sur les
configurations de A, qui ont autant de 1 que de—1 est atteint pour la
configuration suivante (4 une symétrie ou une rotation pres) :

PN P e

ek + =] =
D’autre part, ek [+ =] =

Vi (@) 2V, (14,) =V, (14,)

d’ou le résultat annoncé. O
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6. APPLICATION AU RECUIT SIMULE

On va énoncer quelques conséquences du théoréme 2, ayant trait a la
convergence de I’algorithme de recuit simulé sur Z. Les démonstrations
de ces résultats sont rigoureusement identiques a celles présentées a ce
sujet dans [5], et sont toujours élémentaires, nous ne les reproduirons pas.

On supposera dans la suite que la condition suivante est vérifiée :

e m est invariante par translation
(Hl) e lim B'_1=0

t—= oo
o lim Bt 'I,(m)=0

t = ©

J . , . - .
On pose U= Y —Fl (qui est I’énergie spécifique au site 0), et on
F>0
définit I’énergie spécifique d’une configuration xe &, par :

H (x)=lim sup Y, UGS (x)

novwo | Ag] kedy

(Rappelons que S, est la translation de &, et notons que d’apres le théoréme
ergodique multidimensionnel, H est p.s. une limite sous p, si p est une
probabilité sur & invariante par translation.)

Remarquons que H est borné (en effet, si on pose L=||U]|,,, H est &
valeurs dans [— L, L]) et n’est pas continu sur & (a moins d’étre constant),
mais est mesurable par rapport a la tribu de queue (" % compl.

Acczd

Soit Hy= inf H (x).

xeZ
Le résultat suivant nous fournit une manicre d’évaluer H,, et implique
la convergence de I’algorithme de recuit simulé, sous I’hypothése (H,).

ProrosiTION 13. — Supposons (H,) vérifiée.

t—
Alors m,(U)=m, (H)—> H,.
Sa démonstration repose, en fait, essentiellement sur le

LemMME 14. — Si on définit, pour €>0,

B, = lim sup Lln[J‘ exp(—1 Y JF>d)»An:|,
n— © |A,,| MAn € FcA,

alors on a : lim B,= —H,

e~ 0
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Une conséquence importante de la proposition 13 est le résultat suivant :

COROLLAIRE 15. — Supposons (H,) vérifiée.

Soit /' ={xeZ/H(x)=H,}.

Soit n un élément de l'adhérence [pour la topologie de la convergence
étroite sur M (X)) des m,, quand t — 0.

Alors n(N)=1 [ce qui montre a posteriori que N # , car M (X) est
compact pour la topologie étroite].

Dans certains cas, on peut obtenir des résultats plus précis :

Supposons, outre ’hypothése (H,), que la relation suivante soit vérifiée :
(H,) inf U(x)=H,

xeMA
[on a évidemment toujours inf U (x)<H,).
x e MM
Soient

N={xeM*/U(x)=infU=H,}
et
N ={xeZNkeZ’, (S, (x)s,eN}(cAH)

Remarquons que si N peut étre relativement facile a déterminer, 4
peut I’étre beaucoup moins (il se peut que les ¢léments de A" n’aient
aucune propriété de périodicité).

On a alors, si 1 est comme dans le corollaire 16,

n(A)=1
i.e. m est portée non seulement par les ¢léments d’énergie spécifique

minimale, mais par ceux d’énergie totale minimale, ou I’énergie totale est
la fonction

Y (US()~Hp):Z >R, U{+ 00}

kez?

Ce résultat découle immédiatement de I'invariance par translation de n.
Notons que le modéle d’Ising traditionnel (en dimension d quelconque)
satisfait I’hypothese (H,).
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