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RisuMme. — Ce travail est consacré 4 I'estimation paramétrique dans un
processus & temps continu. On étudie un modéle naturel d’autorégression
a temps continu. Ce processus est solution d’une équation différentielle
stochastique avec une dérive dépendant du passé du processus. A partir
des résultats obtenus par Ibragimov-Hasminski sur le comportement
asymptotique du processus de vraisemblance, on étudie ’estimation d’une
mesure discréte représentant les « retards » du processus, dans le cadre
des petites diffusions en suivant la méthode de Kutoyants.

ABSTRACT. — We study the parametric estimation of an antoregressive
process with continuous time. We use the asymptotic properties of the
likelihood process, given by Ibragimov-Hasminski and give some results
about convergence, asymptotic normality and minimax bound for the
estimator extending Kutoyant’s results.
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96 YU. A. KUTOYANTS, T. MOURID ET D. BOSQ

1. INTRODUCTION
NOTATIONS ET DEFINITIONS

Les processus autorégressifs d’ordre k a temps continu sont usuellement
définis par la relation (voir par ex. [5]) :
dax® dax%-1
drt dr

aX
+...+a—+¢,
ar )

120

ou la dérivation est en moyenne quadratique, (a,, . . ., a,) € R* et (g, 120)
est un bruit blanc. L’ordre k est un entier et I’autorégression est faite sur
I’ordre de dérivation pour ¢ fixé. Nous proposons un modeéle de « type
diffusion » [4] qui nous semble convenir 4 ’autorégression a temps continu
ou I’observation X, dépend du passé du processus et 'ordre k est un reel.

Soit (Q, #, P, (F),»,) un espace probabilis¢ muni d’une filtration
croissante. -

Le modéle général est solution de I’équation différentielle stochastique
suivante :

axt= (Jk X® (t—s)dp(s)) dt+edW,,
0 2

0<t<T
Xe(5)=X,  —k<s<0

avec X, (s) (—k=<s=0) une fonction donné, (W,, F,),>, un processus de
Wiener, 1 une mesure a signe sur J0, k] ou k est un réel strictement positif.
Dans la suite on prend X,=x,>0.

On s’intéresse a ’estimation de la mesure p dans le cas particulier ou
14

p=>y g 3y,, avec p un entier donné. On estime le paramétre

i=1

p
0=(ay, ..., a, by, ..., b,)eO=]0, A[" X ]'I]oci_l, o,

i=1

ou A>0et 0<oy<...<o, en utilisant les résultats obtenus par Ibragi-
mov-Hasminski [2] sur le comportement asymptotique du processus de
vraisemblance et sa convergence étroite sur un espace fonctionnel. Soit Py
la loi du processus (X¢, 0<¢<T) sur (%o, ), ), espace mesurable des
fonctions continues sur [0, T] muni de la topologie de la convergence
uniforme, solution de I’équation :

14
de=<Z ain_bi>dt+de,, 0<t<T @)

i=1
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ESTIMATION DE DIFFUSION AVEC RETARDS 97
A la valeur ¢=0, on associe I’équation déterministe :
14
0y — 0_
X))'=Y a;X),, XJ=x)0 pour —k=s=0.
i=1
On considére le rapport de vraisemblance calculé pour I’observation

(X5, 01T :
dPy+ ¢, (0)u

(]

Z,,(w= X9 3

ou 0e0.
¢, (0) une matrice 2p x 2p telle que 0+, () ue O, ue R??,
Le processus Z, 4(.) est défini pour

uel, ,=0,'0), (@—0)cR?.

Par prolongement par continuité, le processus Z, 4(u) est a trajectoires
dans %, (R?P) espace des fonctions continues sur R?? tendant vers 0
a linfini et muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
compacts [2].

L’estimateur 8, de 0 est défini par :

dp;
) =sup T2 (X @
00 0e@Ulyg,
ou 0, est une valeur fixée du paramétre.

On note W, , ([2], p. 19) la classe des fonctions de perte majorees a
I'infini par les fonctions exp (g, || u||*), &, >0.

Les résultats sont établis dans le cadre des « petites diffusions »
(i.e. € = 0). Dans la partie II, on montre la normalité asymptotique locale
de la famille des lois (P§, 0€®), et la tension de la suite des processus
(Z, ¢ (u), ue R??) dans €, (R??).

Dans la partie III, on en déduit une borne minimax pour le risque
associé a 0,, la convergence de I’estimation et une loi limite.

II. NORMALITE ASYMPTOTIQUE LOCALE
ET TENSION DE (Z, , ()

1. Existence

LEMME 2.1. — Si ||p|| est fini, alors I'équation (2) admet une solution
unique (unicité trajectorielle).

Preuve. — En écrivant ’équation (2) sous la forme :
dXe=S(t, X¢, 0)dt+edW,,

Vol. 28, n® 1-1992.



98 YU. A. KUTOYANTS, T. MOURID ET D. BOSQ

avee

S(1, X5, 9)=rx‘(t—S)du(S),
0

on remarque que la fonctionnelle S (¢, ., 0), définie sur 1’espace des fonc-
tions continues %|_, 1), vérifie les conditions de Lipschitz ([4], chap. 4).
En effet, on a, pour tout t>0 et x, ye,_; 1}
L,:

t

[S(@, x, 0)=S(, y, 0)] gf

t—

|x(8)=y©)|. |1 ds)]
k
L,:

t

IS(t,x,G)Iéj

t—

|x@)| - |m(ds)],
k

ou p, est la mesure translatée de p sur [k, f[.
Sous L, et L, on obtient I’existence et l'unicité trajectorielle de
I’équation (2).

2. Normalité asymptotique locale (LAN)

La famille des lois (P§, 0 e ®) posséde la propriété LAN au point 0 ®
quand € — 0 ([1], [2]) s’il existe une matrice ¢,(0) 2px2p) telle que le
rapport de vraisemblance Z, 4 («) (3) admet la représentation suivante :

Ze,o(u)=CXP{<u, A6, X7) )~ %lu{”%(ﬁ, u, X‘)} &)

ou, sous P§ : la v.a. A, (0, X° est asymptotiquement un vecteur gaussien :
A (0, I,) dans R??,
I, est la matrice identité et Py-lim , (0, u, X*)=0.

e~ 0
{.,.) désigne le produit scalaire usuel de R??.

Le lemme suivant établit le caractére LAN pour la famille de
(P%, 0 ®) solution de (2).

LEMME 2.2. — La famille (P§, 0€®) des lois de (X¢, O<t<T) solution
de (2') est LAN en tout point €K compact de ©. De plus

T
A0, X)=c"1,(0) f 40, 1, X%) W,
0
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ESTIMATION DE DIFFUSION AVEC RETARDS 99

ou : A, (0, X°) est une v.a. gaussienne centrée : N (0, 1,) dans R??,

q(e, t, Xo=<X?_b1, X?‘bz’ e« ey X?—‘bpi‘

14 14
_ 0 _ 0
ay Y @ X gy e — Gy Y, aiX,_,,l.-,,p>
i i=1

i=1
X est la solution de (2') correspondant a €=0.
0, (0) est la matrice £1~1(0) avec 1(0) la matrice (2p x 2 p) symétrique
défini positive :

T
Ii,j(9)=J‘ (X?—bg)(X?—bj)dt9 l’.]= 1’ <o Do
0

T p
L, p+;O)= —ajf X?—b;(Z an?—b,_,—b,) dt, Lj=1, ..., p.
=1
T OF p
Ip+i,p+j(6)=aiajf (Z alX?—b,-—In)(Z azX?-bj—b,)dt, i, j=1, ..., p.
0 \=1 =1
Preuve. — Le rapport de vraisemblance Z, 4(u) s’écrit dans le cas ou

X°® vérifie (2") ([4], chap. 7) :
dPe &u €
Z, 0 1) = ZEE2 (X

3}

T
=exp{1j S(t, X5 0+cu)—S(t, X°, 0)dW (®)
€Jo

T
—LJ (S, X5, 0+eu)—S(1, X, e)zdz} (6)
2e% ),
ou
p
S(t, X5, 0)= Z a; XG_p,

i=1

et

p
S(t, X%, 0+eu)= Y. (a;+eu)X;_,

i=1

—EUp+i°
On écrit le terme intégrale stochastique sous la forme :

l‘[T(S (t, X5 0+eu)—S (¢, X, 0))dW (¢)
€Jo

_ 1f[8(z, X, 0+£1)=S (1, X, )= (u, £4(8, £, X) Y] dW (1)
€Jo

+jT<u, 9)0, t, X°) >dW (9
’ (s0i)=17.(0, u, X5)+u, A, (0, X°) >.

Vol. 28, n° 1-1992.



100 YU. A. KUTOYANTS, T. MOURID ET D. BOSQ

et

Nis(, X2, 0+e0)-S(, X¢, 0)]
€
n 1 p
=21:u,. Xf—bi-eup+i+;aigfL§1 anf,_,,j:ldv

+ Y a[W(—b)-W(t—b,—cu,,)l

i=1

On utilise essentiellement la continuité de la solution X°, un lemme de
Gronwall et I'inégalité de Schwarz, pour montrer que la v.a. J, (0, u, X
tend vers 0 en probabilité pour € — 0, et que la v.a. A, (6, X°) est gaussienne
centrée de matrice de covariance 1(8) (voir [3']). Pour le second terme de
(6), on considére I’expression :

T
K. (8, u, X%)= lz'[ (S(t, X5, 0+eu)—S(t, X5, 0))2dt—(u, I(O)u)
€ Jo
On a, pour u=(uy, ..., Uyp):

(u, 1@ u)y=Y, u? T(X?_,,i)zdt

+Z“p+tlj<zaltbl )dt

i=1

+2< » u,u,,+,<—a,.f X?_,,,.<Z a,X?_,,’_,,j>dt>
i,j=1...p 0

T p
+ Z up+iup+jf (Z aXP_ bi- )(th b-b,)dt

Lj=1...p 0 \I=1
i<j

+ Y ,,f (X0, X0, ) d,
i,j=1...
#

et

J (S(t, X%, 0+cu)—S (1, X2, 0))%dt

J‘ [Z((a+8u)X, b;— eu‘,+,~ t b,)z
+2 Z ((a;+eu) Xi_p, - _a'X:—bi)

i<j

Eup+i
x((a +Su)X! bj— aup.” t bj)]dt

On montre alors avec des arguments similaires, que la v. a. Kt ©, u, X%
tend vers 0 en probabilité quand ¢ tend vers 0.
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En regroupant les résultats précédents on déduit alors que :
1
Z,o,(w)= exp{(u, A(0,X5)>+T.(0,u,X5)— %( u, I(0)u)— 3 K.(0,u, X”)}

d’ou le résultat moyennant le changement de variable u=1(0)" /2.

Les lemmes suivants montrent la tension de la suite du processus de
vraisemblance (Z, ¢ (4), u€ R??) dans I’espace fonctionnel € O(IRZ").

LeMME 2.3. — Pour tout m>8p, R>0, et K compact de ®, on a :
sup sup ||y —uy || "™* By | 25 (uy) — Z3/5 () "< C(1+R?)

6ek uy, u2 €W ¢
[lug Il <R, |lu2 ]l <R

ou la constante C dépend de K et a= —34_m

Preuve. — On pose 0,=0+¢&u, u;=(u;);eR?, i=12 et
AX, ()=S(1, X5, 0,)—S (1, X%, 6,).

Le rapport de vraisemblance pour deux valeurs 0, et 8, du parameétre
s’écrit, pour 1’observation X® :

dPg‘(X‘)=ex {1jTAX () dW () — LjTAZX (t)dt}
dp;, Ple 0o 2¢2 ), ¢
Posons :
V(t)=exp{—LJrAXe(t)dW(t)——I——IIAZXE(t)dt}
me 0 2m82 0

De la définition (3) de Z, 4(u) on déduit que :
: 1/m dPe 1/m
V(T)=exp<M) =(—°‘(X”)> P, p-s.
Z , (uy) dPaz

On écrit alors V()=expy(f), ou (y(8),0=t<T) est le processus
vérifiant :
Yo=0

ne =[x opare [ ax.oaw .
2me* Jg me jo

Vol. 28, n° 1-1992.



102 YU. A. KUTOYANTS, T. MOURID ET D. BOSQ

La formule de Ito donne alors :

dV(t)=V(t)(— )dt
+1V(t).( 3 Xa(t)>dt+V(t).LAX£(t)dW(t)
2 (me)
21( Y A(AX, (D) V(Ddt+ -I—AX OV(@®)aw (r)

Comme V (0)=1, il en résulte :

V(=14 " JTAZXE(t)V(t)dH LJTAXz(t)V(t)N(t).
2 ’7’18)2 0 me jo

D’autre part :
e] Zl/m (u3)— Z”"‘(u,) Im
1/m m
=Eol Zel,/gl (uz) (1 - Zsl’/e (u1)>
Ze «’9"(”2)
dPe \1/m
|(@) -
dPy,

En appliquant I'inégalité (a+ b)" <2™ ! (a™ + b™) et I'inégalité de Holder

=E " E,, [1-V(D)"

pour p=met g= , on obtient :

m—
E, ' Zl/m (up)— Zl/m (uy) |m

C, C, ("
b "Zn’ E92 (AX, (D)*™ V™ (1)) dt + jf By, (AX, ()" dt
0 [¢]

C, (T C, (T
= T,ﬁ,f Eq, (AX, ()’ dt+ =2 f E,, (AX, ()" dt
€ (1] £ 0

ou C, et C, sont des constantes positives.
De la définition,

P
AX. (D= Z [a;+eu, )XF_y, - —(@;teu ) Xy, -
i=1

EUp+i, 1 EUp+i, 2]’
de linégalité de Holder, des propriétés du mouvement brownien, il
découle :
Ep, (AX, (0)*" <K &2™||uy—uy "+ K, 3™ || uy —uy ™2
et
Eq, (AX, ()" <My e™ [|u =y |2+ M, £27 ||y — uy [

Le lemme se déduit des majorations précédentes.

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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LeEMME 2.4. — Pour tout €>0 et ue, ,, on a, pour tout compact K
de © :
sup P (Z, e(u)ge—vIIullz)éce—vllullz
6eK

ou vy et C sont des constantes positives.
. . 1
Preuve. — En suivant [3%], soit 0<a<—2 et u=(uy, ..., u,,) €R?? avec

u;>0. En appliquant I'inégalité de Schwartz, on a pour >0 :
PG (Z, o2 e M) e 1P E(Z, ()"

2 a T a T
el Ee{exp(gf AXe(t)dW(t)—ﬁJ (AXe(t))Zdt>}
0

0

T
éanIIMII2Ee{exp<‘—1J AX, (D dW (1)
€Jo

-t j ! (AX, (1))? dt + b_”z‘-’ f T(AXE () dt>}
2¢e* Jo

2¢% ),
— T 1/2
X(Eeexp<b 2“.[ (AXs(t))Zdt>> .
€ 0

D’autre part on a ([4], p. 216) :
T T 2
Eeexp(f 2aAX (1) aW (1) - %j (M> dt>=1.
o €

0 €

En choisissant »=2a? et en notant
AX, ()=S(t, X°, 0+eu)—S(t, X°, 0)
ot X° est la solution de (2') pour ¢=0, on obtient :

E, (exp. b . J ! (AX, (t))2dt>
0

£
<E,exp [(— ﬂl—;z—") f | (A% ()2 dy)

0
xexp.(wrmxo(t)|.|AXa(t)—AXO(t)|dt)]
€ 0

En prenant XJ=x,>0, on montre que la solution (X{, r=0) est
croissante et que X? = x, pour tout ¢ positif. On en déduit alors que :

[AX, ()] 2 x08.B||u]], ou B>0.
Ce qui entraine :

_ T
exp(_i(l_zzﬁj AZXO(t)dt>§exp.(—Ka||u“z),

€ 0

ou K,>0.

Vol. 28, n® 1-1992.



104 YU. A. KUTOYANTS, T. MOURID ET D. BOSQ

D’autre part par un lemme de Gronwal, on a :
X% <x,BeAT, 0<¢<T
ou A, B sont des constantes positives.
Par conséquent :
|AXP | SexoerTA, flu|  (0<2=T),
ou A,>0.
|AX, ()= AX, ()| K eerT sup [W ()],

0St=T

K;>0.
En appliquant la majoration suivante [3'] :
Eexp(l sup |[W(n)])=2(1 +T12)exp(%le)

0<t<T

On obtient
_ T
Eeexp(gyj |AX0(t)|.|AX£(t)-—AXo(t)|dt>
0
<231 +TLa]|u||2).exp<%TLf||u|[2>

ou L, est une constante positive.
On a alors :

p(z&e(u)ge—v““'lz)gc.exp(ay“u[|2—||u||2<Ka— %ng))

.. 1 . 1
En choisissant a tel que K,— %TLf = -ZK,, et y verifiant ZK,, —ay>y,

on en déduit que
P(Z, ow)Ze 71" <C.exp(—7]|ul]).
d’ou le lemme.

III. BORNE MINIMAX. PROPRIETES ASYMPTOTIQUES

On déduit de la normalité asymptotique locale de la famille (P, 8 €©),
comme dans [2], p. 162, une inégalité de Hajek :

THEOREME 3.1. — Pour tout estimateur ¥ du paramétre 0, on a la
minoration suivante :

lim lim sup E5(w(o; " (8,) (0¥ —6))ZEw(&) (%)
5820 €-0 |0—00|<d

pour tout we W, , (voir I) et oui : & est une v.a. de loi normale : A (0, 1)
dans R?? et @, (0,) est la matrice de normalisation du lemme 2 .2.

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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— Les estimateurs qui réalisent ’égalité dans (%), pour tout 6,, sont
dits asymptotiquement efficaces.

THEOREME 3.2. — L'estimateur du maximum de vraisemblance 9, est tel
que, uniformément pour tout 0K compact de © :
1. Sous P : Pg-lim 6,=0

£§—0
0 1 O)(B,—0)SE,  PE) ~N (O, 1d) dans R?”

2. Tous les moments d’ordre p>0 de la v.a. ¢ * () (B, — 0) converge vers
les moments du méme ordre de la v.a. & quand € tend vers 0.

3. L’estimation 0, est asymptotiquement efficace.

Preuve. — En suivant [2], p. 105, on note p°® la loi du processus
(Z, (), ue R??) sur %, (R??), on déduit du lemme 2.2 la convergence
des lois finidimensionnelles de Z, 4, et du lemme 2.3 et 2.4 découle la
convergence faible, sous P§, dans ‘60 (R??), de la suite p° vers p° loi du
processus :

Z(u)=exp{<u,§>—%||u||2} ou Z(&)~A(0,]1d).

D’autre part de la définition de 8, et de la continuité de la fonctionnelle
définie sur %, (R??) par : h — sup h(u)—sup h (), on a pour xe R?? :

u<x uzx

P (9,1 () (8, —6) <x)

- (Sup Pt 0. Ou_ dPe+<ps(e)u)
u<x 8 ux dPg
=Py(supZ, o(u) ZsupZ, o(v))
— P (supZ (u) = sup z ()
1 2 ) 1 2
=P (supexp {u, & ) — E”"H 2 sup exp Cu, £y — Ellull

=P(<x)

puisque Z (u) atteint presque slirement son maximum au point u(0)=E&,
d’ou le théoréme.
Les autres assertions du théoréme découlent du théoréme 1.1 [2], p. 174.

— Estimateurs bayesiens. — Si le paramétre 0 est une v.a. dans R?? de
densité a priori I1(8) sur ®, on note §,(X®) I'estimateur de Bayes corres-
pondant a la densité IT1(0) et & la fonction de perte W (6, y)=W (0—y),
ou W (u)=|ul’, pour a>1.

Vol. 28, n° 1-1992.



106 YU. A. KUTOYANTS, T. MOURID ET D. BOSQ
L’estimateur 8(X®) est défini par I’équation :

fW(e, 8)p(0|X)d0=Inf | W (O, y)p(8(X*)do
<]

ye®Jo

ot p(0|X) est la densité a posteriori de 6.
On a alors en utilisant les lemmes 2.2, 2.3, 2.4 et le théoréme 2.1 [2],
p- 179 :

THEOREME 3.3. — Si la densité a priori I1(0) est continue et strictement
positive, Uestimateur de Bayes B, posséde les propriétés de 'estimateur du
maximum de vraisemblance du théoréme 3.2.
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