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bidimensionnel
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Mostafa BOUHAIK et Léonard GALLARDO
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6, avenue Victor-Le-Gorgeu, 29287 Brest Cedex, France

Resumi. — Nous étudions ici les marches aléatoires sur I’hypergroupe
(N?, %,) ou *, est la convolution associée aux polyndémes discaux
d’indice a>0. Le résultat essentiel est le théoréme limite central suivant :
si (X;, Y,) est la position dans N? a I'instant k d’une marche aléatoire de
loi p satisfaisant des hypothéses de moment convenables, alors la loi
de (k~'?X,, k~'?Y,) converge étroitement quand k — + o0 vers une
probabilité sur R% ayant une densité par rapport a la mesure de Lebesgue
égale a

2a+ 1

R2rab** T (a+1)

(x20, y=0)

(X)® (x+ y) e~ @) v p=(1/20) x-y?

ou a et b sont des constantes positives liées a .

ABSTRACT. — In this paper we study the random walks on the hyper-
group (N, x,) where *, is the convolution generated by the disk polyno-
mials of index o>0. The main result is the following central limit theorem:
let (X, Y}) be the position on N? at time k of a random walk of law p
satisfying some moment hypothesis, then (k~*/2X,, k~'/2Y,) converges in
distribution to a probability measure on R% having a density with respect

Classification A.M.S. : 60 F 05 et 60 B 10.
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48 M. BOUHAIK ET L. GALLARDO

to Lebesgue measure of the following form:
20 +1

Rrab** T (a+1)

(x20, y=0)

where a and b are positive constants depending on .

()* (x+) o~ (2/b) xy o= (1/20) (x—y)?

1. INTRODUCTION

On peut voir une marche aléatoire de loi p sur un groupe G comme
une chaine de Markov dont le noyau de transition P est de la forme
Pf=pux* f(fe%,(G)) ou * désigne la convolution des mesures sur G.
Un hypergroupe (cf. [9]) est un espace topologique, dépourvu en général
d’opération (de groupe), ou subsiste une convolution convenable des
mesures. On peut alors y étudier les chaines de Markov & noyau de
convolution. L’intérét probabiliste de tels objets, outre qu’ils généralisent
les marches aléatoires sur les groupes, réside dans la possibilité d’obtenir
de nouvelles chaines de Markov qui peuvent avoir un comportement
intéressant en vue des applications. Les hypergroupes unidimensionnels
ont été le cadre de nombreux travaux dans cette direction (cf. [6], [10],
[17], [18]). Dans cet article nous nous intéressons a une structure de
convolution sur N? que nous avions déja signalée dans [9] et qui est
associée 4 une suite de polynomes orthogonaux a deux variables. Le
principal résultat est un théoréme limite central (non gaussien) bidimen-
sionnel. Quelques lois de probabilités non classiques sur R, et R, xR,
sont en méme temps mises en évidence.

2. PRESENTATION DES RESULTATS

Soit o> 0. Les polyndmes discaux (en anglais disk polynomials) forment
une famille {R% ,(z, z), (m, n)eN?} de polyndmes a deux variables,
normalisés par R}, (1, 1)=1 et obtenus par orthogonalisation sur le
disque unit¢ D={zeC; |z|<1} de la suite 1, z, z, 22, zz, z%, ... par rap-
port & la mesure

{Xu(dx dy)=n"1(a+1)(1—x2—y*)*dx dy

@1 (z=x+iyeD)
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UN THEOREME LIMITE CENTRAL 49
(cf- [11, [2], [4], [11], [12], [14])). IIs satisfont les relations d’orthogonalité
2.2 ff R, ()R (2) Mo (dx dy)=(hy, )" 8, 18y
D

ou
=(m+n+0t+1)F(m+a+1)F(n+a+l)
m!'n!'T(a+ DT (at+2)

2.3) hy

et ou on a écrit R}, ,(z)=R% ,(z, z) pour simplifier les notations. En
coordonnées polaires, Ry, , peut étre représenté en termes des polyndmes
de Jacobi R® P [normalisés par R P (1)=1], par la formule (¢f. [1], [2],
(11]) :

2.9 R;, ,(pe)=¢' ™m0 plm=nIRELm=r (2 p2 1),
ou m An=inf (m, n). En particulier on a :
2.9 R ,(pe®)=e"""ORE . (p).

D’aprés un résultat de T. H. Koornwinder (cf. [12]), les polynomes discaux
satisfont une formule de linéarisation

(2.5 Ry . @R}, ., (2)= Y C(my, ny, my, ny; m, MR, (2),
. om,n

ou les coefficients C* sont non négatifs pour tous (m,, n;), (m,, n,) et

(m, n). Ainsi par exemple R} ,(z)=z, R} ;(z)=z et on peut montrer

facilement a partir de (2.4) (c¢f. [4]) les relations de récurrence suivantes

vérifiées par les polynomes discaux

o+m+1 n

zR* (2)=————RS ;1 ;@) +————R% .- (z
m’”() o+m+n+1 b (') o+m+n+1 1@

n=1

(2.6) +n+1 =D

- otn

zR* (z)=————R}, .., @) +————R% _, ,(z
mn(?) o+m+n+1 w10 o+m+n+1 1a (@)

m=1).

On peut alors définir une convolution sur I’ensemble M (N?) des mesures
positives bornées sur N? en posant

(27) 6(”‘1,"1) *q 8(,”2,"2): z Ca(mb nl’ mZ’ n2; m, n) 6(m, n)

pour deux mesures de Dirac et plus généralement
(2.8) u*a\’=z Z,’l’(i’j)v(ka 1)6(,',,') *a8(k,1)

i, j k1

pour p, ve M (N?). On a alors

Vol. 28, n® 1-1992.



50 M. BOUHAIK ET L. GALLARDO

2.9. PROPOSITION. — Avec la convolution *,, l'involution(m, n)~ =(n, m)
et I'¢lément neutre (0, 0), (N?, *,) est un hypergroupe commutatif de mesure
de Haar ) K, .8, ., de dual D et de mesure de Plancherel Ay,

La démonstration de ce résultat est analogue a celle que I’on fait dans
le cas des hypergroupes associés a des polynomes orthogonaux a une
variable (¢f. [13]). La transformée de Fourier d’une probabilité pe M, (N?)
est alors la fonction de deux variables
2.100  n(z 2)=p(p, O)=Y p(m, MRS, (pe®)  (z=pe®).

m,n
Compte tenu de (2.5), pour un vecteur aléatoire (X, Y) de loi p sur N2,
on a ainsi :

@.11) A(p, )=E(* X VR 1, (p)),
et pour p, ve M, (N?), on a naturellement
) S - -
(2.12) H*,v(p, 0)=p(p, 0).v(p, 0).
2.13. DeFmNITION. — On appelle marche aléatoire de loi p sur (N2, *,)

toute chaine de Markov sur N? de noyau markovien
214 P(), A= j*.W(A)  (AcN? (G, )eN?).

Les noyaux itérés de P sont alors donnés par

(2.15) PO (G, §), A)=(8, j, %, ") (A),
ou p"=pu*, ... *,u(n fois) est la n-iéme puissance de convolution de p.
2.16. Exemple. — La marche aléatoire simple a pour loi

Ro=1/2(8(0, 1)+ 81, 0))- D’aprés (2.6) sa matrice markovienne est donnée
par

I at+tm+1 .
- si (i, ))=(m+1,n
2 at+tm+n+1 &)= )
1 m
- si (i, )=(m—1,n)etm=>1
2 a+m+n+1 @)= ) -
. 7)) = {§ +n+1 .
@17 Pmm. G)=41 _atntl o
2 a+m+n+1
: " si (i, ))=(m,n—1etnxl
-~ l’ = b - -
2 a+m+n+l1 J
0 sinon.

On dit que la probabilité p sur N? est adaptée si ’hypergroupe engendré
au sens de la convolution *, par le support de p est égal a N2 (cf. 9]
pour une description précise). Par exemple si (U (supp p")=N? (ce qui est

nz1
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UN THEOREME LIMITE CENTRAL 51

le cas pour p,) p est adaptée. On a alors le résultat suivant :

2.18. ProPoSITION. — Toute marche aléatoire de loin adaptée sur
(N2, %) est transiente.

La démonstration de (2.18) fera I'objet du paragraphe 3.

Soit maintenant S,=(X,, Y,) la position a I'instant k& d’une marche
aléatoire de loi p sur (N2, %,) partant de (0,0) et soit n : (m, n) >m—n
la « projection oblique » de N2 sur Z. On a alors :

2.19. TueorEME 1. — Le processus T,=X,—Y, est une marche aléatoire
classique sur Z de loim (p).

Une notion clé pour I’étude du comportement asymptotique des marches
aléatoires sur (N2, * ) est celle de variance.

La variance de pe M, (N?) si elle existe, est le nombre défini par

2nm
V(0= nom n)(—~+m+n)
mn at+1
etona V,(u*,v)=V,(p)+V,(v) lorsque V, (u) et V,(v) existent (voir §4).
Grace au théoréme 1, on peut alors démontrer une sorte de loi des grands
nombres pour les marches aléatoires & variance finie :

2.20. THEOREME 2. — Supposons V,(p)< + oo et soit \=E(X;—Y,). On
a alors

lim (& Xz)p'; { A 0)  si AZ0
k= + o k’ k (0, _)\‘) Si 7\'<0

Les preuves des théorémes 1 et 2 font l'objet du paragraphe 5. Le
résultat principal de cet article est le théoréme limite central suivant :

2.21. THEOREME 3. — Soit peM, (N?) adaptée. On suppose que les nom-
bres a=E((X,—Y,)?) et b=V, (n) sont finis et que E(X, —Y,)=0. Alors
la suite des vecteurs aléatoires (k™ '*X,, k~'?Y,) converge en loi quand
k — + oo vers un vecteur aléatoire dont la loi de probabilité concentrée sur
R2 a pour densité

2a +1

J2mab* T (1)
(x20, y20).

(xp)* (x+y) e~ @M= o= (1/20) (x=y?

La démonstration du théoréme 3 est dans le paragraphe 6. Dans le cas
de la marche aléatoire simple, a=b=1 et la densité¢ limite de la suite
(k=Y2X,, k~1?Y,) prend la forme suivante

2a+l

\/HI“(OH—I)

Vol. 28, n® 1-1992.
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52 M. BOUHAIK ET L. GALLARDO

On peut alors en déduire la loi limite de k™ /2 X, :

2.22. CoROLLAIRE. — La suite de variables aléatoires k™' X, a une densité
limite quand k — + oo concentrée sur R, et de la forme

nTU2 202 xa o= 4D (x)  (x20)
ou

-x2/4 +
D, (x)=~ e Me 2 v lg (v<0)
r'(-=v) Jo

est la fonction cylindrique parabolique (cf.[15], p. 328).

3. TRANSIENCE DES MARCHES ALEATOIRES SUR (N2, x,)

Démonstration de 2. 18

Pour la marche simple de loi p, il suffit d’aprés [9] (corollaire 2.6,
p. 67) de prouver que l'intégrale I= Jf (1—po (2, 2)) ™1 A, (dx dy) est finie.
Mais on a 0

Ho(z, 2)=1/2R% | (z, 2)+1/2R% o(z, 2)=1/2(z+z)=Rez=x

et un calcul facile montre que I< + oo car a>0. Soit alors ve M, (N?)
adaptée symétrique [i.e. v (m, n)=v (n, m), ¥ (m, n)e N?] et 4 support com-
pact. Il existe un entier k, tel que A={(1,0), (0,1) } =supp v*o. Si p=1,
est la fonction indicatrice de I’ensemble A, on a alors

1 k
E oV 0= Ho»
ou C=Vv*(A)>0. D’aprés[9] (proposition 3.15) la marche aléatoire de

loi vko est transiente. Il en résulte facilement que la marche de loi v est
aussi transiente. Le résultat découle alors de [9] (corollaire 3. 16).

4. NOTION DE VARIANCE

4.1. DEFINITION. — Pour une probabilité p sur N2, on définit le nombre

d - d_,
Va(u)=55u(p, 0)|,- = nim, n)d—pRm,,,(p)I.,=1

=0 m,n

Annales de !'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



UN THEOREME LIMITE CENTRAL 53

qu’on appelle variance de p lorsqu’il existe.
Par définition on a

d
Vu (8(m, n)) =—

dpR‘f,.,n(P)Ip=1-

4.2. PROPOSITION :

Va (S(m, n)) =

mn+m+n  [V(m, n)eN2Z].
a+1

Démonstration. — Pour les polyndémes de Jacobi, on a la formule
(¢f- [16])

nn+oa+p+ l)R(u+1,

2(a+1) "l

En utilisant la formule (2.4) qu’on dérive pour p=1, on obtient alors :

iR(u, '”(x)= B“)(x).
dx "

+o+(m—n)+1 2
Vo Bn ) =(m—m)+2(m am) (22222 m=m+1)_2mm .
’ at+1 at+1
4.3. ProposITION. — V, (u*,v)=V, (W) +V,(v).
Démonstration. — D’aprés 2.10, on a
00—~
Vu(“'*av):_u*uv(pa e)‘p=1
op 6=0
0 ~ - Op~ ~ 0V op ov
:_H-V(P, 9)|p=1=_V+H-— p=1:_ p=1" 5 |p=1
op o=0 Op 0plo=0 OPlo=0 Plo=0
C.QFD.

4.4. Remarque. — V, est la seule fonction sur M, (N?) telle que
V(W)=Y 00, 1)V, B ) et V,(*,v)=V,()+V,(v) si on impose
V,(30,1))=V, (5(1, o)=1

4.5. NoTaTioN. — Dans la suite on notera V, (3, ,)=V,(m,n). On

pourra alors considérer V,(n) comme I'intégrale { p, V, ) de la fonction V,
contre la mesure p.

5. PROJECTION OBLIQUE ET LOI DES GRANDS NOMBRES

5.1. PrOPOSITION. — La projection oblique © : (m, n) » m—n de N? sur Z
est un morphisme entre les structures d’hypergroupe (N2, x) et (Z, +).
Autrement dit pour tous p, ve M (N?) et *x désignant la convolution ordinaire
sur M (Z), on a ©(p*,v)=m(u) * 7 (v).

Vol. 28, n® 1-1992.



54 M. BOUHAIK ET L. GALLARDO

Démonstration. — D’apres [12], les coefficients C*(my, ny, m,, n,, m, n)
sont nuls si  (m,n) est extérieur a la droite d’équation
my+my+y=n,+n,+x. Il en résulte que la mesure de probabilité
O(my, ny) *aOpmy, np) @ SON support inclus dans cette droite. Par définition de
7, on a donc

R (B(nm n1) *, 5(mz, nz)) = 6"11 —ny+tmy—ny " 8"'1 —ny * 8"'2—"2’

d’ou le résultat de la proposition pour deux masses de Dirac. Le cas
général s’obtient immédiatement par linéarité de .

5.2. Démonstration du théoréme 1. — Pour la marche aléatoire partant
de (my,ny), la loi de S,=(X,, Y,) est 8, ) %1 Daprés la
proposition 5.1, la loi de la variable aléatoire T,=n(S,)=X,—Y, est
Om o ¥ T (W*. I reste & voir que le processus T, est de Markov homogéne.
Mais pour tout a,, a,, ..., q,€Z,ona:

P(Ti=a/Th_1=a_y, ..., Ti=ay)
=P(Sken_1(ak)/sk—ﬁen_l(ak-l)’ ., SienT(ay)
=P(Syen ' (@)/S—1en” ' (a,_,))
B, m *a W) (™ (@) P (Sy - = (m, n))

_(m,n)en_l(ak—x)

P(S,_,en ' (a-,))
=By, ¥ (W) (@)

C.QF.D.
Pour la démonstration du théoréme 2, on aura besoin de deux lemmes :

5.3. LeMME. — Le processus V,(Sp)=2(@+1)"'X, Y, +X,+Y, est une
sous-martingale positive.

Démonstration. — Soit & la filtration naturelle du processus de Markov
S, =X, Y,). Avec les notations de 4.5, on a :

Eg:k (Va(Sk+ 1))=<85k *a K, Va> p- s.
Z w@, j) <Ssk *q 5(;‘,1')7 Va>

@i, j) e N?
= X RGNV )
(i, j)eN?
=V,S)+ V., (W)2V,(5)
C.QF.D.
5.4. LeMME. — La suite des variables aléatoires k=?X, Y, converge vers

zéro presque sirement.
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UN THEOREME LIMITE CENTRAL 55

Démonstration. — Soit >0 et pour tout entier r>0, considérons
I’événement

Ar:{XkYkgsz] pour au moins un kE]Zr, or+ 1] }
On a

P(A,) <P (X, Y,=n2* pour au moins un ke]2’, 2" 1))
<P(V,(S)=2(a+1)"* 1 2% pour au moins un ke]2", 2"*'])
<P( Max V,(Sp=2(a+1)"'n2?)
o<kg2t!

<27 nTI27 (At DE (Vo (Syr+1)),

d’aprés I'inégalité de Kolmogorov-Doob. Mais d’aprés la propriété 4.3
on a E(V,(S,r+1))=2"*1V,(p) et la majoration précédente prouve que la
séric Y P(A,) est convergente. On peut alors conclure a I'aide du lemme

r

de Borel-Cantelli puisque n est arbitraire.

5.5. Démonstration du théoréme 2. — D’aprés le théoréme 1, la loi forte
des grands nombres appliquée a la marche aléatoire T, nous assure que

X,—Y .
—k k=) p.s. Légalité

X, Ve [ (XA Y (XY,
k* 4 k k
+
jointe au lemme 5.4, prouve alors que lim Z(k—k—Yl‘=|k|p. s. Le
k— +o0

lim
k- +oo

théoréme 2 en découle immédiatement.

5.6. Remarque. — Nous considérons ce théoréme 2 comme essentielle-
ment illustratif du comportement des marches aléatoires sur (N2, *,). C’est
la raison pour laquelle nous n’avons pas cherché les hypothéses de moment
minimales sous lesquelles il continue d’étre vrai.

6. LE THEOREME LIMITE CENTRAL

On a besoin ici d’une propriété analytique importante des polyndmes
discaux que nous avons ¢tudié dans [4] (théoréme 1) :

6.1. TaeorEME. — Soit >0 et C>0 une constante arbitraire. Il existe
alors des nombres N.>0, C, >0 et C,>0 tels que

6.1.1) (?)".””2’ (oS W) 2 RS, (€05 W) = A, (B )+, 75 ),

Vol. 28, n° 1-1992.



56 M. BOUHAIK ET L. GALLARDO

avec
6.1.2) A, (O=T (@+1)(/2)"*1, (D

la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce d’indice o,

6.1.3) B =[2m+a+1)2n+a+1)]*2,

et

(6.1.4) |7 (m, n; W) | SC Y2+ Cy (m—n) %,

pour  tout (m,m)eN 2 satisfaisant mn=N. et pour tout réel
Y elo, C/(2 \/mn)].

Avec les notations de (2.19) on a le résultat préliminaire :

6.2. PROPOSITION. — Pour tout 0eR et tout YeR,, on a

(6.2.1) lim E <exp (i 0 X"J}?") R%, v, <cos %)) B
k- 4+

Démonstration. — D’apres (2.11) et (2.12) ou on a posé p=cosy{, on

T R s )

pour tout k entier et tous 6eR et YR, . Mais un calcul facile donne le
développement limité suivant de p(cosV, 0) au voisinage de y=0, 6=0 :

2 2
p(cosy, 0)=1+iC— a?——bq’

+y, V2 0+7, 4202+ 0 (V3 63),

ou
C=Y (m=n)p(m, m=E(X,-Y,)=0,

m,n

a= ¥, (n=nf w(om, ),

=Yy <—mn+m+n>u(m n=V, (W

m,n

et v,, v, sont deux constantes réelles dont I’expression explicite importe
peu. Le résultat de la proposition en découle immédiatement.

6.3. CoROLLAIRE. — Pour tout 0eR et tout yeR,, on a

. -Y, 2 2
6.3.1 lim E(exp|i® =~ %/2 o= b¥?/2
( ) ko oo < p< \/ > (BXkYk\/k>>

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



UN THEOREME LIMITE CENTRAL 57
Démonstration. — Posons

(6.3.2) A,=exp <i 0 X"\;};") ( S Vi <cos %) —A, <BXkYk 'ﬁ))

On va montrer que lim EA,=0. Avec les notations du théoréme 6.1,
k— +o

ona
sin k™12

(6.3.3) |EAk|§ll_<W

a+(1/2)
) (cos k™12 )12

+E

A
(X i ﬁ)’

\ étant fixé, le premier terme du membre de droite tend vers zéro quand
k — + 00. On peut alors décomposer le deuxiéme terme comme suit

A
r<Xk, Y, \/E)

(6.3.4) E =D} +DZ+ D} + D¢,

ou

6.3.5) D;=E( 1Ai> (=1, ..., 4,

A
r<Xk, Y \/E)

avec
C2
A =1X Y, =ZNcet X, Y, =—k|,
l[kk_c kk_4‘l’2:|

C2
A,=| X, Y, >—k
4?2
A;=[0<X, Y, <N
As=[X, Y, =0].
ou C>0 est une constante qu’on choisira par la suite et N est I'entier
qui lui est associé suivant le théoréme 6. 1.
6.3.6. LEMME 1. — Soit €>0. Il existe une constante C>0 telle que

uniformément pour k21, on ait D} <e.

Démonstration. — Avec les notations de 4.5 et 5.3, pour tout r>0 fixé,
on a

P(X, Y, >rk)SP(V,(S)>2(a+1)"1rk)
<27 (a+ 1)k~ r Y E(V,(S)
27N+ D)V, (),

Vol. 28, n® 1-1992.



58 M. BOUHAIK ET L. GALLARDO

d’apres I'inégalité de Markov pour I'avant-derniére majoration et d’aprés
la propriété 4.3 pour la derniére. Ce dernier terme peut ainsi étre rendu

. C
plus petit que €>0 pour r=4—\|}2 assez grand.

6.3.7. LeMME 2 : lim D!=0.

k= + o0

Démonstration. — C, et C, étant les constantes associées a C, on a
1 2
d’aprés le théoréme 6.1 :

V2 :
D,% <C, c +C, E((Xk_Yk)Z)F’

quantité qui tend vers zéro quand k — + oo car
E((Xe—Y))=kEX,-Y)>

6.3.8. LemMe 3: lim D} =0.

k= + o

Démonstration. — Les fonctions R} , et A, étant bornées par 1, la
fonction r est majorée par 2. On peut donc majorer D} par
2P((X;, Y)€F) ou F={(i, )eN?% 0<ij<N} est un ensemble fini. La
marche étant transiente, cette quantité tend vers zéro quand k — + oo.

6.3.9. LeMME 4 : lim D¢=0.

k= + o
Démonstration. — Pour tout s>0 fixé, on peut écrire

Di =D; +D; + D] + D,
ouDj(i=5, ..., 8) est de la forme (6.3.5) avec
As=[Y,=0, X, s /A
Ae=[Y,=0, X,>s_ /A
A;=[X,=0, Yk§s\/E]
Ag=[X,=0, Y,>s /K]

X 8

Mais R%, o(cosmﬂ’— =(cosl o1 quand k- +oo si X, <s_/k et

de méme AQ(BX,“O%>—>1 quand k- +oo si X,és\/E Il en résulte

que lim D{=0. Pour la méme raison lim D]=0. Finalement soit
k= +w k- +o

€>0. On peut choisir s>0 tel que Df <g et D <¢ pour k assez grand.
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En effet
DF<2P(Y,=0, X, >s5 _/k)
§2P<X"_Y">s>.
Jk
. XY, . . o ,
Mais est asymptotiquement une variable aléatoire normale centrée

d’aprés le théoréme limite central classique appliqué a la marche aléatoire
centrée T, =X, —Y,. D’ou le résultat annoncé pour Df. Le méme raisonne-
ment s’applique a Df. D’ou le lemme.

Compte tenu des lemmes 1 a 4 le corollaire 6.3 est prouve.

6.4. Fin de la démonstration du théoréme 3. — Pour neM'(RxR,)
considérons sa transformée de Fourier-Hankel.

FH W)=J f e A, (U y) n(dx dy).
—o JO
On peut vérifier a I’aide des tables ([15], p. 93) que si

1y (dx dy)= 2a+1e—x2/2ae—y2/2b dx dy,

1
AraZ b T (r1)

ona FHp (0, Y)=e @2 b¥?2,
Mais le théoréme de continuité de Paul Lévy est valable pour la trans-
formation & # (cf. [3]). En effet les fonctions (définies sur RxR,)

(x, )= A, (0y) [0, YeRXR,],

sont les caractéres de [I’hypergroupe commutatif produit
(R, +)x(R,, *,) ou R est muni de sa structure additive habituelle et
(R,, *,) est I'’hypergroupe de Kingman d’indice a>0 (c¢f.[7]). La
transformation & # est donc la transformation de Fourier de cet hyper-
groupe sur lequel le théoréme de continuité est valable (cf. [8]). Il en résulte
que la limite obtenue en (6.3.1) s’exprime comme suit : la suite des
vecteurs aléatoires

(kP X =YD, k22X +a+ DI2QY, +a+1)1?)
converge en loi vers pu; quand k — + co. La suite des vecteurs
(k™12 X, —k™12Y,, 2\/k‘”2 X, k71?Y)

converge donc aussi en loi vers p,. Par la transformation
(x, )= (x—y,2_/xy) de R, xR, dans RxR,, un calcul facile montre
alors que la suite (k™2 X,, k~1/?'Y,) converge en loi quand k — + oo vers
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la densité de probabilité
2a+ 1

6.4.1) ] f2mab*'T(a+1)
(x20, y20).

Dans le cas a=b=1, on avait obtenu ce théoréme limite central par une
méthode directe dans [4].

Le corollaire 2.22 s’obtient alors facilement en prenant la densité margi-
nale en x de (6.4.1).

(xp)* (x+y) e~ @D 2 g~ (1/2a) (x=)?

6.5. Remarque. — L’hypothése E(X,—Y,;)=0 [i.e.n (1) centrée] nous a
été nécessaire a4 deux reprises dans la preuve précédente : dans le lemme 2
pour utiliser I’approximation asymptotique 6.1 et dans le lemme 4. I1 est
possible que par une toute autre méthode et en utilisant un procédé de
centrage adéquat, on puisse se passer de cette hypothése . Nous laissons
cette question ouverte.
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