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Exponentielle stochastique et intégrale multiplicative
discontinues

par

Anne ESTRADE

Département de Mathématiques, Université d’Orléans, B.P. 6759,
45067 Orléans Cedex 2, France

REsuME. — Pour toute semi-martingale cadlag M a valeurs dans I’algé-
bre d’un groupe de Lie, on donne un sens géométrique a 1’équation
dX=X_dM, ou l'inconnue X est une semi-martingale a valeurs dans le
groupe de Lie. On montre que cette équation admet pour toute condition
initiale une solution unique, que cette solution est une intégrale multiplica-
tive, et on retrouve ainsi ce qu’avait énoncé McKean pour les mouvements
browniens. On présente enfin comment obtenir de maniére réciproque M
a partir de X.

Mots clés : Exponentielle stochastique; logarithme stochastique; intégrale multiplicative;
groupe de Lie.

ABSTRACT. — Let M be a not necessarily continuous Lie group algebra-
valued semimartingale, and consider from a geometrical point of view
the equation dX=X_dM, where the unknown X is a Lie group-valued
semimartingale. It will be proved that this equation admits a unique
solution for every given initial condition, that this solution is a multiplica-
tive integral, and thus McKean’s result for brownian motion will be
extended. Conversely, a method to derive M from X will be presented.

Classification A.M.S. : 60G 48, 60B 15.
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108 A. ESTRADE

Nous proposons ici une extension au cas cadlag de l’exponentielle
stochastique des groupes de Lie, introduite par M. Hakim-Dowek et
D. Lépingle [HDL] dans le cas continu.

Cette exponentielle stochastique permet de plonger les semi-martingales
de R? dans un groupe de Lie de dimension d; le résultat est obtenu par
deux méthodes, soit en résolvant une équation différentielle stochastique
sur le groupe, soit comme une intégrale stochastique multiplicative.

La coincidence de ces deux procédés pour construire des processus a
valeurs dans un groupe a été précisée depuis longtemps dans le cas
particulier des processus browniens [McK], plus récemment pour les pro-
cessus a accroissements indépendants [FS], et de maniére assez compléte
en ce qui concerne les groupes de matrices (voir par exemple [I] pour les
processus de diffusion, [Ma] pour les processus ponctuels, [Em1] et [K]
pour les semi-martingales cadlag).

En préliminaire, nous présentons un certain type d’équations différen-
tielles sur R, qui sont en fait celles que 'on obtient en transportant a
I’aide de cartes locales les équations du groupe. Elles concernent donc des
processus réels, s’écrivent X =F (X, M), et se résolvent avec le méme esprit
que celles de [DDM] ou [Em1], malgré un terme supplémentaire dans la
fonctionnelle F qui précise les sauts de X.

Dans le premier paragraphe, nous donnons une interprétation sur le
groupe de I’équation exponentielle dX=X_dM (ou M est une semi-
martingale 4 valeurs dans 'algébre de Lie) en précisant I'action de X sur
dM, et en imposant le saut multiplicatif de X : (X_)~! X=exp (AM). Nous
résolvons cette équation comme on résout les équations sur une variété
(cf. [IW]), en étudiant le probléme image sur R. On définit alors 'exponen-
tielle stochastique du groupe et on obtient une formule d’addition.

Nous montrons dans le paragraphe suivant que ’exponentielle stochasti-
que est une intégrale multiplicative : la solution X de I’équation précédente
peut en effet étre approchée par des produits de termes, fonctions des
accroissements infinitésimaux de M, en "occurence exp (M (¢;+1) — M (%)).

En troisiéme partie, nous mettons en évidence une application réciproque
de I’exponenticlle stochastique; il suffit pour cela d’inverser I'équation
dX=X_dM. Ce logarithme stochastique est exactement, dans le cas
continu, le relévement sur ’espace tangent a ’origine [Em2].

0. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

On se fixe un espace de probabilité (Q, #, P) muni d’une filtration
(#,), compléte, continue a droite, telle que # = v, #,. Tous les processus
seront cadlag et adaptés a la filtration, I'intégrale d’It6 sera symbolisée
par un point, celle de Stratonovitch par un petit rond.
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EXPONENTIELLE STOCHASTIQUE DISCONTINUE 109

On note D (resp. D,) I’espace des processus cadlag adaptés et S (resp.
S,) celui des semi-martingales cadlag, a valeurs dans R (resp. R%).
Pour pe[l, + oo[, on utilisera le sous-espace &7 de D :

“X”y;P:”X*“LP Oﬁ X*=Sup|Xt|
t<

et les sous-espaces 7 et #* de S. Ces espaces, ainsi que des inégalités
concernant les normes associées, sont présentés en détails dans [Me]. Si

X=(X),<;<a€ Dy, on notera X* le processus réel égal 4 max (X))*, et on
1<i=d

disposera ainsi des sous-espaces 5 de D, et #% et #'F de S,.

Si XeD et si J est un intervalle aléatoire, on définit A X, restriction
de X a J de la maniére suivante :

pour S et T des temps d’arrét tels que S<T p.s.,

si J= [S, T] IS, T [T]
alors A, X= (X=X X=X A X=X-XT)T

Notre but dans ce paragraphe est d’énoncer, sans démonstration, un
résultat d’existence concernant les équations de la forme

X=H+uX_ . M+0oX. (MM H>+w(X, .)_*xpuM

ou I’étoile désigne I'intégrale par rapport a4 une mesure aléatoire et pM la
mesure aléatoire associée aux sauts de M (¢f. [JS]).

On introduit les conditions suivantes, pour toute fonction u de D,, dans
D, et pour tout a>0:

(C0) u0=0 p.s. (0 est le processus nul),

(Cl) VX, YeD,, et VT temps d’arrét, X" =Y"" = wuX)T " =uY)"",

(C2—a)VX,YeD, et V=0, uX—uY)¥<aX-Y)

On définit de nouveaux espaces de semi-martingales :
si 0<a<1, BeR* et keN*, D,(a, B, k) désignera ’ensemble des semi-
martingales M e #y pour lesquelles il existe une famille de k+1 temps
darrét 0=Ty<T;<...<T,, telle que M=(M)™ et pour i=0, ..., k—1

A 1o n Mg <o et | Ax, M ||, <B.

DeriniTioN. — Soit F une fonction de D, xS, dans D,,, soit g une
fonction de R" dans R* localement bornée et soit a>0. Nous dirons que
F est une machine (a, g). lipschitzienne, et nous noterons F e Lip (a, g), s’il
existe trois fonctions : u de D, dans D,,; v de D, dans Dz, et w de
D,, x R" dans D,, telles que :

e u et v vérifient (C0), (C1) et (C2-a)

e VxeR", w(., x) vérifie (C0), (C1) et (C2—g(x)|x|*)

e VXeD,, VMEeS,,

F(X, M)=uX_.M+0X.{ M, M > +w(X, .)_ *pM

Vol. 28, n° 1-1992.



110 - A. ESTRADE

Pour M€ S,, M¢ est la partie martingale continue de M et u™ est la mesure
aléatoire sur R* x R™\ {0} définie par :

pM(dt, dx)= Z 1 am, #0) Os, amy) (dt, dX).

Plus généralement, on dira que F est une machine lipschitzienne, et on
notera F e Lip, s'il existe un réel a>0 et une application g de R" dans R*
localement bornée tels que FeLip(a, g).

ProrosiTioN 0.1. — Soient He #%, MeD, (o, B, k) et FeLip(a, g).
L’équation
X=H+F(X, M) M

admet une unique solution dans &°. De plus cette solution X vérifie :
| X|lop S| H||sp, 0it b ne dépend que de (, B, k, a, g).

On trouvera une démonstration de cette proposition dans [Es]. La
méthode est identique a celle de [DDM] ou [Eml1] et consiste & appliquer
un théoréme de point fixe sur chaque intervalle ]T;, T;,,[, intervalle sur
lequel M varie peu en norme # . Ce résultat local permet d’obtenir, par
arrét en des temps arbitrairement grands, le résultat global suivant :

ProrosiTioN 0.2. — Soient HeD,,, M€S, et FeLip. L'équation (1)
admet une solution et une seule dans D,,.

1. DEFINITION DE L’EXPONENTIELLE STOCHASTIQUE

Dans ce qui suit, G sera un groupe de Lie de dimension 4 connexe (G
est alors localement compact et admet une base dénombrable de voisina-
ges). On notera e P’élément neutre de G, et ¥ 'espace tangent 4 G en
e(%9=T,G).

% est un espace vectoriel de dimension d et une algébre de Lie pour un
certain crochet. Nous utiliserons peu I’ensemble ¢ en tant qu’algebre; par
contre nous identifierons de maniére constante 4 a I'espace des champs
de vecteurs sur G invariants a gauche.

Plus précisément, a tout élément A de % on peut associer un unique
champ de vecteurs Z, invariant & gauche tel que Z,(e)=A:Z, est
donné par g Z,(g)=dL,(A) ou dL, est I'application tangente en e a
L, : x - gx. Nous noterons de la méme maniére I’élément A de ¥ et le
champ de vecteurs qui lui correspond, et si geG, g A désignera le champ
de vecteurs translaté a gauche, c’est-a-dire gA=7Z,(g). Pour plus de
rigueur et de détails nous renvoyons a [H].

On note € I’ensemble des fonctions de G dans R, de classe C®, a
support compact.
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EXPONENTIELLE STOCHASTIQUE DISCONTINUE 111

Soit (H;); <;<, une base de %. Toute semi-martingale M a valeurs dans
9 [ce qu'on ecrit Me S (9)] est de la forme M=M'H; ou (M), c;<, est
une famille de semi-martingales réelles.

DEFINITION. — On appelle semi-martingale sur G tout processus (X,), a
valeurs dans G tel que, pour tout f €%, (f(X),), est une semi-martingale
réelle. On note S (G) ’ensemble des semi-martingales sur G.

THEOREME 1.1. — Quel que soit MeS (%) et quelle que soit la variable
aléatoire Xy &, mesurable a valeurs dans G, I'équation :

Vie®, fX)=fXo)+H f(X )M .
+ 2 (f K- expAM) —f (X,.)—H, f (X,-) AM)  (2)

s<.

admet une unique solution X dans S (G).

DEtrINITION. — Pour tout M € S (9), on appelle exponentielle stochastique
de M T'unique solution de (2) issue de e, et on la note & (M).

Remarques. — 1. Dans le cas ou la semi-martingale sur 4, M, est
continue, ’équation (2) devient :

Viet, fX)=fX)+H;f(X) M.

C’est cette équation qu’ont utilisée M. Hakim-Dowek et D. Lépingle
[HDL] pour construire ’exponentielle stochastique des groupes de Lie.
On peut illustrer cette équation par une sorte d’équation différentielle
stochastique sur G :

dX,=X,dM,

ou dX, doit étre considéré comme un élément de I'espace tangent
Ty, G, dM, comme un élément de ¥=T,G, et X,dM, comme I'image de
dM, par la translation a gauche de X,. De méme que dans [IW], on utilise
une intégrale de Stratonovitch et non d’Itd6 pour traduire la translation a
gauche; la premiére de ces intégrales est stable par changement de cartes,
ce qui n’est pas le cas de la seconde.

2. Dans le cas ou M n’est pas continue, on peut définir le processus
X=¢ (M) directement sur G :

— aux instants ou M ne saute pas, 'accroissement infinitésimal de X
est toujours donné par : dX,=X,dM,

— en revanche, aux instants ou M saute, il faut définir le saut multipli-
catif de X. On a choisi d’imposer le saut a gauche :

(X,-) "' X, =expAM,

Quand G est un groupe de matrices, on peut donner un sens au saut additif
de X, AX,=X,—-X,_, et imposer de maniére naturelle AX,=X,_ AM,. Cest

Vol. 28, n® 1-1992.



112 A. ESTRADE

ainsi que procéde M. Emery [Em1]. Il obtient alors comme saut multiplica-
tif de X, (X,-)"'X,=I+AM,, et son exponentielle stochastique n’est pas
exactement &.

3. L’équation (2) est équivalente a :

Viet, fX)=fXg+Hf(X_).M"
+1/2HH, £ (X).{ M, M*)
+ 2 (f K- exp AM) —f (X,-) —H, f (X,) AM)).

s=.

LeMME 1.2. — Soit Xe S (G) tel que X,=0 et soit T un temps d’arrét.

1. Soient I" et T des variables aléatoires & , mesurables a valeurs dans
G. 1l y a équivalence entre :

(i) T X est solution de (2) issue de T

(ii) T"X est solution de (2) issue de T".

2. Soit T une variable aléatoire a valeurs dans G, & ; mesurable. Si X
est une solution de (2) alors T"' X vérifie I'équation suivante :

VA £ =f(YT)+f H; f(Y,-)dM;
IT, T +1]
+1/2 H,H, f (Y)d (M, M* ),
T, T+1t] .
+ (f (Ys-expAMy) = f(Y,-)—H, f (Y,-) AM))
T<s=T+t
O 1. 1l suffit de montrer que (i) = (ii). On suppose que (i) est réalisée.
Soit f€%. Pour tout Z dans S (G), on considére la semi-martingale réelle :
F(Z, M)=H, f(Z_) M'+ Y (f (Z,_expAM,)~f (Z,_)—H, f (Z,_) AM))
En s’arrétant en des temps d’arrét arbitrairement grands, on peut suppo-
ser que Me#*. Les fonctions f, H; f et x » f (x exp m), pour m dans
%N B(O0, || M||,,) étant & support (dans le méme) compact, il existe une
constante K et, pour tout ne N*, un voisinage W, de e dans G tel que :

VY, ZeS(G), si ZY;'eW, Vi p.s.,

alors
|f(Y,)—f(Z,)|§1/n, Vit p.s. et ||F(Y, M)—-F(Z, M)||yoo§K/n.

En choisissant une suite (g}), dans G telle (W, gp), recouvre G, et une
partition (A}), de Q telle que Aj<(I"T"'eW, g}, la variable aléatoire
étagée I', a valeurs dans G, égale a g} sur A} réalise la convergence de :

e f(I', I'X) vers f (I"X,) p.s. uniformément en ¢,

e F(I', I' X, M), vers F (I'" X, M), en probabilité uniformément sur tout
compact.
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EXPONENTIELLE STOCHASTIQUE DISCONTINUE 113

L’hypothése (i) et [linvariance a gauche des opérateurs
H; (H;(f°L)=H;f°L,) donnent Vn, f(I,I' X)—f(,IN=F([,I'X, M),
et en faisant tendre n vers l'infini, on obtient f (I" X)—f (I')=F (I" X, M).
Ceci montre (ii).

2. On se raméne a 1 en translatant de T. M

O Démonstration du théoréme 1.1. — Pour obtenir I’existence et 1’uni-
cit¢ d’une solution de 1’équation (2), on procéde de la maniére suivante :
a laide d’une carte locale sur G, on déplace le probléme dans R? on le

résout dans R? puis on remonte la solution dans le groupe G. Grice au
lemme 1.2, on se contente de résoudre I’équation (2) pour X,=e.

1° Transfert de G vers R%. — Soient a>0 et (V, ®) une carte locale
de G dans R? telle que :

eeV, ®(e)=0 et B(@0,2a)c®(V)

On peut alors construire deux fonctions :

¥ : R? - G de classe C*®, a support dans B (0, 2 a) [c’est-a-dire valant e
en dehors de B(0, 2 a)], coincidant avec ® ! sur B(0, a),

®: G- R? de classe C*, a support dans ®~ ! (B (0, 24)), coincidant
avec @ sur @1 (B(0, a)).

On notera U=®~* (B(0, a)) et (#), < ;, les coordonnées de ®.

Si XeS(G) est solution de ’équation (2), alors, tant que X restera
dans U, la semi-martingale ® (X) a valeurs dans R? sera solution de :

Yi=M(Y_ ) M+ Y (& (¥(Y,)expAM,)
s=<.

—O/(P(Y,-)-M(Y,-)AM)  (3)
ou on appelle A{ la fonction de R? dans R, de classe C®, a support
compact donnée par AJ=H;® ¥ pour 1<i, j<d.

2° Résolution dans R®. — On peut écrire I’équation (3) sous la forme :
YI=M(Y_). M+ 120,(Y).{M* MES+oi(Y, )_*pM (3

ou
7“{1=H1Hi®i°\P=(Dk M)A,

etv: (y, m)eRx% - v(y, m)eR? est donné par (m=m; H,) :
v (p, m)=® (¥ (y) exp m)— & (¥ ()~ M (»)m
Ce qui s’écrit encore, a I’aide d’une fonctionnelle F de D, x S? dans D, :

Y=F(Y, M) 3)

Vol. 28, n° 1-1992.



114 A. ESTRADE

D’aprés la proposition 1.2, ’équation (3) admet une solution et une seule
si FeLip; ceci est assuré par le lemme suivant :

LemMme 1.3. — 1l existe un réel ¢>0 et une fonction g de R* dans R*
localement bornée tels que : ¥ (Y, Z)eD,;x D, VxeR? V¢

| (Y)=M (@), |sc|(Y-2),]|
M) - M @), |sc|(Y-2),|
| @ (Y, X¥H)— ' (Z, ¥ H)),|<g () | x|*| (Y- 2),|

En particulier, FeLip (c, g).

0 Démonstration du lemme 1.3. — Les deux premiéres inégalités décou-
lent du fait que (A)), ; est une fonction C* a support compact.

Pour obtenir la troisiéme, on va s’intéresser a application

o: (1,meR' XG> ¢(y, m)=(¥(y)exp m)
Pour y, zeRY, m=m;H;e% et 1<i, j<d:
. . o’ _ .
o (3, =B ¥ (p); %(y,0)=H,~<DJ°‘P(y)=M(y>
v (y, m)= vl (z, m)=(¢’ (y, m)— ¢’ (z, m) , .
j j o9’ o’
(@’ (y, 00— ¢’ (z, 0))—m;{ —(y, 0)——(z, 0)
om; om,

et en appliquant la formule de Taylor & l'ordre 1, entre 0 et 1, a la
fonction ¢ — @’ (y, tm)— @’ (z, tm), on obtient pour un réel 6€]0, 1[:

2 .J 2 nJ
o (3, m) = (2, m)=1/2m;m, (ai (5, 0m)- ai v, em)).
i 1 i 1

Enfin I'inégalité des accroissements finis donne :

|V (3, m)= v (z, m)|£1)2|m|*|y—z| g (m)
avec
A0

—(y, 0m
amamay(y )

g(m)=  sup

0e]0, 1[;ye R?

Comme ¢ (y, m)=q (0, m) pour |y|>2a, g(m) est en fait égal a

3

LTy

m)= su
gm) : omom dy

Ix|Iml;|y|<2a

et g est alors localement bornée. M
3° Remontée vers G. — On construit la solution sur G en « remontant »
les solutions locales obtenues sur R? (cf. [IW]).
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EXPONENTIELLE STOCHASTIQUE DISCONTINUE 115

Soient YV la solution de I'équation (3) et Z) la semi-martingale a
valeurs dans G égale a W (Y™). On considére le temps d’arrét
T, =inf(r>0; ZM ¢ U ou ZV ¢ U)
=inf(r>0; | Y |2a ou | Y{¥|2a)
Alors (ZM)T1 €U p.s. et XW'=(ZM)T1 est solution de I’équation (2) arré-
tée en T, c’est-d-dire de I’équation (2) ou M est remplacée par M1 .

On note M'=M—MT"1 et (3) I’équation (3) ou M est remplacée par
M'. Soient Y la solution de (3)" et Z? la semi-martingale image de Y'*
par ¥. On considére, comme précédemment, le temps d’arrét

T,=inf(t>0; Z* ¢ U ou Z® ¢ U)
=inf(t>0; | Y®|2a ou |Y?|2a)
On a nécessairement T,>T, p.s. Enfin on définit X® par :
(X(Z)) Ty =X
XE)=X{! exp AMy,
(X))~ XD =(Z?)T2.

Alors d’aprés le lemme 1.2, X® est solution de (1) arrétée en T .

On continue ainsi avec M"=M—-M"2. .,

On construit de la sorte une suite croissante (T,), de temps d’arrét et
une suite (X®), dans S (G) telles que Vk : :

X® est solution de (2) arrétée en T
et
(X(k))Tk_ —1=Xk-1

Il ne reste plus qu’a montrer qu’on arrive ainsi jusqu’a 'infini, c’est-a-dire
que lim T,= +oo. 1l suffira alors de prendre comme solution de (2) la

k= ©
semi-martingale X qui, restreinte & chaque intervalle [0, T,[, coincide avec
X®,

Montrons que T, — +oo. — Il existe des temps d’arrét T arbitrairement
grands tels que MT~ e #®. Pour de tels temps d’arrét, on va montrer que
(T A T,), tend vers T, et on aura alors la convergence de (T,), vers + co.

11 suffit donc de supposer que M e #* et de montrer que lim T, = + o0
p.s. comme Y est solution de ’équation (3) : Y=F (Y, M), on a :

YOI =0 (YD) M+ 1/2 3, (YD) { M, MY+ 23 (YD, ) M
avec
lAD || =0<+ o0
N ||l =B<+ o0
”’UI(Y, x'Hi)“ywéﬂxlza
VYeD, et VxeR? tel que |x|<||M||p

Vol. 28, n® 1-1992.



116 A. ESTRADE
En effet,

. . . . j
| (Y, X Hp,|=| ¢/ (Yo, %)= ¢/ (Y, 0)— ‘;% (Y., ),

i

<1/2|x|? sup * ¢
yeRG | x|S|IM | 6xi6x,(y’ %)
<1/2|x|? sup o’ ¢/ - 2
|15 20 1 x1SIIM || axiaxl(y’ 9| =[x ]
Par suite, en posant K=3 o+ (3/2B+27)||M|| ¢,
YD) [| g2 K[| M1 2,
d’ou
P (T, <+ 00)<(K/a)* (|| M| 42)*.
On montre de méme que
P (T, < + 0) = (K/a)? (“ A, TaM ||”z)2.
Par suite
Y. P(Ti<+0)=(K/@)? Y, (| Ay, raM || #2)?
k>0 k20
Ty 2
<2(K/a)* ), E<[N,N]Tk_[N, N]Tk-l"“(J |dAs|> >
k20 Trk-1

<2(K/a)? E<[N, N]Oo+< f ’ |dA, [>2>

pour toute décomposition de M en N+ A, donc
Y P (T, < +0) S2(K/a)? (|| M| 2)* < + o0

k=20
d’ou
P( lim T,<+00)=0.
k- + o
Conclusion. — On a ainsi construit une solution Xe S (G) de I’équation
(2). 1l reste a vérifier qu’elle est unique : c’est clair par unicit¢ de la
solution Y de (3).
FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1 W
Pour terminer ce paragraphe de présentation de I’exponentielle stochasti-
que nous allons donner une formule d’addition. Cette formule, établie
pour des semi-martingales continues (¢f. [HDL]), se généralise aux semi-
martingales cadlag sous une condition qui s’avére nécessaire.
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ProrosITION 1.4. — Soient M et N dans S (9).
EM+N)=&@d(EN)_)-M)&(N)
si et seulement si
exp (AM + AN) = (exp AM) (exp AN)

Remarques :
1. On obtient bien siir une expression analogue en permutant M et N :

EM+N)=¢&(ad(EM)_)-N)&M)
< exp(AM + AN)= (exp AN) (exp AM)

2. La condition exp (AM + AN) = (exp AM) (exp AN) est équivalente a :
[AM, AN]=0 (ou [., .] désigne ici le crochet de Lie) et sous cette forme,
elle est symétrique en M et N.

Cette condition est remplie par exemple :

— si M et N ne sautent pas en méme temps, c’est-a-dire si I’ensemble
aléatoire { ; AM,#0 et AN,#0} est p.s. vide,

— ou s'il existe un processus réel o tel que AM=a AN. En particulier,
ceci est réalisé pour M= —N et on obtient alors :

EN) 1=¢&(—ad(E(N)_)°N), VNeS(®).

O Démonstration de la proposition 1.4.
1° Condition nécessaire. — On suppose que & (M+N)=XY avec
Y=6&(N) et X=¢(ad(Y_)°M). En calculant le saut multiplicatif de XY
a l'instant s :
exp(AM+N))=(Y,.) ' (X)X, Y
=(Y,-) 'exp(ad (Y,-) (AM) Y,
et comme VgeG, YHe %, exp(ad(g) H)=gexpHg ™',
exp (A (M+N)) = (expAM,) (Y,-) ™' Y, = (exp AM,) (exp AN,).
2° Condition suffisante. — On suppose que exp (AM + AN)=(exp AM)
(exp AN) et on note Y= (N) et X=46 (ad (Y_)°M). Il s’agit de montrer
que XY= (M+N).
Soit fe%. Si (U, 90,),ca est un recouvrement de G par une famille
dénombrable de cartes locales et si (k,),.. €st une partition de l'unité
associée, on note, V(a, b)e AXA :

Jap 1 0.(U) X9, (Up) » R
(%, 9) = [ (@7 ' () @y " ()

Alors, V1,
S Y) =Y (ky(X) ki (Y) fa, 5 (@0 (X)), @y (Y)))
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On va calculer f(X,Y,) en utilisant la formule d’1t6 a partir de cette

écriture, oul apparait une fonction des deux processus réels @, (X) et @, (Y).
Pour ceci, on a besoin des dérivées suivantes :

pour (x, )€ @, (U,) X @, (Uy)

é&

Xk

(x, 1) =Dy (f R 1 ) (@5 ' (x))

)
f:b(x =D, (f° L(q:»a (x)))(q) 1()’))

0yx

ou, pour geG, R, : heG->R,=hgetL,: he G- L, =gh.

Pour simplifier I’écriture, on va effectuer le calcul dans le cas ou G est
recouvert par une seule carte ® : G - R% La formule d’It6 donne alors :

S X Y)=F(@(X), ©(Y)

—f (X Yo) + f Dy(f Ry, ) (X, ) dD*(X,)

0
+ f Dy(f oLy, ) (Y,) »d' (X))
0
+ Y (f (X, Y)—f (X,_ Y,) =D, (f°Ry, ) (X,) AD*(X,)
) —D,(f Ly, ) (Y,_) AD(Y,)

f(X,Y,)=f(e)+J D, (f Ry, ) (X,;-)ad (Y,-) (H) ®*(X,_) ° dM
0

+fD,(f°Lxs_)<Ys->Hi<1>'(Ys_)odN;
n z (F K Y)~f (X, Y,)
CDy(/* Ry, ) (X,)ad (Y, ) (H) 0¥(X, ) AM:
D, (f+ Ly, ) (Y, ) H, 0 (Y,) ANY)
Or, VgegG,
D,(f°Lg)Hi(I)IZHi(f°Lg)=Hif°Lg
D, (f*R)ad (g) (H) ¥ =ad (&) (H) (f*R)=H, / °R,
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donc

f(X,Y,)=f(e)+jt H; f (X,- Y,-) e d(M'+NY),
0
+ 2 (YY) —f X,- Yoo ) —Hi f (X,- Y,2) (AM; +ANY))

s<t
et il ne reste plus qu’a remarquer que :

f (X Y)=f(X,- exp(ad (Y,-) (AM)) Y,_ expAN,)
=f(X,- Y,_expAM,expAN))=f (X,_ Y,_exp(AM;+AN)). H

2. INTEGRALE STOCHASTIQUE MULTIPLICATIVE

L’exponentielle stochastique s’interpréte comme une intégrale stochasti-
que multiplicative a valeurs dans le groupe G; en utilisant le formalisme
de [I] ou [Em1] on peut écrire :

YMeS(¥9), &M)=][]exp(dM,)

au sens ou le produit, effectué de gauche a droite, [ [exp(M
k

tend vers & (M) quand le pas de la subdivision (#,), tend vers 0.
La convergence a lieu uniformément sur tout compact en probabilité,
ce qui se traduit sur G de la maniére suivante :

DEerFNITION. —  Soit (X%), une suite de D (G) et soit XeD (G). (X%,
converge vers X uniformément sur tout compact en probabilité quand o — 0,
si pour tout voisinage W de e dans G et pour tout Te R*,

lim P (N {(X) ' X,eW})=1

a—0 t<T

M!k)

th+1

On note T I'ensemble des subdivisions de R* de pas fini (c’est-a-dire
I’ensemble des suites o=(f,), strictement croissantes, tendant vers + oo
telles que 7,=0 et |o|=sup {(f;4+,—#); k}< +c0) et pour tout T dans
R*, Z(T) ’ensemble des subdivisions de [0, T]. Si o=(#,),eX et si H est
un processus cadlag, on désigne par J°H le processus cadlag donné par :

(J°H),=H,, pour €[t fiyl

THEOREME 2.1. — Soit M €S (9). La famille (X°), .y de processus appar-
tenant a D (G), définis par :
X=J°X°)_exp (M—J°M_)
converge vers & (M) uniformément sur tout compact en probabilité quand

|o| tend vers 0.
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Si o=(t) € Z, le processus X° est tel que X =e et
Xy=X5 exp(M,—M,) pour telt, t .

O On va effectuer la démonstration de nouveau en deux grandes
étapes : aprés avoir transféré le probléme de G vers R* comme dans la
démonstration du théoréme 1.1, on étudie le probléme sur R? puis on le
remonte de R? vers G.

1° Résolution dans R®. — Les notations sont les mémes que celles utili-
sées au cours de la démonstration du théoréme 1. 1.
Soit Y=(Y’); <<, la semi-martingale a valeurs dans R% solution de
I’équation :
Y/ =M(Y_). M+ 1/20,(Y). (M, MES+2/ (Y, ) %M 3)

Pour toute subdivision o =(t,), on considére le processus Y° défini par :
YZ=0
Y7= Y5+ ® (¥ (V) exp (M, — M)~ B (§ (Y3) pour t€lty, t;.,]

ProrosiTION 2.2. — (Y°), converge vers Y uniformément sur tout com-
pact en probabilité quand || — 0.

O La convergence uniforme sur tout compact en probabilité étant
(¢f.[Em1]) une convergence locale dans &?(1<p< + o0), pour montrer
que (Y°), tend vers Y, il suffit de montrer qu’il existe des temps d’arrét T
arbitrairement grands tels que (Y°)™~ et YT~ soient dans &7 et
[[(Y°=Y)T" || »» tende vers 0.

Soit a€]0, 1[. 11 existe (¢f.[Em1]) des temps d’arrét T arbitrairement
grands tels que :

Vo, YO)T""e&?, YI"ed? et MT"es*N(U U D,(a, B, k).

keN*peR™
Quitte a s’arréter avant de tels temps d’arrét, on peut supposer que :
Vo, Y°e S?, Y e s? et Me&* ND,(a, B, k)

et montrer qu’alors (Y®), converge vers Y dans &7.

LemME 2.3. — Il existe un réel b>0 tel que, pour tout o,
| Y=Y°||4»<b||F(Y, M)=F(J°Y, M)—H°|| ;»
ou H° est le processus de D, défini par H3=0 et pour t>0 :
HY= T o(Y3 My, —M,)

kit <t

tATk+1

t
- 1/2j M7 Y9 d(ME, MEY,— ¥ o/ (17 Y3, AM)

0 s<t
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O Démonstrgtion du lemme 2.3. — En utilisant la définition de
l’application /, on obtient :
e pour t€]t, ty,4]:

(VY= (Y5 +0/ (Y7, M~ M)+ M (Y5) (M{— M)

et par conséquent

- Mtk)

TAtk+1

(YfY=J MY )aMi+ Y (Y5, M

k; 1<t

ce qui s’exprime encore
Y°=H*+FJ°Y°, M).

Alors, Y-Y°=(F(Y, M)-F(J°Y, M)-H°)+F(J°Y, M)-F(J°Y°, M),
et en notant K° le processus F (Y, M)~ F(J°Y, M)—H?¢, et G° la fonction-
nelle : (U, M)-»FJ°Y, M)-F(J°(Y—-U), M),

Y —Y° est solution de ’équation U=K°+ G° (U, M).

Il est clair que G° est, comme F, une machine (c, g).lipschitzienne
(lemme 1.3), et donc d’aprés la proposition 0.1, il existe une constante b
(dépendant de (a, B, k, ¢, g) mais pas de o) telle que la solution Y—Y°
de I’équation U=K°+ G°(U, M) vérifie

vc:||Y_Y6,|yP§b”Kcl|yp .

LemMmE 2.4. — K°=F(Y, M)-F(J°Y, M)—H° tend vers 0 dans S*
quand || - 0.

U Démonstration du lemme 2.4. — En utilisant les inégalités du
lemme 1.3, on obtient par convergence dominée : F(J°Y, M) - F (Y, M)
dans &”. 1l reste alors & étudier H®. On utilise la formule d’It6 entre 7, et
t pour calculer v/ (Y, M,— M,):

o .
vJ(Ytk’ Mt_Mtk) ] ]am (Ytk> Mtk) dM;
ty, t
’ 0% .
+1/2 f (Y5, M= M) d(M*, M©),
1, 1 OM; 0Ny
+ Z <‘U] (Yt,,a M Mtk) vj( tk’ - _Mtk)
f<sst
a i
am (Ytk’ Mtk) AMS
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Alors,

(HeY = f 9 oY, (M= J°M), ) M
Oaml

0% v . )
+1/2 J < J°Ye_,M=J°M),_)— A, (J° Y‘;-)> d{ M, Mk}
o \0m; 0m,
+3 (vf @Y, M—=J"M),_+AM) -/ (J°YS_,(M—J°M),_)
s=<t
oo o
——J°Y_,(M—J"M),_)AM;— o/ (J°YS_,AM))

ce quon note : HY =11+ 1/2 1%+ 123,

e Le premier terme I°! s’écrit Z° .M, ou V (o, ) Z?_ (o) tend vers 0
<car, quand m tend vers 0, ;3_1)1( y, m) tend vers 0 uniformément en y ) et

i

|Z7_ ()| £2||M]| g sup

yeRL Im|S|IM|| g

donc I°! tend vers 0 dans &? par convergence dominée.
* o

(y, m)— N, (y) tend vers 0,
om; om,

e 1l en est de méme pour 1°2 (car

quand m tend vers 0, uniformément en y J.

@ On écrit I°® sous la forme Y y¢ ou, pour (w, s) fixé, y¢ (®) est de la

s<.

forme :
Y5 (@)=g(m~+h)—g(m)—g(h)—Vg(m).h
pour m= (M J"M)s (w), h= AM (@), y=J°Y:_ () etg(m)—v’(y, m).

o*g 0% ¢’
Alors— m)=—- ,m——— ,0) e =
o™ om > 0 oY & G om omom,

la boule B (0; H M| =), hpschltznenne de rapport

(y, .) est, sur

k= sup

yeRL Im[S|IM || g

53
—(y, m)|.
e (y )I
Par suite, en considérant, ’application G:h— G (h)=g(m+h)—g(h)

|g(m+h)—g(m)—g(h)— Vg(m)h|~|G(h) G(0)-VG(0).h|
<172(h[[[G"|[£1/2] k| K| m|

Finalement
(@) 12k|(M=1°M),_||AM,|?
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et donc ||1°%]| ,p < 1/2k||(M—=J"M)_.S(M)||4» 00 S(M),= ) |AM|? et
sst
de nouveau par convergence dominée : I°3 tend vers 0 dans 7. W

Conclusion. — Les lemmes 2.3 et 2.4 montrent la proposition 2.2. W

2° Remontée de R? vers G. — On fixe R>0 et on se propose de montrer
que (X°), converge vers X uniformément sur [0, R] en probabilité.

Les processus Y et Y° que 'on a étudiés sur R en premiére partie
coincident avec @ (X) et ®(X°) tant que X et X°® restent dans U. Ainsi
® (X°) tend vers @ (X) quand | o | — 0 uniformément sur tout compact en
probabilité, jusqu’au premier instant de sortie de U de 'un des processus X
ou X°.

On introduit par conséquent les instants successifs de sortie pour X
d’un voisinage de e : soient b et ¢ des réels tels que 0 <c<b<a et tels que
le voisinage V de e dans G, défini par V=®"* (B (0, b)), vérifie V.V U;
on note W=®"*(B(0, ¢)).

On construit de proche en proche, comme dans la démonstration du
théoréme 1.1, une suite croissante de temps d’arrét (T)),:

e T,=0.

o T,,,=inf(t>T,;; EM—-M"),¢W ou EM-M%),_¢W ou
exp (AM,) ¢ V).

Pour tout re N* et tout p>0, on considere :

— I’événement o (r, p) : « T,>R et toute subdivision de pas inférieur
a p posséde au moins un point dans chaque intervalle ]T,, T, I,
k=0, ...,r»,

— ainsi que la probabilité¢ conditionnelle P, ;=P (./o (r, p)).

ProposITION 2.5. — VreN*, Vp>0, (X°), tend vers X uniformément
sur [0, R] en P, ,.probabilité.

CoROLLAIRE. — (X°), tend wvers X uniformément sur [0,R] en
P . probabilité.
O Démonstration du corollaire. — Soit €>0.
La suite (T,), tend vers + oo donc il existe re N* tel que :
P(T,>R)>1-c¢.
La semi-martingale M est cadlag donc il existe p>0 tel que :
P( inf (Ty;—T)>p)>1-¢
k

=0,..,r—1

et donc P (< (r, p))>1—2¢ pour un certain couple (r, p).
Alors, pour tout voisinage W de e dans G, on aura, grace a la
proposition 2.5 :

P(X) ' X¢W)=P, (X)) 'X¢W)P(, )>1-3¢
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pour |o| assez petit; ce qui montre le corollaire, et donc le
théoréme 2.2. H

O Démonstration de la proposition 2.5. — On se place dorénavant sous
la probabilité P, ,, quon notera encore P. Alors p.s., [0,R]<[0,T,[ et
toute subdivision de pas inférieur & p posséde au moins un point dans
chaque intervalle 1T,,T, . [, k=0, ..., r. De plus, X reste solution de la
méme équation (2), et les X° sont inchangés.

En notant MY =Ay, | 1,/ M et X®=¢(MWY), on sait que X® et X¥
sont dans Vp.s.Vk et que :

X=[1X® exp(Ar,M)
k

Pour toute subdivision o=(t,); de X, on note
KcMzthi+1 1]’is‘i+1] et KG:ZtHl I]tivti+1]
i i

et pour tout k, on considére le processus X°® de D (G) donné par :
Xo® = (3 X®) exp (M® — J* MY)
ainsi que le processus H°® de D (G) donné
sur [0, T,] par :
He®=¢
sur [T}, K7,[ par:
H®®=(exp(M—J°M);;) "' exp(M—J° M) (exp(M—My) ™
sur [Ky,, + oo[ par:
H°®=(exp(M—1J° M))” Lexp (K°® My, —J*Mq) (exp (KM ~M) )~ !
On a alors
Xe= H expM,,, 1M, )= l_[ Xe b He ®),

i20 k=0

LeMME 2.7. — Pour tout ke N*, (X°®)_ converge vers X® uniformément
sur [0, R] en probabilité quand |o | — 0.

LEMME 2.8. — Pour tout ke N*, (H°®), converge vers exp (Ar, M) uni-
formément sur [0,R] en probabilité quand || — 0.

O Démonstration du lemme 2.7. — Soit keN* fixé. Pour toute
subdivision ¢ de X, on considére :

@ le processus Y® de D, égal a ® (X¥),

® le processus Y°® de D, défini sur ]z, ¢,,,] par :

Yo ®= Y5043 (¥ (Y5 ) exp(MP—M®) - B (¥ (Y5 H)),

o ct le temps d’arrét S° P=inf(r>0;| Y?® |26 ou | YT |2 b).
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Alors Y® est solution de I’équation (3) ou M est remplacée par M®, et
la proposition 2.2 montre que (Y°®), tend vers Y® uniformément sur
[0,R] en probabilité.

— En particulier, comme |Y®|<c¢<b p.s.,

P (S°®=R) tend vers 1 quand |o|— 0.

— Drautre part, sur [0,S°®[, Y°®eB (0, b) donc ¥ (Y° ™) appartient a
@~ (B(0, b)) qui est inclus dans U, donc @ (¥ (Y°®))=Y°® et donc

Yo W= (¥ J1°Y®) exp(MP—J° M®)),

— On va montrer que sur [0,S°®[, X° (k) et X°® restent dans U p.s.

Soit T=inf(r>0; X°® ou X?® ¢ U).

Alors, ou bien X?®¢ U et alors X°®¢V, ou bien X°®¢U. Comme
Xe®W=X® exp(AM¥) avec exp(AMP)eV, et comme V.VgU,
XeWeV.

Finalement, dans tous les cas, 3S<7 tel que XZ®¢V.

Supposons que 1< S°® sur un ensemble de probabilité non nulle.

Sur[0, S] X¢®eU donc ®X{®)=Ys®, et comme YI®eB(0, a),
Xg® =1 (YZ™). Par suite YS®¢B (0, b) avec S< S°®: ceci est impossible.

— Conclusion : ®(X°®) 1, coao; est égal & Y°® 1y somy et converge
donc vers Y® =& (X®) uniformément sur [0, R] en probabilité. Enfin en
utilisant I'uniforme continuité de ¥ sur B (0, a), pour la structure uniforme
a gauche de G, on obtient : (X°®)_ converge vers X® uniformément sur
[0, R] en probabilité. Le lemme 2.7 est ainsi démontré. MW

O Démonstration du lemme 2.8. — Soit keN*. Le processus
exp (Ar, M) est égal a : e sur [0, T,[, exp(My, —My) sur [T, +oof

Il existe un compact C de G tel que la probabilité que chacun des
facteurs composant H*® soit 4 valeurs dans C tende vers 1 quand |o|
tend vers 0. Par uniforme continuité, pour la structure uniforme a gauche
de G, de l'application : (g,, g,, 8g3)ECXCXxC — g, g, g5, et comme M est
cadlig en T,, on obtient la convergence de H°® vers exp (Ar, M) uniformé-
ment sur [0, R] en probabilite. W

Finalement, X et X° s’écrivant sur [0, R] comme des produits d’un
nombre fini de termes :

X = H X H k) et X° = H Xe© &) po ®)
k=1

k=1

on conclut que X° converge vers X uniformément sur [0, R} en probabilité
comme dans la démonstration du lemme 2.8, & I'aide de P’application :
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r

(8)1<i<»— [] & qui, sur un produit fini de compacts de G, est uniformé-
i=1

ment continue pour la structure uniforme a gauche de G.
FIN DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.5 ET DU THEOREME 2.1 W

3. LE LOGARITHME STOCHASTIQUE

Pour toute semi-martingale X sur G, on aimerait définir une semi-
martingale M =% (X) a valeurs dans ¢ telle que :

(C)] Xo & M)=X
L’équation (4) peut se lire de la maniére suivante (cf. § 1):
{ dX=X_dM
X_) X =exp(AM).

Il suffirait de savoir inverser ce systéme pour obtenir I’accroissement
infinitésimal dM de M a chaque instant, ainsi que les sauts AM de M, et
donc pour connaitre entiérement M. L’application exponentielle n’étant
pas nécessairement bijective, il ne sera pas toujours possible d’inverser la
deuxiéme égalité.

Soit (H;); <;<4 une base de 4. On dispose alors d’une carte exponentielle
définie sur un domaine U de G; on notera (log’); <;<4 les coordonnées
canoniques : o

xeU - (log'(x)); <;<a€R?  tel que x=exp (log' (x) H)).

On note Z =exp~ ! (U) et (6%), la base duale de (H));.

Soit (V,, ®,), un recouvrement de G par une famille dénombrable de
cartes locales. On se donne une partition de l'unité (k,), associée a la
famille (V,),, et on considére pour chaque a les opérateurs (D), <<, liés
a la carte (V,, ®,).

DEFINITION. — A toute semi-martingale X€ S (G) a sauts dans U, on
associe une semi-martingale dans S (%), appelée logarithme stochastique
de X, notée £ (X), et définie par ¥ (X)=M'H, avec :

M'=h,(X-)(Dj, 0 (X-)* @} (X) . _
+ 3, (log' (X,-) ™' X — h, (X, ) (DS, 0) (X,-) AP (X))

s=.

Remarques. — 1. On dit qu’un processus X €D (G) est a sauts dans U
si le processus (X_)"!X prend ses valeurs dans U p.s.
2. Dans la définition de M’, la somme sur les indices a est sous-entendue.
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3. La somme sur s est bien définie car
(D5, 0 (X,-)=D4(log' e Lix-1)) (X,-)

et chaque terme de la somme est donc de I'ordre de | A® (X),|2.

4. &£ (X) ne dépend pas de la valeur de X, ni de la base (H,), de ¢
choisie. Cependant, la définition semble dépendre du recouvrement
(V. @,), de G; la proposition suivante montre qu’il n’en est rien.

ProPOSITION 3. 1. — Soit X€S (G) a sauts dans U, tel que X,=e.

ZL(X) est la seule semi-martingale M e'S (9), nulle en 0, a sauts dans U,
telle que X =& (M).

O Démonstration de la proposition 3. 1.

1° Montrons que & (¥ (X))=X. — On note M =2 (X).

Pour tout f €% et pour tout ¢, on va calculer f (X,) en écrivant :

fX)=Lh, (X)) for @, (X))

ou f, est définie sur ®,(V,) par f,=f°®, !, et on va utiliser la formule
d’It6. Pour cela on a besoin des dérivées de f, :

Z_ﬁ(y)=D?fo(I)a_1(y), Vyed,(V,)

On obtient alors :

ft

FX)=f(@+ | h(X,-) D] f (X,-)°d®(X,)
JO
+ 2 (f(X)=f (X-)—h (X,) D £ (X,-) A®S (X),)

s<
ft

=f @+ | Hyf (X,-)(h, (X,-) (D, 0)(X,-)*d®} (X,))
JOo
+ 2 (fX)=f Keo) = H, f (X,-) h, (X,2) (DS, 0) (X,2) ADS (X),)

FX)=1(0)+ f H, / (X,_)*dM:
+3 (f (X, expAM)—f (X,_)— H, £ (X,_) AMY)

s=<t

d’ou X=4(M).

2° Montrons que £ (X) est la seule semi-martingale qui vérifie
X=&(Z(X)). — On suppose qu’il existe MeS(¥9) avec M,=0 et
AMe% p.s. telle que X=¢& (M) et on montre que M=% (X).
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Pour t=0eti=1, ..., d, par définition de £ (X) :

& (X)§=f h, (X,-) (D, 0) (X, ) » 40 (X,)
0
+ 2 (log' (X,-) ™' X) = h, (X,-) (DS, 09 (X,) AD] (X))

s=t

Comme X=¢& (M),

£ (X)i= J g (X, ) (DS, 07) (X, ) H, @4 (X, _) » M
5 (ha (X, ) (D, 0) (X, ) (@4 (X, . expAM,)
— @] (X,_)— H, @ (X,_) AMY)

Y (AME = Ay (X, ) (D% 09 (X, ) (B (X, exp AM,)~ B3 (X))

s=<t

Or, pour (i, k) et a fixés, Y, (D%, 6% (X,_) H, @} (X,-) =35, d’ou
j

L= | T h X, )M+ T (AMI= Tk, (X, ) AMD)
0 a s=t a

=M! en utilisant ) 4, =1. W

L’application & est ainsi la réciproque de & sur
Su(G)={XeS(G); (X)) 'XeU}

et par conséquent ¥ dépend du domaine U de la carte exponentielle.
Toutefois, si U'cU, en notant #y. et £y les réciproques de & sur
Sy (G) et Sy(G), &y et Py coincident sur Sy, (G). Si G est un groupe
exponentiel, alors & admet une réciproque sur S (G) tout entier.

Voici enfin deux régles de calcul concernant le logarithme stochastique,
qui ne sont qu’une conséquence de la proposition 1.4.

ProposITION 3.2. — Soient X, Y dans S(G) tels que X, X1, Y et XY
soient a sauts dans U et tels que X et Y ne sautent pas en méme temps.
Alors

X H=—ad(X_) LX)+
Z(XY)=ad (Y1) ZX)+ 2 (Y).

L’exponentielle stochastique, le logarithme stochastique, les propo-
sitions 1.4 et 3.2, sont autant d’outils pour étudier les semi-martingales
a valeurs dans le groupe. Par exemple, la premiére de ces propositions
donne une décomposition multiplicative des éléments de S (G) en « partie
martingale continue » (¢f. [HDL]) et partie sans martingale continue, et
la seconde permet de résoudre des problémes de type Cameron-Martin-
Girsanov sur le groupe (cf- [S]).
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Ce travail est un extrait de la thése de doctorat que j'ai eu le plaisir de
préparer sous la direction de Dominique Lépingle. Je tiens a lui exprimer
ici toute ma reconnaissance, et je tiens également a remercier Monique
Pontier pour ses remarques constructives concernant la mise en forme des
démonstrations.

REFERENCES

[DDM] C. DoLEANs-DADE, P. A. MEYER, Equations différentielles stochastiques, Sém.
Proba. XI, 1977, p. 376-382.

[Em1] M. EMERY, Stabilité des solutions des équations différentielles stochastiques. Appli-
cation aux intégrales multiplicatives stochastiques, Z.W., vol. 41, 1978, p. 260-

280.

[Em2] M. EMERY, Stochastic calculus in manifolds, Springer-Verlag, 1989.

[Es] A. ESTRADE, Calcul stochastique discontinu sur les groupes de Lie, Thése de
doctorat, Université d’Orléans, 1990.

[FS] P. FEINSILVER et R. SCHOTT, Operators, stochastic processus and Lie groups Probabi-

lity on groups IX, Oberwolfach 88, H. HEYER éd., 1989.
[HDL] M. HAKiM-DOWEK et D. LEPINGLE, L’exponentlelle stochastique des groupes de
Lie, Sém. Proba. XX, 1986, p. 352-374.

[H] S. HELGASON, Differential geometry, Lie groups and symmetric spaces, Academic
Press, New York, 1978.
I M. IBERO, Intégrales stochastiques multiplicatives et construction de diffusions sur

un groupe de Lie, Bull. Sci. Math., vol. 100, 1976, p. 175-191.
[IW] N. IKEDA et S. WATANABE, Stochastic differential equations and diffusion processes,
North Hlland, 1981.

[JS] J. JacoD et A. N. SHIRYAEV, Limit theorems for stochastic processes, Springer-
Verlag, 1987.
K] R. L. KARANDIKAR, A.s. approximation results for multiplicative stochastic inte-

grals, Sém. Proba. XVI, 1982, p. 384-391.

[McK] H. P. McKEAN, Stochastic integrals, Academic Press, New York, 1969.

[Ma] S. I. MARcus, Modeling and approximation of stochastic differential equations
driven by semimartingales, Stochastics, vol. 4, 1981, p. 223-243.

[Me] P. A. MEYER, Inégalités de normes pour les intégrales stochastiques, Sém.
Proba. XII, 1978, p. 757-762.

[S] 1. SHIGEKAWA, Transformation of the brownian motion on a riemannian symmetric
space, Z.W., vol. 65, 1984, p. 493-522.

(Manuscrit regu le 15 janvier 1991;
corrigé le 13 mai 1991.)

Vol. 28, n° 1-1992.



