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REsuME. — Nous montrons qu’une famille d’équations de Doléans-
t
Dade : X,=x+ J A (X),dZ, dans R’ ou A est localement lipschitzien et

0
T (o0, x) désigne le temps d’explosion de la solution issue de x, vérifie :
P(VxeR? T(oo, x)=+00)=1 lorsque A est a croissance sous-linéaire et
que C(n)<(Logn)!'? pour tout n, C(n) étant le rapport de Lipschitz de

la restriction de A & I'ensemble des processus u tels que sup|u,| <n.
t20

Mots clés : Equations différentielles stochastiques, semi-martingales, temps d’explosion.

ApstRACT. — For a family of Doléans-Dade equations:

t

X, =x+ J A (X),dZ, in R? where A is locally lipschitz and T (oo, x) is the
0

explosion time of the solution starting from x, we prove that P (V¥ xe R,

T(co, x)=+o)=1 when A has at most linear growth and
C(n)<(Logn)''? for every n, where C(n) is the lipschitz coefficient of the

restriction of A to the set of processes u such that sup|u,| <n.
t=20

Classification A.M.S. : 60 H 10.
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550 M. THIEULLEN

1. NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

(Q, #, P) désigne un espace de probabilite. La filtration & veérifie
les conditions habituelles. Nous noterons (¥ ; d) [resp. € (F; d, m)]
I’ensemble des processus & -adaptés continus a valeurs dans R? (resp. dans
I’ensemble des matrices réelles a d lignes et m colonnes). A est une
application de € (¥ ; d) dans € (¥ ; d, m) qui vérifie pour tout F -temps
d’arrét T et tout couple (X, Y) de processus :

XT=YT = AX)T=AY)T (A.1)

Z est une % -semi-martingale continue a valeurs dans R™,
Z=(Z'; 1<i<m) ou pour tout i, Z' est une semi-martingale réelle égale a
Mi+Vi M étant une martingale locale continue et V' un processus a
variation finie continu. ( M') désigne le crochet de M’ et pour tout

T>0, J |dVi| est la variation totale de V' sur [0; T]. On dit que Z
0, 1]

appartient a & si pour tout 1<i<m, /(M }oo-l—J |dVi| appartient a
0 N
L*(Q).

0
. .
sup || TS5+ [ | avi e
1<5ism 0

définit une norme sur %”que nous noterons ||.||. |.| désignera suivant
les cas une norme sur R? ou sur ’ensemble des matrices a d lignes et m
colonnes. Nous noterons #, I'ensemble des processus continus # adaptes

pour lesquels E (sup|X,|?) est fini et #, , le sous-ensemble de 2, formé
120

des X tels que X,=0.sup|u| désignera sup |u| et nous convenons que
0,1 o<ty
la borne inférieure d’un ensemble vide est + co.

Nous considérons la famille d’équations dites de Doléans-Dade :

X (x),=x+ f AX(X),dZ,  (A.x).

0

ou J A (X (x)),dZ, désigne I'intégrale stochastique du processus A (X (x))
0
par rapport a4 la semi-martingale Z et sera notée dorénavant

j' A (X (x)) dZ.

0

LEMME FONDAMENTAL 1.1 (cf. [2]). — Soit p>2. Supposons que Z
appartient a & Il existe une constante C,>0 ne dépendant que de d, p et
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E.D.S. (DOLEANS-DADE) : NON EXPLOSION 551

m telle que pour tout F temps d’arrét T et tout R de € (¥ ; d, m)

[E(sup J.RdZ
0, 11| Jo

Ce lemme est une conséquence du lemme suivant. On dit qu’un processus
adapté croissant A engendre un potentiel borné par ¢ si pour tout temps
darrét T, E(A,, —A7| 1) <c.

p

1/p
ﬁ"0>] §Cp||Z|| [E (sup |R|”],970)]”” (1.1)
[0, T]

LeMME 1.2. — Soit Z une semi-martingale réelle continue de décomposi-

tion Z=M+YV ou M appartient a BMO et J IdVl engendre un potentiel
0
borné par c. Alors, pour tout p>1 il existe une constante a dépendant de p,

| M||pmo et ¢ telle que :
j Xaz
0

Démonstration du lemme 1.2. — Posons

t
A= av.
0

f XdaM
0
Montrons qu’il existe une constante o>0 telle que pour tous temps

d’arrét Set T tels que S<T,
E (Ky—Ky)* <[ M|[3uo E(R?)

VXe,, <a|| X |,

#p

B

,  Ry=sup|X
[0;1]

K,=sup

[0;1]

t
et L= J‘ R, dA,.

0

et
E(L;— Ly’ <4 E(RY).

L’inégalité annoncée est alors une conséquence du lemme 1.1 de [4].
Par I'inégalité de Bukholder-Davis-Gundy il existe une constante o.>0
telle que pour tous temps d’arrét S et T tels que SET

T
E(KT——KS)ZéaE(‘[ RId(M >u>’
S
Par intégration par parties le second membre de cette inégalité est majoré
par o || M||3uo E (R). Nous remarquons également que

sup J X, dv,
0

[0;1]

<L,

et que

(Ly— Ls)2 =2 J [(L,—LyR]dA,.

Vol. 27, n° 4-1991.



552 M. THIEULLEN

Par intégration par parties cette expression est majorée par
2cE(Lt—Lg)Ry. Ce qui donne, par linégalit¢ de Cauchy-Schwarz :
E(L;—Lg)*<4c*E(R3).

2. ETUDE DE (A.x) LORSQUE A EST GLOBALEMENT
LIPSCHITZIEN

Nous supposons dans ce paragraphe que A est globalement lipschitzien
c’est-a-dire qu’il existe une constante C>0 telle que pour tout & -temps
d’arrét T et tous u, v appartenant a € (¥ ; d)

sup |A ()~ A ()| £C sup |u—»o|.
[0;T] [0;T]

Nous introduisons tout d’abord un type d’équations plus général que
(A .x) qui permet d’étudier la solution de I’équation (A .Xx) aprés un temps
d’arrét. Ci-dessous pour une filtration 4, €°(%; d) désigne I’ensemble des
X de €(9; d) tels que X,=0. Un résultat tel que celui du théoréme 2.1
est nécessaire ici car en général la solution de (A.x) ne définit pas un
processus markovien puisque, pour tout 7, A (X), dépend de { X,; s<1} et
pas seulement de X,.

THEOREME 2.1. — Soit 9 une filtration vérifiant les conditions habituelles
et Y une %-semi-martingale continue a valeurs dans R™ appartenant a &,
Soit (B(x, .); xeR% une famille dapplications de €°(%;d) dans
€ (%9, d, m) telle que :

(B.1) Pour tout 9-temps d’arrét T et tout u de €°(%; d)

J B (x, u)TdYT=J B(x, u")dY".
0 0

(B.2) Il existe une application H: R*x R*x Q — R™, telle que

(i) pour tous x, y de R*H (x, y, .) est G,-mesurable;

(ii) p.s. (x, y)—H(x, ) est une distance sur R?;

(iii) il existe un réel a>0 tel que pour tous x,y de R?, tous u, v dans
€° (9, d) et tout G-temps d’arrét T :

sup | B(x, )~ B(y, v)| Sa[H(x, »)+ sup [u—o]].
[0, T] [0, T]

Alors pour tout x de R* I'équation U=J B(x, U)dY (B. x) a une solution
0
unique U (x) dans R,  qui vérifie pour tout -temps d'arrét T :

[E(sup |U(x)— U () |?|FI"P<H (x, y) 2 m* G IVTIZ L,

[0, T]
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La démonstration de ce théoréme est obtenue en adaptant la méthode
de [2]. Elle consiste a établir I'existence et I'unicité de la solution sur des
intervalles successifs sur lesquels la norme de Y est « petite » comme
I'indiquent les deux propositions suivantes que nous ne démontrons pas.

PROPOSITION 2.2. — Soit R un 9-temps d’arrét tel que | Y®|| £1/2a.C,).

Alors pour tout x de R I'équation u= | B(x; u)dY® a une solution unique
0
notée u(x) qui vérifie :

V(x, »)eRXRY [E(sup [u(x)—u()["|%o)]"" <H (x, y).

[0, R]

PRrOPOSITION 2.3. — Soient R et S deux 9-temps d’arrét vérifiant R<S
p.s. et || YR=Y5|| £1/(2aC,). On suppose que pour tout x de R® I'équation

u=f B (x;u) dY® a une solution unique dans R, ,. 1l en est alors de méme
0

de 'équation v= J‘ B (x;v)dYS. De plus, pour tout x, v(x)}=u(x)} et pour
0

tous x, y :
[E (sup |2 (x) =2 () || 9)]"? SH (x, y) + 2 [E(sup |u (x)—u(»)["|Fo)]'"-
[0, S] [0, R]
Démonstration du théoréeme 2.1. — Posons Y=(Y;1<i<m) avec

Y,;=m;+a; o m; est une martingale continue et a; un processus a variation
finie continu. Soit (S, ; k=0) la suite de temps d’arrét définie par récurrence
par S;=0,

! 1/2 t
Sk+1=inf{t>Sk: sup (J d<mi>s> +f ldai(s)|gL}.
1ism \Jg; Sk 20C,

Montrons que pour temps tout d’arrét T (y compris T égal & + oo p.s.)
il existe r tel que P(S,=T)=1. Par définition de || Y"||, on a pour tout

1<i<m, p.s.:
T 1/2 T
||YT||z(f d<m,.>s) +j \das )]
0 0

Grace a la concavité de la racine carrée, ceci entraine, pour tout k=1 :

S

T 1 T2/ s 1/2 141
Y ||1(sk<T)§1gsk<T)?/;[lzo<J d<mi>s> "‘J |dai(~9)l]-
= S S;
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554 M. THIEULLEN

On en déduit :

1
\/k
k-l Si+1 12 Si+1 k
X Z [Z(J d<mi>s> +J Idai(s)lilz \/ Lis,<1)

I1=0 Li=1 N 2m p
par définition des S. On en déduit pour r=[4(maC,)?|Y"|*+1,
| Y5 =Y%-1]| <1/(20.C,). On en déduit le théoréme en appliquant la
proposition 2.2 et en itérant la proposition 2. 3.
chitzien de rapport C. Nous supposons également' dans ce paragraphe
ainsi que dans le paragraphe 3 que Z appartient & .

m| Y| 1sper) 2 ise<ry—=
s aC
P(S,zT)=1. Remarquons que par construction, pour k=<r,
Nous supposons désormais que p>d et que A est globalement lips-
Le corollaire 2.4 ci-dessous est classique (cf. par exemple [1]).

CorOLLAIRE 2.4. — (A.X) a une unique solution dans R, et I'application
de R*x R*dans R? qui a (x, t) associe X (x), est continue.

THEOREME 2.5. — Soit S un F-temps darrét. La famille
{(X () 45— X (X)s;120); xeR*} est solution d'une famille d'équations
(B.x) avec a=C et H(x, y)=2sup | X (x)=X (»)|.

[0, 8]

Démonstration du corollaire 2.4. — X est solution de (A.x) si et
seulement si X—x est solution de I’équation u= | B(x;u)dZ ou
4]
B(x;u)=A(u+x) et H(x, y)=|x—y|. Il suffit alors d’appliquer le
théoréme 2.1 et le critére de Kolmogorov.
Démonstration du théoréeme 2.5. — Pour tout =0, posons ¥4,=%,,s,

Y,=Z,,s—Zs et U=X(x),,s— X(x)s. U est solution de I’équation
t

U,=J B (x; U)dY ou pour tout u de €°(%;d),
0

B(x;u)={A(F@)(t+8);1z0},

F (u) étant défini par F(u),=X(x), st s=S; F(u),=u,_g+X(x)g si s=S.
On vérifie sans difficulté que B satisfait (B. 1) et (B.2).

3. ETUDE DE (A.x) LORSQUE A EST LOCALEMENT
LIPSCHITZIEN

Rappelons tout d’abord deux définitions.

DermniTioN 3.1. — On dit que A est localement lipschitzien si pour
tout n il existe une constante C (n)>0 telle que pour tout & -temps d’arrét
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T et tous u, v appartenant a ¢ (¥ ;d) vérifiant sup |u|<net sup|v|<n
(o] [0:T]

on ait :

sup |[A (W) —A(v)| £C(n) sup |u—o|.
[0 T

DeriNITION 3.2. — On dit que A est a croissance sous-linéaire §’il existe
une constante I'>0 telle que pour tout temps d’arrét T et tout u de
€ (Z ;d) on ait

sup |A (u)| <F(sup |u|+1).
[0:T]

Nous supposerons désormais que p>2d Pour n entier, h, désigne
l’apphcatlon qui a tout u de € (¥ ;d) associe le processus deﬁm par
h, (), =u, si |u,| <n et h,(w),=nu,/|u,|sinon. L’application Ak, est notée
A,,. Les deux propositions suivantes sont bien connues

ProPOSITION 3.3. —  Supposons A localement lipschitzien. Soit
xeR?4.X"(x) désigne la solution de I'équation

X" ()= x + j A, (X"(x) dZ

0
et
T(n, x)=inf{r>0:|X"(x),| >n}. ‘
Pour tout couple d’entiers (n, m) vérifiant n<m les processus (X" (x))"

et (X™(x))T ™ coincident. La suite (T (n, x)), est strictement croissante.
Dans la suite nous noterons T (o0, x)=sup T (n, x).

n

ProPOSITION 3.4. — Si de plus A est a croissance sous-linéaire :
VxeRY P(T (o0, x)=+o0)=1.
Notre résultat est le suivant :

THEOREME 3.5. — Si A est localement lipschitzien a croissance sous-
linéaire et vérifie pour tout n C(n)<(Logn)'?, alors P(VxeR‘,
T (00, x)=+00)=1.

Pour obtenir ce théoréme nous utiliserons deux lemmes.

1

2mC, /Tog2
Alors :

(%) pour tout compactK deR?: lim supP (3xeK:T(n, x)<S A r)=0.

n—> o r>0

LEMME 3.6. — Soit S un temps darrét tel que | Z°|| <

Vol. 27, n® 4-1991.



556 M. THIEULLEN

Lemme 3.7. — Soit S et T deux temps darrét tels que
|z -2 <

— et ST p.s. Supposons que S vérifie 'assertion
2mC, \/Log 2 =°F rp 1 4

(%) du lemme 3.6. Il en est alors de méme de T.
Remarque. — Si un temps d’arrét t vérifie (x) alors
P(VxeR% T (o0, x)=1)=1.

Démonstration du lemme 3.6. — Soit K un compact de R? et r>0.
D’apres ce qui précede pour tous x, y :

E( sup [X"(x)—X"()[)<2nt|x—y]r,

[O;SAr]

ou g=4pm?* C2|| Z%||* Log 2. Fixons a dans K. D’aprés le lemme de Garsia-
Rodemich-Rumsey (cf. [5], p. 47 et 60) p.s. pour tout x de K

sup |X"(x)—X"(@)[?<7y(m, p, K)B(S, p, n, K),

[O;SATr]

ou y(m, p, K) est une constante ne dépendant que de m, p, et du diamétre
de K et E(B(S, p, n, K))<2n?|K|* ou | K| désigne la mesure de Lebesgue
de K. En posant k=[n"/2] on obtient :

P(sup sup |X"(x)|P=n")

xeK [0O;SAr]

P
<P(T(k, a)<S A r)+P(v(m, p. K)B(S, p. n, K)= %)

On obtient le lemme 3.6 en utilisant la proposition 3.4 et 'inégalité de
Bienaymé-Tchébycheft.

Démonstration du lemme 3.7. — Fixons nyeN et considérons
F(ny)={S<+w}N{VxeK, T(ny, x)=S}. Pour n2n,, (X" et (X"0)°
coincident sur F(n,). Compte tenu des théorémes 2.1 et 2.5 ceci nous
permet d’écrire pour tous x, y de K :

E( sup  [X"(x)= X" (D) Lg (up) SH*1p 87 [ x =y |7,
[S;TA (S+r)]

avec k=4pCZ||Z"—Z°||>m* Log2 et =4 p C} || Z°||> m* Log 2. On conclut
comme précédemment grace au lemme de Garsia-Rodemich-Rumsey que :

lim supP(dxekK, T(n, x)T A (S+r)|F(n0))=0,

n—->o r20
ce qui entraine :

supP (N {IxeK, T(n, x)<T A (S+r)}|F(ny))=0.

rz0 n=0
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On fait tendre n, vers +oo et on utilise que, puisque S vérifie (%),
UF (ne)={S<+00} p.s. On conclut alors sans difficulté que T vérifie
no
(%).

Démonstration du théoréme 3.5. — On obtient ce théoréme en utilisant
les deux lemmes précédents et le méme argument que celui utilis€é pour
démontrer le théoréme 2. 1.

Remarques :

1. La condition C (n)<(Logn)'/? provient de la norme choisie sur I’es-
pace des semi-martingales qui donne lieu a I'inégalité du lemme 1.1.

2. Léandre [3] a donné des contre exemples d’équations du type

x=x+fcogdm+fbagw

0 0

(ou B est un mouvement brownien) avec o et b localement lipschitziens
sur R? telles que, pour tout x P(T(c0, x)=+0w)=1 et P(VxeR’,
T (o0, x)=+o0)< 1. Mais dans aucun de ces exemples ¢ et b ne sont a
croissance sous-linéaire.
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