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REsUME. — Soit X un processus de Lévy spectralement positif qui dérive
vers + c0o. On montre que le processus pré-infimum a méme loi que le
processus de Lévy obtenu en conditionnant X a dériver vers — o, et tué
quand il atteint 'opposé d’une v. a. exponentielle indépendante. On étend
ensuite le théoréme de Pitman inverse pour donner une construction
trajectorielle du processus X conditionné a dériver vers —oo a partir du
processus post-infinum.

Mots clés : Décomposition de trajectoires, processus de Lévy spectralement positif, théo-
réme de Pitman.

ABsTRACT. — Let X be a spectrally positive Lévy process that drifts
to +o0o. We show that the pre-infimum process has the same law as the
Lévy process obtained by conditioning X to drift to — oo, and killed at
the first hitting time of the opposite of an independent exponential r.v.
Then, we extend the inverse Pitman’s Theorem to give a pathwise construc-
tion of the process X conditioned to drift to — oo from the post-infimum
process.
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538 J. BERTOIN
0. INTRODUCTION

Williams [10] a montré que, quand on décompose la trajectoire d’un
mouvement brownien avec dérive >0 en I'unique instant en lequel elle
atteint son minimum absolu, on obtient deux processus indépendants. Le
processus pré-minimum est un mouvement brownien avec dérive — 9 tué
au premier temps d’atteinte de 'opposé d’une v. a. exponentielle indépen-
dante, et le processus post-minimum est un mouvement brownien avec
dérive & conditionné & rester positif. Ce résultat a suscité une abondante
littérature, diverses extensions en ont été données, et dans cette direction,
un des travaux les plus accomplis est sans doute celui de Millar[6] que
nous rappelons partiellement ci-dessous (voir également Greenwood-
Pitman [4] pour une approche simplifiée par la théorie des excursions).

Soient X un processus de Lévy, et X son processus infimum. Quand X
dérive vers + o0, Cc'est-a-dire quand limX,=+oo p.s, on note

140
p=sup{z‘:X,=)_(oo ou X, _ =)_(%}, le dernier instant en lequel X atteint
son infimum (éventuellement comme limite a gauche). On a le

TueorEME (Millar). — Si X dérive vers + o0, le processus post-infimum
(Xp+:™ Xy 120) a méme loi que X conditionné a rester positif. De plus, il
est indépendant du processus pré-infimum (X,, 0= t<p).

Ce théoréeme n’étend toutefois que partiellement celui de Williams,
puisqu’il ne décrit pas le processus pré-infimum.

Nous nous intéressons ici au cas ou X est un processus de Lévy
spectralement positif (p.L.s.p.), c’est-a-dire que X a des accroissements
indépendants et homogeénes, et n’a pas de saut négatif. Nous montrons
que le théoréme de Millar peut alors étre complété de la fagon suivante :
le processus pré-infimum a la méme loi qu’un second processus de Lévy
(obtenu en conditionnant X & dériver vers — o) tué en son premier temps
d’atteinte de 'opposé d’une v.a. exponentielle indépendante. Ce résultat
repose sur la théorie des excursions qui est particulicrement simple a
utiliser dans le cas présent, car on dispose de descriptions explicites de la
mesure des excursions de X au-dessus de son infimum.

Rogers-Pitman [9] ont donné une approche élégante de la décomposition
de Williams a partir d’une extension du théoréme de Pitman [7] pour le
mouvement brownien avec dérive. Plus précisément, ces auteurs ont mon-
tré que si X est un mouvement brownien avec dérive e R\ {0}, et si X
est son processus suprémum passé, alors 2X—X est un mouvement
brownien avec dérive || conditionné a rester positif. De plus, cette trans-
formation des trajectoires est inversible quand 8>0, car alors X est le
processus infimum futur de 2X —X, et la transformation inverse permet
de reconstruire un mouvement brownien avec dérive 6>0 a partir du
processus conditionné a rester positif. Le théoréme de Williams découle
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DECOMPOSITION DE TRAJECTOIRES 539

alors du fait que la loi du processus conditionné a rester positif ne dépend
pas du signe de 8. D’autre part, dans [1], nous avons étendu le théoréme
de Pitman « direct » de la fagon suivante : si X est un p.L.s.p., X son
processus suprémum passé, X¢ la partie continue de X, et J, la somme des
sauts effectués par X en les temps s<¢ en lesquels X saute, alors
X—2X¢—T a méme loi que X conditionné & rester négatif. On notera
qu’il est toujours possible de conditionner un p.L.s.p. a rester négatif
(méme s’il dérive vers +o0), et que la transformation des trajectoires qui
permet d’étendre le théoréme de Pitman, n’est pas inversible quand X a
des sauts.

Nous obtenons ici une extension du théoréme de Pitman « inverse » :
X étant un p.L.s.p. qui dérive vers + oo, on note X le processus infimum
futur de X, X¢ la partie continue de X, et J, la somme des sauts effectués
par X en les temps s<t en lesquels X saute. Le processus X —2X‘—J a
alors méme loi que X conditionné & dériver vers — co. Ce résultat, associé
au théoréme de Millar, donne une transformation trajectorielle permettant
de passer de la loi de X conditionné a rester positif a celle de X conditionné
a dériver vers — co. Cette fois encore, la transformation n’est pas inversible
quand X n’est pas continu. On notera que quand X dérive vers — oo, c’est
le processus post-suprémum qu’on construit & partir du processus initial,
alors que quand X dérive vers +oo, c’est le processus conditionné a
dériver vers — co qu’on construit & partir du processus post-infimum. Cette
dichotomie apparaissant dans les extensions du théoréme de Pitman en
présence des sauts de X semble assez intéressante.

Avant d’établir les résultats que nous avons annonces, il nous faut faire
quelques rappels sur les p.L.s.p. Nous renvoyons le lecteur a [1] et [2]
pour de plus amples détails.

I. PROCESSUS DE LEVY SPECTRALEMENT POSITIF

Soit Q, I’espace canonique des trajectoires cadlag  a durée de vie
{=((m), et X, le processus des coordonnées. On munit Q de la topologie
de Skorokhod et de la filtration naturelle (#,, t=0). Pour tout 1<{, on
note

X,=sup{X,, 0<s<r}, X,=inf{X,, 0<s<1}
X,=inf{X,, t1<s<(}, p=sup{r=0, X,=X, }

Si A est un borélien de R, on désigne respectivement par t(A) et ¢ (A), le
premier et le dernier temps de passage en A : T(A)=inf {720, X,€A} et
o(A)=sup {120, X,eA}. On munit (Q, # ) d’une loi de probabilite P
qui fait de X un p.L.s.p. issu de 0, et on note P, la loi de X+ x sous P.
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540 J. BERTOIN

Le cas ou P est la loi d’un subordinateur ne présente aucun intérét pour
notre étude, il sera toujours implicitement écarté.

D’aprées la formule de Lévy-Khintchine, on a pour #ez=0

E(exp—zX,)=expt¥(2),

1
‘P(z)=az-|—§0022+j (™™= 1+zx1 o) dl(x),
10, of

ou aeR, o0,=0 et II est une mesure sur ]0,o0[ telle que
J(l Ax?)dIl(x)<oo. On appelle W I'exposant caractéristique de P et II,

sa mesure de Lévy. On note 3, la plus grande racine réelle de I’équation
W (z)=0 (soit 3=0, soit 0 et 3 sont les seules solutions de I’équation). En
appliquant le théoréme d’arrét a la martingale exp { —a X, — ¥ (a) ¢ }(a>3)
et en utilisant le fait que X n’a pas de saut négatif, il vient :

Vx>0, P(t(—x)<ow)=exp—3x. €))

On montre a l'aide de (1) que P dérive vers + oo (i.e. limX,=+ oo P-
ITOO
p.s.) si et seulement si 3>0, et que P dérive vers — oo (i.e. limX,= — o0
t?QO
P-p.s.) si et seulement si 3=0 et ¥’ (0) >0.

Quand P dérive vers + oo, on introduit pour tout x>0, la loi condition-
nelle PL=P_(.|X,>0). Si de plus 0 est régulier pour ]0, cof, il est facile
de voir que P! converge au sens de Skorokhod quand x'0 vers une loi
notée P', et que P! est la loi du processus post-infimum intervenant dans
le théoréme de Millar. De méme, quand P dérive vers —oo, on note
PL=P,(.|X,<0)(x<0). Cette fois, le point0 est toujours régulier pour
]—0,0[, et P! converge au sens de Skorokhod, quand x, 0 vers une loi
notée P* (qui, bien sir, est la loi du processus post-suprémum). Dans les
deux cas, les lois P' et P! sont fortement markoviennes. On peut calculer
leurs résolvantes grace a la factorisation de Wiener-Hopf (qui est explicite
pour les p.L.s.p.) et au théoréme de Spitzer-Rogozin.

Dans le cas ou P dérive vers —co on a Pextension suivante du théoréme
de Pitman[7] déja mentionnée en Introduction : si X désigne la partie
continue du processus croissant X, et J, la somme des sauts de X a travers
son ancien suprémum, c’est-a-dire J,= Y (X;—X,_) 1,x,>x,_)> alors

sst

sous P, le processus X —2X¢—1J a pour loi P*. (2)

Plus généralement, (2) reste vrai méme si P ne dérive pas vers — oo (il faut
alors définir la loi conditionnelle P au moyen d’une A-transformation).

Enfin, nous utiliserons quelques résultats sur le processus réfléchi X —X.
Pour simplifier, nous supposerons jusqu’a la fin de ce paragraphe que 0
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DECOMPOSITION DE TRAJECTOIRES 541

est régulier pour ]0,00[ sous P |:ce qui équivaut a o,#0 ou

j(l /\x)dH(x)=oo], et que P dérive vers + oco. Le processus X—X est

fortement markovien, et le point 0 est régulier et récurrent. D’une fagon
générale, on ne peut pas reconstruire X a partir de X — X, car la trajectoire
de X—X a oublié les parties des sauts de X, au-dessus de X,_. Afin de
remédier a cette perte d’information, on décide de noter p, la mesure
d’excursion de X—X, mais ol on a remplacé la valeur de 0 prise par
Iexcursion a son temps de mort { par la quantité X, —X,_ par laquelle X
dépasse son ancien suprémum. Autrement dit, p est la mesure d’excursion
du processus (X,—X,_, t=0). Si P n’a pas de partie brownienne, c’est-a-
dire si 6,=0, alors p est décrite par

B po@-0l-)=0=0
(a) ;H(_Q(C)Ed% o@-oC-)edy)=e ¥ dxdl(y)
O<x<y)
(b) sous p( . |—w(—)edx),
I’excursion retournée (o ({—1)—), 0=1<()
a méme loi que (—X,, 0=1<1(0)) sous P, (. |t(0)<o0), (3)

voir[1], corollaire 1. La partie 3 (a) est un cas particulier du théoréme 1
de Rogers|[8].

II. DESCRIPTION DU PROCESSUS PRE-INFIMUM

Nous supposons dorénavant que P dérive vers + co. Il existe donc un
unique réel 3>0 tel que W (3)=0. Nous savons qu’alors exp(—3X,) est
une P-martingale positive, et nous introduisons la loi P*:

d[FD*, #, = €Xp (—3X) dP| F

Notons que quand P est la loi du mouvement brownien avec dérive § >0,
P* est la loi du mouvement brownien avec dérive — & d’aprés la formule
de Cameron-Martin. D’autre part, pour la théorie du potentiel, la fonction
h(x)=e™ est harmonique (méme invariante) positive sous P, et P* est
la loi du A-processus correspondant. Nous dirons que P* est obtenue en
conditionnant P a dériver vers — co.

Le point important est que P* est la loi d’'un nouveau processus de
Leévy. En effet, si s<¢ et si Ae Z, nous avons

E*(15 exp{ —ia(X,— X)) })
=E(lexp{ —ia(X,— X))} exp{ —3X,} exp{ —3(X,—X)})
=exp{(t—s)¥(a+3)}E(1l, exp{ —3X,})
=exp{(t—9)¥ (iat+3)} E*(1,).
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542 J. BERTOIN

Donc P* est la loi du p.L.s.p. d’exposant caractéristique W* (z) =¥ (z +3).
Cette mesure de probabilité a été introduite par Doney [3]. Notons encore
que W*>0 sur ]0, oo et que la dérivée & I'origine de W* vaut ¥’ (3+)>0,
et donc que P* dérive vers — co. Ses éléments caractéristiques sont :

a*=a+3cg+j x(1—e™¥)dI (x),
10, 1]

o¥=o0,, dIT* (x)=e " 3* dI1 (x).
Le lemme suivant justifie la terminologie « P* est la loi du processus de
Lévy initial conditionné a dériver vers — oo » :

LEMME 1. — Pour tout x>0, le processus (X,, 0t <1t (— x)) a méme loi
sous P( . |t(—x)<0) que sous P*.

Preuve. — Pour tout AeF,, on a P*(A)=E(l, exp{ —5X,}). Il en
découle que pour tout p>0 et A€F, (_ ) 1. o[y ON @

P*(A)=e*P(AN{t(—x)<t([y, ©[)})
HEA A ey, wop) < (-1 EXP { ~3Xe (@, 1)} )-

Quand on fait tendre y vers linfini, le terme de droite dans la somme
converge vers 0, et celui de gauche vers P(A|t(—x)<o0). O
Nous avons maintenant tous les ingrédients pour énoncer le

THEOREME 2. — Sous P, le processus pré-infimum (X,, 0<t<p) a méme
loi que le processus (X,, 0t <t (—¢)) sous P* ou ¢ est une v. a. exponentielle
de paramétre 3, indépendante de X.

Preuve. — Sous P comme sous P*, X —X est un processus de Markov
fort, et —X est son temps local (canonique) en 0. De plus, 0 est un point
récurrent pour X — X sous P*, mais pas sous P. Si on désigne respective-
ment par p et p* les mesures d’excursion correspondantes, le lemme 1 se
traduit par I'identité

Lgcaw  R=p
La théorie des excursions entraine alors que la loi de (X—X),, 0<1<p)
sous P est la méme que celle de (X —X),, 0=¢t<t(—¢)) sous P*, ol e est
une variable exponentielle indépendante de X —X. Le temps local étant
en particulier une fonctionnelle additive, on peut reconstruire X a partir
du processus réflechi X —X, et donc, les lois de (X,, 0<t<p) sous P et

de (X, 0=t<t(—e)) sous P* sont les mémes. Enfin, le fait que le para-
metre de e est 3 découle de(1). O

Remarques. — 1. On serait tenté de penser par analogie que sous P*,
le processus pré-suprémum a méme loi que (X,, 0<¢<T) sous P, ou T
est le premier instant en lequel le temps local en 0 de X — X atteint une
certaine v. a. exponentielle indépendante. En fait, méme si ces deux lois se
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DECOMPOSITION DE TRAJECTOIRES 543

ressemblent beaucoup [si p et p* sont les mesures d’excursion de X —X
sous P et sous P* respectivement, on vérifie que pour tout x>0, les lois
conditionnelles p( . |o({—)= —x) et p* (. |0 ({—)= —x) sont identiques],
elles sont différentes :

p(—oC-)edx, o (-0 C-)edy)
e ¥dxdll(y)#e ¥dxdll(y)

=p*(—o-)dx, 0 Q- C—)ed).

Le processus pré-suprémum ne semble pas avoir de description simple
sous P*.

2. P. Vallois m’a fait remarquer qu’on peut également montrer le
théoréme 2 en calculant la projection duale prévisible de la masse de Dirac
en p.

En appliquant le lemme 1 a la description de la mesure des excursions
de X hors de 0 obtenue dans [1], on remarquera encore I'identité suivante
pour le processus canonique tué en son dernier temps de passage en 0 :

CoOROLLAIRE 3. — Le processus (X,, 0=t<c(0)) a méme loi sous P que
sous P*.

Preuve. — Supposons tout d’abord que P n’a pas de partie brownienne.
On vérifie en appliquant le lemme 1 et la remarque qui suit le corollaire 1
de [1], que les mesures d’excursion p et p* de X respectivement sous P et
sous P*, coincident sur 'ensemble {{< oo } des excursions a durée de vie
finie, et que p({{=00 })=p*({{=00}). Le point 0 n’étant jamais collant,
ceci établit le corollaire 3. Enfin, le cas général (c,#0) en découle par
approximation. [

III. UNE EXTENSION DU THEOREME DE PITMAN INVERSE

L’extension du théoréme de Pitman « inverse » que nous obtenons ici,
repose en partie sur une version renforcée du lemme de dualité liant
X —X et X—X (rappelons que X est le processus infimum futur). L’énoncé
peut paraitre un peu compliqué, mais c’est sous cette forme qu’il nous
sera utile. Signalons encore qu’il est vérifié de fagon générale par tous les
processus de Lévy dérivant vers + oo (sans hypothése particuliére sur le
support de la mesure de Lévy). Nous introduisons tout d’abord les nota-
tions suivantes :

Pour tout >0, on désigne par g(n)=sup{s<t, X,=X,} et
d()=inf{s>1, X,;=X,}, les extrémités gauche et droite de Iintervalle
d’excursion de X—X hors de 0 qui enjambe z. On note Z(X—X), le
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544 J. BERTOIN

processus obtenu en retournant une a une les excursions de X —X, i.e.

‘%(X_X)t=()_(_x)(d(t)+g(t)—t)— si d(H)>g(1)
=0 sinon.
LEmMME 4. —  Sous P, les processus ([X—X, X=Xl 40 t20) et

(2 (X =X),, X 0), 1=20) ont méme loi.

Preuve. — Considérons £>0, et notons P*, la loi de X tué en un temps
exponentiel indépendant de paramétre € sous PP. Nous travaillerons sous
P® jusqu’a mention du contraire. Nous savons que les processus
(X, 0=t<@) et (X,- —X-y-, 0=1<{) ont méme loi. Nous en déduisons
que
(X=X) X, —Xo), 0=1<0)

&
= (R=X)gogor Xeo =Koy L 0£1<0). (@)

Soient L un temps local en 0 pour X—X, et L', son inverse continu a

droite. Le processus qui a <L ({) associe

([()—(_X)L_l (t=)+r )—(L_l (t)_)_(L_l (z—)]» OéréL_I(I)— L_I(Z_)),

est un processus de Poisson ponctuel tué¢ en temps exponentiel indépendant
(voir par exemple Greenwood-Pitman[4]). Il a donc méme loi que son
retourné. Rappelons encore que, 0 étant régulier pour ]— oo, 0[, toutes les
excursions de X —X quittent 0 continliment (voir Rogers[8]) c’est-a-dire
que les sauts éventuels de X ont nécessairement lieu 4 la fin des excursions
de X—X. Il découle alors des mémes arguments que ceux développés dans
Greenwood-Pitman [4], §4, que les processus

(X=X @-n-+ X¢- =X -y-1 0=1<g ()
et
(2 (X—=X),, X4) 0=1<g(0)

ont méme loi. Comme p est le premier instant en lequel X—X vaut 0,
nous déduisons de (4) que

(X=X Xpri ™ Xol, 0=1<5—p)
et
(['@ ()_( - X)t’ )_(d (r)]? 0 é t <g(C))

ont eux aussi méme loi sous P Il ne reste plus qu’a faire tendre €
vers 0. [J

Remarques. — 1. Un résultat plus simple (et plus classique) consiste a
énoncer que les processus X — X et X —X sont markoviens sous P, et que
leurs semi-groupes sont en dualité faible par rapport a une loi de probabi-
lit¢ m (n est la mesure invariante obtenue comme limite de la loi de
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DECOMPOSITION DE TRAJECTOIRES 545

(X—X),_ sous P* quand €' 0, sa transformée de Laplace est donnée dans
la proposition 1(b) de Bingham [2]). Nous renvoyons le lecteur a Le Jan[5]
pour une étude générale de cette relation de dualité et pour le lien avec le
retournement du temps.

2. 11 est intéressant de noter que quand 0 est régulier sous P, ce lemme
permet de transposer I'identité de Fristedt (voir par exemple[4]) a la loi
PT: si L™! désigne I'inverse continu 4 droite d’un temps local en 0 pour
X—-X,ona

log E'[exp{ —a L™ ()= BX(@L ™" (1) ]
=Cte.exp{j J (e"—e’“"”"’t“P(X,edx)dt}.
[0, wf

0
Notons maintenant X, la partie continue du processus croissant X [par
convention, X°(0)=0]. Désignons encore par J,, la somme des sauts effec-
tués par X en les temps s<1 en lesquels X saute :
5= Z (X, —X2) 1{)§S>xs_ )

0<s=t

Nous avons le

THEOREME 5. — Sous P, le processus X —2X°—] a pour loi P*.

Preuve. — Le théoréme 5 découle d’arguments trés proches de ceux
de [1]. Nous nous contentons d’indiquer les principales étapes sans entrer
dans les détails (le lemme 4 raméne en particulier tous les calculs a ceux
déja effectués dans[1]). Sauf mention du contraire, nous travaillons sous P.

Supposons tout d’abord qu’il n’y a pas de partie brownienne, i.e. 6, =0.
L’ensemble des temps 120 en lesquels (X—X),,,=0 ou (X—X),,,-=0
est régénératif (d’apres le lemme 4). Notons p la mesure d’excursion de
(Xp+1- = Xp41o 120), C’est-a-dire la mesure d’excursion de (X —X), . , mais
ou on a remplacé la valeur initiale de I'excursion par 'opposé du saut de
X au début de cette excursion. D’aprés les lemmes 1 et 4 et (3), on a

p(@0+)—w(0)=0)=0
(a) p@O0+)edx, o(0+)—w(0)edy)=e ¥ dxdll(y)
O<x<y).
(b) sous pu( . | (0+)=x),
le processus (o (¢), 0<t<()
a méme loi que (X,, 0<t<1(0)) sous P* (5)

De fagon heuristique, on recolle bout-a-bout les excursions (indépendantes)
de (X—X),+. en supprimant le saut au début de chaque excursion. Le
processus ainsi obtenu est (X—J),. —X,. Il a pour loi P* d’aprés 5 (b)
et la propriété forte de Markov pour les processus de Lévy. Nous ren-
voyons le lecteur a [1], lemme 3, pour une formulation rigoureuse de ces
arguments. On applique le théoréme 2 et le théoréme de Millar pour
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546 J. BERTOIN

recoller le processus pre-infimum (X, 0<t<p) a (X—J),,, et on voit
que X—J a pour loi P*. Or, quand c,=0, X est un processus purement
discontinu, et d’aprés le lemme 4, c’est aussi le cas pour X. Le théoréme 5
est donc établi.

Enfin, on passe au cas o,=1 par approximations. On note B, la partie
brownienne de X, et on approche B p.s. uniformément sur tout compact,
par une suite B", ou (l/g,)B" est un processus de Poisson compensé
d’intensité (1/,)%, avec g, | 0 et IT({¢,})=0. Notons X°=X—B, la partie
non brownienne de X, qui est indépendante de B. On pose X"=X°+B",
et on note avec un exposant n tout ce qui est relatif a8 X". On décompose
J"=K"+L"+M"+ N", en développant le produit

[(>=(Z_Xg—)+ (XQ' - )=(n)] [1{)5§'>x;'~, X¢—X§— #ep} + 1( X¢>XY_, XE-X{_ =¢, }],

c’est-a-dire que K" (resp. M") est la somme des sauts de X" provenant des
sauts de X° (resp. de B"), et L" (resp.N") est la somme des parties des
sauts de X" dépassant X", sur ’ensemble des temps en lesquels X" saute,
quand on ne prend en compte que les sauts provenant des sauts de
X° (resp. de B"). On montre aisément que K" (resp.L") converge p.s.
uniformément sur tout compact vers la partie discontinue de X, i.e.
X—X—X, (resp. vers la somme des sauts de X, au-dessus de X, quand
X saute), voir[1], lemme 4. Comme X"=K"+M"+X§, on en déduit que
M" converge p.s. uniformément sur tout compact vers X°. Le point délicat
de la démonstration consiste & montrer que M"—N" converge p.s. uni-
formément sur tout compact vers 0 (il est crucial ici de connaitre précisé-
ment grace a 5 (a) la loi du saut initial de I'excursion, @ (0+)— (0), sous
u, voir[1], lemme 5). Nous avons finalement obtenu que

J" converge p.s. uniformément sur tout compact vers J+2 X¢.

Nous avons montré le théoréme 5 pour les lois P". On vérifie immédiate-
ment que (P")* converge au sens de Skorokhod vers P*, ce qui établit le
théoréme pour P. [

On déduit finalement du théoréme de Millar et des théorémes 2 et 5,

I’extension suivante du théoréme de Pitman «inverse » [comparer
avec(2)] :

COROLLAIRE 6. — Si 0 est régulier pour lui-méme sous P, alors sous P',
le processus X —2X¢—J a pour loi P*.
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