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ReEsuME. — Soient M une surface riemannienne compacte de volume S,
X son mouvement brownien,  une 1-forme fermée sur M privée de n
. . . 1" .
points; alors I'intégrale de Stratonovitch — | ®(X;) converge en loi vers
0
une variable de Cauchy de paramétre ¢ /S, ou c est la somme des résidus

de o.

ABSTRACT. — Let M be a Riemannian compact surface of volume S, X
its Brownian motion, ® a closed 1-form on M\ {# points }; then the
. . 1(* .
Stratonovitch integral —J ®(X,) converges in law towards a Cauchy
tJo
variable of parameter ¢ /S, where c is the sum of the residues of ®.
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446 J. FRANCHI

INTRODUCTION

Le but de ce travail est de présenter sous une forme aussi géométrique
que possible une version simple, générale et autonome du théoréme des
résidus stochastique asymptotique, dont la premiére version est le
théoreme 1.1 de [14].

Dans ce théoréme 1.1, Pitman et Yor donnent le comportement asymp-

t
totique de certaines intégrales d’Ito J f(Z)dZ, du mouvement brownien
0
plan; cependant que le théoréme proposé ici traite le cas général de
I'intégrale d’une 1-forme différentielle fermée sur une surface générique,
le choix de la compacité offrant ’avantage d’éviter la difficulté lice dans
le plan au rdle particulier joué¢ par linfini; il est en outre formulé en
termes d’intégrales de Stratonovitch, qui imposent a la forme d’étre de
classe C?, mais qui sont les plus naturelles sur une variété (voir [5]).

Le théoréme des résidus asymptotique généralise ’étude asymptotique
des nombres de tours, qui a été initiée par Spitzer [15], puis développée
par Manabe [9], Messulam et Yor [11], Lyons et McKean [7], Le Gall et
Yor [6], Pitman et Yor ([13], [14]), etc.

Le souci d’appliquer ce genre d’étude a certains objets géométriques est
déja présent chez McKean [10], Manabe ([8], [9]), Lyons et McKean [7].

Une précédente version de ce travail [4] ne traitait que les cas de la
sphére et du plan, par une méthode en partie différente.

PLAN DE L’ARTICLE

Le théoréme obtenu est énoncé au paragraphe [A.]. On traite en [B.] le
cas des formes sans singularité ou exactes, puis on montre dans [C.], en
intégrant par parties l'intégrale de Stratonovitch considérée, que son étude
est asymptotiquement équivalente a I’étude conjointe des nombres de
« petits tours » autour des singularités de la forme considérée.

Ne disposant pas de coordonnées globales, on est conduit a distinguer
la contribution de chaque excursion auprés d’une singularité; la clé est
alors de constater que I'utilisation de coordonnées conformes permet de
se ramener aux excursions du brownien plan dans un disque; on voit ainsi
en [D.] que la contribution de chaque excursion dans I’analogue d’un
disque a une loi de Cauchy, indépendante des extrémités de cette excursion;
ce qui permet de vérifier que, suivant une idée d’Yves Le Jan, les nombres
de tours effectués lors des différentes excursions sont indépendants, condi-
tionnellement au nombre de ces excursions.
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THEOREME DES RESIDUS ASYMPTOTIQUE 447

On estime ensuite en [E.] le nombre de ces excursions jusqu’au temps ¢
par une quantité déterministe, afin de pouvoir appliquer en [F.] 'indépen-
dance de leurs contributions pour obtenir la loi limite cherchée.

Il ne reste plus alors qu’a calculer effectivement en [G.] le parameétre
des processus de Cauchy obtenus, ce qui est fait essentiellement par
application du théoréme ergodique (pour obtenir le temps moyen passé
aurpes de chaque singularité) et par rétrécissement des disques entourant
les singularités (pour annihiler les fluctuations de la métrique).

Enfin [H.] présente une extension du résultat a certaines formes non
fermées pres de leurs poles.

PRINCIPAUX RESULTATS UTILISES

L’existence de coordonnées locales conformes en dimension 2 [16]; la
décomposition de De Rham d’une forme différentielle ([3], § 31,
corollaire 1); 'existence d’un noyau de la chaleur continu sur une variété
compacte [12]; la polarité des points en dimension 2; le fait que le mouve-
ment brownien sur une variété compacte soit positivement récurrent et
donc vérifie le théoréme ergodique; la formule d’Itd; la construction
faite en ([5], 2), de l'intégrale de Stratonovitch d’une 1-forme le long des
trajectoires browniennes sur une variété, et I’expression ([5], 3) de cette
intégrale a I’aide de la divergence de la forme; les résultats de ([1], II) sur
les temps de visite a deux compacts disjoints : existence de mesure inva-
riante, et intégrabilité de ces temps.

A. NOTATIONS ET ENONCE DU THEOREME

Soit M une variété riemannienne connexe compacte de classe C* et de
dimension 2; Notons d/* sa métrique, A son opérateur de Laplace-Beltrami,
m sa probabilité invariante, S sa surface et S(E) la surface d’un borélien
E de M. Fixons n points distincts T,,..,T, de M, et notons X le
mouvement brownien de M issu de Xoe M'=M\({T,, .., T,}, ou de X,
suivant la loi m.

Soit @ une l-forme de classe C* sur M’, a valeurs dans C, que I'on
suppose fermée dans un voisinage pointé des points T;.

Pour chaque j fixons un voisinage V; de T; dans lequel M admet des
coordonnées conformes (x;, y;), telles que x; (T)=y;(T)=0[16].

Introduisons r/= 3 Log(x}+y7) et x;=e¢" cos ¢/, y,=e" sing’, ou FeR

et ¢’e R/21Z; le choix de ces nouvelles coordonnées est justifié par le fait
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448 J. FRANCHI

qu’elles mettent en évidence P'angle polaire ¢’ et la partie radiale »/, tout
en restant conformes.

Fixons — 00 <r, <p, <0 de sorte que { r<1+p,} <=V, pour chaque j, et
posons D;={r'<p,} et K;={r/<r,}; choisissons p, de fagon que les D;
soient disjoints et que ® soit fermée dans chaque D,\T;.

. 1 . , ,
DeFiNTION 1. = ¢;=¢;(0) = 5 y ®, pour tout r' < p,, c’est le résidu
{ri=r'}

de wenT,;

ut

1
DerFmiTION 2. — N? (u)=;j ® (X,), l'intégrale étant prise au sens de
0

t
Stratonovitch le long des trajectoires de X. Une telle intégrale [ o (X,) est
0

définie précisément en [5], déf. 2.1, ou elle est notée J .
X[0,1

THEOREME. — (NP (1)), converge au sens des distributions marginales
- n

de dimension finie, lorsque t —+ o0, vers le processus ), ¢;(w)C/, ou les C/
j=1
sont n processus de Cauchy indépendants de paramétre n[S; et cette conver-
gence est conjointe pour toute famille finie de formes ®.
n
Remarque. — Lorsque les c; sont réels, Y ¢;C’ est un processus de
j=1
Tc n
Cauchy de paramétre S Y el
ji=1

NotaTion., — Y,~Z, signifiera : Y,—Z, converge en probabilité vers 0
lorsque ¢t — + 0.

F/ (4, @f) pourra étre abrégé par F, ou F(r,, @,) par F,.

B. DEUX LEMMES GENERAUX

On montre ici qu’on peut négliger asymptotiquement la contribution
des formes soit sans singularité (lemme 1) soit exactes (lemme 2).

t

1
LemMmE 1. — N, = ~J o (X,)~0 dés que o est de classe C* sur M.
t

0o
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THEOREME DES RESIDUS ASYMPTOTIQUE 449

Preuve. — Considérons le cas plus général ou M est de dimension d, et
utilisons le théoréme 3.1 de [5] :

t 4 '
tzl > o, (R,)dBy— ZLJ dw(X,)ds p.s.,
t

Ok=1 0

ou R, est un relévement de X dans le fibré O (M), ou , est une fonction
C?, donc bornée lorsque M est compacte, et ou & est 'opérateur de
divergence.

Or d’une part

R
=) J oy (R,) dBf
Tk=1Jo

et d’autre part

2 1 t d
= —zf [E< of (Rs))ds§C/t,
2 ! k=1

0

% L S0 (X,) dst_f':'oo L S0 dm
a cause du théoréme ergodique; ce qui entraine que N,~0, puisque m
vérifie : [VFeC? (M)]f AF dm=0 et qu’utilisant la décomposition de De
Rham ([3], § 31, corolla?re 1)de @ sur M on a do=AF. W

1
LEMME 2. — —F (X,)~0 pour toute fonction F finie m-p.p. sur M.
t

Remarque. — Ceci fait que N,~0 si o est exacte, et donc que le théoréme
porte en fait sur ’espace de cohomologie H* (M’).

Preuve. — Pour tout x de M on a g, P, =f, m, P, étant le semi-groupe
de X et f, une fonction bornée sur M (voir [12]). Donc

. 1 . .
limsup [P’x< -F(X,) gs)g lim™ limsup P, (|F (X,)|2¢s)
t =+ t s>+ t—=>+ow
= lim limsupe, P, 1, g 5,,= lim limsupe, Py P 1 g 5,
s>+ t >+ s>+ t—>+w
= lim limsupfimP, 1 ¢ 5, S| fille lim m({|F|Zes})=0. M
s>+ t>+w© s+

C. COMPARAISON AVEC DES NOMBRES DE PETITS TOURS

Il s’agit ici de ramener I’étude a celle des nombres de petits tours
conjoints autour des singularités de la forme o considérée; pour cela on
intégre par parties et on vérifie avec I’aide de [B.] que les termes indésirables
sont asymptotiquement négligeables.
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450 J. FRANCHI

PrROPOSITION 3. — I existe pour chaque j une fonction continue g; de
[0, pl xR dans R%, constante sur {—o0} xR et de période 27
en la deuxiéme variable, telle que, lors de chacune de ses excursions dans

D, X, se révéle _en une  diffusion  (ri, @)  vérifiant
(dr], do})=(g;(ri, o})*"? e‘rz'(dB,, dy,), ou (B, v) est un brownien plan.
Preuve. — Ecrivons-la sans Iindice j; dP=f (x, y) (dx*+dy?) entraine

dl’ =(g(r, )~ ' e (dr* +do?), ou g(r, 9)=(f(¢' cos @, ¢'sing))™"; de
sorte que, T={r=—o0} étant polaire, dans ces coordonnées X induit

lors de chaque excursion dans D une diffusion (r, @,) de générateur
2

2
27 g(r, (p)e_2'<%+aa—(pz> (voir par exemple [12]); de 1a, on vérifie

directement avec la formule d’Itd6 que I'expression donnée ci-dessus pour
(dr,, do,) est la bonne. W

DEFINITION 3. — Définissons r] et ¢} globalement, et non plus seulement
sur { X, €D;}, en posant

t 1
o= f o, (X)do! et r=rit f 1o, (X)) di,
0 0

oury=pg si Xo¢D;.

n ut
LEMME 4. — NP ()~ ) (cj(co)/t)J Iy, (X)) do.
j=1 0
Preuve. — Fixons une fonction /h décroissante de classe C* sur
[—oo, I+pel, égale a 1 sur [— oo, ry] et nulle sur [po, 1+pgl, et posons
mj=h(rj)1Dj><c0 pour 1=j<n, puis o' =H/(r, ¢)ydri+T7 (', ¢’)de’;

posons encore
. 1™ ) R
N:(u):_j wJ(Xs)) Y1:_~_(—-a
tJo or 0’
o 1 (> . .
)= f V(. y)dy,
21 ),
et
ol o
b, (p")=J T, y)dy— o' ¢/ ().
0
Faisons d’abord une série de remarques :

n

(i) o’ est de classe C* sur M\ {T;} et nulle hors de D, et 0— ) o’
j=1
est de classe C? sur M; en particulier le lemme I montre que

NP (W)~ Y, N (u);
j=1

J
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i 1 ut . . 1 ut . i
(ii) N:(u)=—f Hio dri+ —j I dol;
tJo tJo
(iii) &’ est de période 27 en ¢, de classe C?, nulle hors de D;, et on a
donc

J J
b (7, o) =22 (1, o) dri+ (1, ) - di;
or! a¢’

(iv) qj(r)=-—lo—J‘ o' =c;(®) sur {—oo<r=<r,};
21 Jiri=ry

(V) o'=hxw} avec o) fermée sur {— oo <r'<p,}, et donc H/=hx Hj
et I[V=hxT}, d’ou do’=1y/dr A do’ avec y/=h xT};

o
. t_ . 1. . . .
(vi) 1f H’ (x, 0)dx=~0 et —b’(r], ¢))~0, d’apres le lemme 2.
tJJ t
o

Intégrons maintenant par parties lintégrale de Stratonovitch; on
obtient :

. 1 ut . . . 1 ut abj
NI | ¢/ (odoi==-| | Hlodri+ - do
tJo tJo 5(9 s
ut j
or’

ut
J [HJ— (H!— H/ (), 0)—7»§)]°dr§zlJ Mo dr]
t

0
ou
o o o [ .
M, ¢)=— f Y, y)dy+ — J v (¥, y)dy;
0 2nJo
or
1 ut . .
f Mo drir0
tJo

a cause du lemme 1, puisque y/=h’x I'V est de classe C? sur M: enfin

| R I .
;f q’(rﬁ)"d(ps:tj @' (1) L rg y A5
0

0

1 (™ . ut .
+;J cj(a))lirgéro)d(pgz(cj(m)/t)f Ly, (X,) do}
0

0

Vol. 27, n® 4-1991.



452 J. FRANCHI

car

1 ut . 2
;J 4’ (r) L pisrgy 405

0

2

ut .
=r2[E(J 141 (D) Vg <ri<po) & (s wi)e‘z'édS>§C/t~ u
0

D. LOI DE LA CONTRIBUTION D’UNE EXCURSION

DEFINITION 4. — Pour tout k € N*, soient

t=Inf{s>0(X,eK;}, g=Inf{s>1]|X,¢D;},
. =Inf{>{]| X, eK;},

et
N
W= doi.
%
LEMME 5. — [Exxj(e"‘”"“’jl)=e"“"/' pour tout k=2 et tout j, ou
k
P=Po " To-
Preuve. — Fixons (sans I’écrire) un indice j; exploitons pleinement le

choix des coordonnées conformes (r, @) en écrivant (r,, @)=(R;, @), ou
(R,, @,) représente le brownien plan, et en observant que la variation de
® au cours d’une excursion délimitée par R ne dépend pas de la vitesse
de parcours &; et donc que ’on peut en fait imaginer que &,=¢, ce qui
revient a dire que Y; a la méme loi que dans le cas euclidien; plus
précisément, la diffusion (r, ¢,) issue de (ry, ¢o) et définie pour
0<:<{=Inf{t|r,2p,} s'écrit d’aprés la proposition 3 en fonction d’un
couple (B, W) de browniens réels issus de 0 indépendants (et indépendants
de X)) : r,=ro tB(&), ¢, =0, t W (&) avec

t
&FJ e g (ry, @) ds:lnf{v

0

J e2otBI o~ (r + B, 0o+ W) ds>1};
0

on s’intéresse & Y=, — @, =W (§,), et on remarque que
E=t(Inf{1|ro+BE)Zp,})=Inf{&|B(E)Zp}=0,
ou
o,=Inf{s|B,;Zp}.
Donc

Evo. 00 (€™ =Eg o (€™ ) =E (" *Pon)=¢~ I*10. W
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THEOREME DES RESIDUS ASYMPTOTIQUE 453

COROLLAIRE 6. — Les contributions i (1<j<n, k=2) des différentes
excursions sont des variables de Cauchy indépendantes, de paramétre p.

Preuve. — Notons A= N {14 <t} }, p', ..., p" des entiers >1, M des

i*q
n

réels, et effectuons une récurrence sur y. p’ :

(ol £ 00)

E(Exp ( I1 e "1) ™ ¥2 1,4) (Markov)

q
2

M=“

q=1 G, k) #(a. 2)
=Y ep(—p Y M EExe(e2¥)1,40)
q=1 G, #(q. 2) 2

(hypothése de récurrence)

npl
=exp(—pz ZM{[)ZP(A‘I) par le lemme 5;

j=1 k=2

(d’aprés lequel en particulier [Exq(e g *1) ne dépend pas de Xq) enfin
Z[P’(A“)—l ]

E. ESTIMATION DES NOMBRES D’EXCURSIONS

DEFINITION 5. — w/=Max {keN|{l<t}.

J
LEMME 7. — liconverge p.s. lorsque t - oo vers un réel >0 déterministe,
t

disons o,

Preuve. — Soit E I’ensemble des excursions de dD; a dD; via K; définies
sur un intervalle [0, {], i.e. des fonctions e continues de [0, {] dans M
telles que :

e(0)edD,,
t=inf{1>0]e()eK;} < et {=inf{r>1|e(r)¢D;} <o0;
soient Q=EN", {Y,, ..., Y}, ...} les coordonnées dans Q, Y,*0=Y,,,
et @ la probabilite sur Q conférant a (Y, ..., Y, ...) la loi de
X ![Cl i Xlllk d.yp - --) pour la probabilit¢ v} invariante pour la
chalne ;1 sur 0D; lex1stence de vi, est démontrée dans [1], II); comme
11 C’°®1+Cf +(; on a 6(Q@)=Q, et donc le théoréme ergodique

Vol. 27, n° 4-1991.



454 J. FRANCHI

de Birkhoff affirme que, {°Y, étant Q-intégrable (fait qui est établi

l p
dans [1], II), ) {°Y, converge p.s. vers jCOYld@’ ie.
Pr=1

I . ps S .
G — g G- =,

p—
Loz i ij i i
On a donc —qu:——> a; alors Cu{§t§§u:+ , entraine

t p-s.

o< LS Sin <l +1>—C_’ij

Woow T\ W
et donc
weoy L =o/. W

Iops. O

Remarque (non utilisée dans la suite). — p/ étant (a 1 prés) une fonction-
nelle additive intégrable, le théoréme ergodique assure également que
o/=E,, (1) : voir ([2], 2) pour plus de précision. Il est démontré de plus
dans ([2], 2) que o est la capacité de 0D; pour le processus X tué sur

K, m
DEFINITION 6. —  Soient u}*=[t(1-g)o/] er o} *=[t(1+e)o], on
V{,s
0<e<l, et on [w]=Max{keN|k<w}. Soient aussi Cl*=Y Vi, et
k=2

n
=0 (e <pi<ol)
ji=1

T
. 1 .. |
LEMME 8. — lim llmsupﬂj’(i—C{’s— - Z i
t 1S

eN0 t- o0

>n>=0 pour tout n>0.

Preuve. — Omettons l'indice j, notons C° un processus de Cauchy
continu a droite de parameétre p, et posons
>,n}>;

z§=P<J§ﬂ{

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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THEOREME DES RESIDUS ASYMPTOTIQUE 455

on a d’une part 1 ,§LS'> 1 pour tout £>0 par le lemme 7, et d’autre part

t = ©

>nz>=n:><v©uf{|cg|>m})

p=1

&
vy

2 W

k=p

zf§P<Sup

£
p>uf

v —uf
= [P( U {|C|>n} ) (par rééchelonnement)

p=1

gp(xnf{s>o| ycg|>n}g”';“f>

A Pnf{s| [CO|>n) <2ae)

qui par continuité a droite de C° tend vers 0 avec &. W

F. LOI LIMITE DE N?

e

LEmMME 9. — NP () = ). (c;(w)/1) Y. Vi, au moins lorsque la loi de X,
j=1 k=2

est m.
(On part de k=2 pour éviter la premiére excursion, qui peut étre
incompleéte.)

Preuve. — Utilisons le lemme 4, et constatons d’une part que

ut/\{i 2

1 ut i 1 .
”—f Iy, (X)doi— = doy
tJo t j

> J
k=1 ut ATy

2
ut

gt—qu ID,.\K,(Xs)d<<p;’>>§Cu/z,
0

et d’autre part que la contribution de la premiére excursion, incompléte
ou non, tend vers 0 p.s.; enfin la contribution d’une éventuelle derniére
excursion incompléte est asymptotiquement négligeable en probabilité, car
par retournement du temps de X au temps fixe ¢, lorsque X est stationnaire
de loi m, on a pour tout indice j et tout n>0 :

t

Pm[ tlf - do] zn]
t/\tller{

:[pam[

0vSup{u§lnf{v>0|XU¢DJ-}|XMGK]-) .
f do;

0

=1

Vol. 27, n® 4-1991.



456 J. FRANCHI

qui tend vers 0 lorsque ¢— oo, puisque la derniére intégrale est p.s.
finie. W

Conclusion provisoire

1. Fixons p dans N et 0=u,< uls ...=Zu, dans R; supposant pour
simple commodité d’écriture qu'il n’y a qu’ une forme w et que les ¢;(®)
sont réels, on a pour tous A, ..., A, réels :

14
limE,, (exp [1’ Y A, IN® (1)~ N© (u, )]D
t q=1 .

=lmE, (exp[i Y (¢;(@)/n Y ?»q( Zq \l/{,)]) (lemme 9)

q=1 k—1+1vpu'

= lim limsupE,, (exp[ Z (c;(@)/0) Z MICLE—Clt ,]]) (lemme 8)

eNO t q=

£ENO t

= lim limsupexp[— Y lej(w)] Z [ lplehs—ohe dt ‘1j| (corollaire 6)
ji=1 q=1

=exp[—p Y e ()] Z Ilq]aj(uq—uq_,)] (définition 6)

(exp[ s Z ¢ (@IC,~Cl, 1])

ou les C’ sont n processus de Cauchy indépendants, de paramétres respec-
tifs po/, et indépendants de o; ce qui prouve le théoréme annoncé en [A.]
dans le cas stationnaire, modulo le calcul des po/; passons ensuite au cas
ou Xy=2x.

2. Pour tous x dans M’ et u, w, n>0, utilisant &, P, =f,m comme au

lemme 2 on a :
>n]=Ex[me[ j o(X)|>n zﬂ
0

Px[ t_lj'nﬁ—w
=g P,,,[P,[ me(X,) >nt]]=fxml’,,ﬁl[lp_[ jwm(xs)‘>nt]]
= ”fx"oo Pml: ch)(Xs)' >T)f:|—-—>0;

0 t—> ©
soit

Fi(x)=E, (CXP [i 2 Mg INP () = NP (1, - 1)]])

q=1
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pour x dans M’ et A, u, comme en 1; ce qui précéde montre que pour
w>0:

lim [F'(x)—¢, P, (F)]

t— oo
p wttu
= lim [F‘(x)—Ex(exp[i y kqt_lj ) m(Xs)]>]=0;
t—= o g=1 wttug— 1

3. Considérons maintenant la décomposition spectrale de A sur
L2M, m) :
Pw=eA w2 Z e‘}, . w/2 Hh

120
les valeurs propres f,, rangées par ordre décroissant, sont <0 pour />0,
et pour toute & de L*(M, m) I1,h est constante, puisque les fonctions
harmoniques sur M sont constantes; plus précisément, on a :
Hoh=mIyh)= lim mP,h=m(h);

t =+ ®©
et donc utilisant a nouveau ¢, P, =f_m :

|(8x Pw+1 _m) (Ft)l
=|&,P [P, —m) (F)]| < ||/ || - m (| P, — TLo) (F) )
S fello- IF X P2 I F = [|fflo - (X €% || TLFF3)12

121 51
< il 2 S [ B2

donc ¢, P, (F*) converge uniformément en ¢ lorsque w — oo vers m (F?).

4. 2 et 3 montrent que F'(x) a méme limite en co que m(F’), et 1 donne
exactement la limite de m (F*). Le théoréme de [A.] est donc établi lorsque
X est issu de X,=xeM’, modulo le calcul des po’. MW

G. CALCUL DE po/

Remarque. — Puisque N/ est indépendant de (r,, p,), il en est de méme
de po’.

— Fixons un indice j, sans plus I’écrire.

— Notons v la probabilité invariante sur K pour la chaine X
logue a v, déja définie au lemme 7 pour X
posons

o ana-

4 notons o = (§,—1,), et

g*=g*(pp)=Supg et g,=g.(py)=Infg.
D D

LEMME 10. — e?0(e*—1)(2g*) 'S, <e*0(e**—1)(2g,) L.

Vol. 27, n° 4-1991.
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Preuve. — Reprenant les notations de la preuve du lemme 5, on a :
a, =E, (O =E,(Inf{7|B(&)=p})

=[EV<Inf{ j 0t ¢ (7 B, <po+w,>dt\Bszp})

0

= [Ev(j pemfg_1 (ro+B,, 0o+ W, dt x 62'0)

0
<t (| emar) e,
0

GP [e3
or suivant la formule d’It6 exp (2B, ) — e?Bo=2| ¢*BidB,+2 j "o, et
Sy 0
donc (¢* étant borné sur [0, c,]) E, <J eBdt |=(**—1)/2. A
0
ProrosiTioN 11. — pa/=mn/S.
Autrement dit, les capacités o sont toutes égales a 7/p s.

Preuve. — (i) De I’expression donnée a la proposition 3 de d/*> dans D
on tire :

p
S(D)=Jj e g 1 (r, (p)drd(p§2nj ’ e¥ (g,) dr=e*omn/g,,
D

e

et de méme S (K)=e?"ont/g*.

t t
(ii) f Iy X)ds< Y (1 AG—t A rk)gj 1, (X,) ds entraine sur J¢ :

0 k=1 0

. 1 v 1 v
1J LX) ds<t Y G-r=adtes ¥ G
tJo k=1 Ut k=1
et
1 ¢ ] 1+uf 1 uf
—J Ip(X)dsz~ Y G—wza(l—e)— ) G
tJo k=1 U k=1

(iii) Le théoréme ergodique (avec la méme justification que dans la
preuve du lemme 7 pour la troisiéme assertion) assure que lorsque ¢ — o0 :

t

lflK(xs)arsLS'» S (K)/S. % J 1, (X,) ds—— S (D)/S
t

0 0
et
w

p.s.
Y. (€~ t1)— 0, (pour w valant u ou v).
k=1

1
we
t
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p.s.
(iv) lpy——1 grace au lemme 7.
(v) (i), (iii) et (iv) font que pour tout £>0

SK)SSa(l+o,< SO,
—&

d’ou
S(K)/S£aa, =S (D)/S.
(vi) (1), (v) et le lemme 10 font que
2p -1 * 2p _ -1
Exgi)((ep 1) Spaégxg_x<ep 1> ><e2°;
S g* 2p B S & 2p

enfin, puisque pa est indépendant de (p, p,) selon la remarque précédant
le lemme 10, on obtient le résultat en faisant tendre p vers 0, puis p,
vers —oo. M

H. EXTENSION A CERTAINES FORMES NON FERMEES

— Conservons les notations de [A.] et [C.], et notons de plus 0 la
densité de do par rapport a m, 0|, =0/ (r, ¢’), et & la distance a T, et
soit

. 1
q’(r)=—J .
21 )rizny

— Remplagons I'hypothése de fermeture de ®, a savoir: 6=0 dans
les K;, par ’hypothése plus faible suivante :

(H) Pour tout :
80j 1 i—1 2
—eL (K;, m), et &) doeL”(K;, m).
5"’ D (Tj‘ 5])
Remarques. — (i) On a dans D;
Sjgige'jgﬁfg}" et ngm=e2'jdrj A do’

et donc 0= nge_z’jyj. (y/ et A sont ceux du lemme 4.)

(ii) (H) assure que do n’explose pas trop vite prés des poles de o, et

f e . 00 .

est vérifiée par exemple si @GL1 (K;, 3 m) et 6L* (M, m).

LEmMME 12. — 1. 0eL'(M, m) <et donc J dw a bien un sens);
D

(T, &%)
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2n
2. lim eZ’J |0/ (r, ©)|dp=0, et donc lim sup || =0;

r— - 0 r=>=-o o

3. ¢j(w)=lim ¢’ existe dans C.

Remarque. — Le ¢;(w) de 3 se substitue & celui défini en [A.]

Preuve. — On a pour x<r, :

J 10| dr— |0, ) |(e¥0— 22

" r r Vi
éjolej(ra D=0 (r,, ~)|€2rdr§fo<f0 HL)J drj)ezrdr
X x ’ iz
:l:ez’/Z J'o _J oo/

) i °+1/2f°
or’ " . |or
2[0 ]Gjlezrdr§fo %
— | OF

e¥rdr

w
et donc

j .

— e dr+e*o |0/ (ry, .)|

en faisant tendre x vers — oo; d’ou

. 00/
2g{k||9”L1(Kj,m)§g}k Y] +C<oo.
O ILt ;. my
2. Soit

. 2n .

w=e | 0. o)l ao;
0
on a

| & (- ()| < +

2 j @ () dr’

r (2=
J
elr
r 0

qui tend vers 0 lorsque r et r’ tendent vers — oo, a cause de (H) et de 1;
donc @ —— //; puis @ eL! ([— o0, r,]) entraine #=0

(=g |=12n J do §1/21tj || dm pour
(r<ri<r’) {r<rj<r')

r<r', ce qui avec 1 permet d’appliquer le critére de Cauchy. H

[V )
%mw@w

THEOREME. — Le théoréme de [A.] reste valable sous | ‘hypothése (H).

Preuve. — 1l faut contréler que la preuve du lemme 4 s’adapte sous
(H), A' n’étant plus de classe C? sur M ; mais

too ro t/ o i
lJ M"dl’i‘—‘ %f X;e"é(gj)sl’z st+ lJ' (a_> (gj)seAerds’

o 0 2t Jo \ o
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et le processus croissant de la partie martingale vaut

Yo - I .
t_lzf Mﬁlze—zrg(gj)sdsz;J | [?e™ 2 g;dm ~ 0
0 .

Dj

car J |7J|e'2’j dm§CJ |0]dm, et par (12, 2); tandis que l'autre terme
D. .

i D;
tend p.s. vers

J . J . 2n
J <a—x.>e_2”gjdm=s_1j (a—x,>drf/\d(p1= lim J‘ M(r, 9)do=0
Dj ar} D; ar’ r—> —o©J0
oM

car f
o, | o7

(.. .
—J Aedr] = 0.
tJo

t
Enfin 1J (CDY (r)) do! ~ 0 puisque son processus croissant est
tJo

dﬂmN§CJ'

D;

00/
;‘dm, et par (12,2); ce qui prouve que
r

(), . N, 1 . 2
t_zj (| —¢? Ip)(r)e 2§(gj)sdsz;j lg'—c;|?e > g;dm
0 D;

J

qui tend vers 0 a cause de la deuxiéme condition de (H). W
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