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d’un modéle ARMAX.

Application a identification des modéles ARMA

par
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ResuMmE. — Pour un modéle ARMAX vectoriel complexe, on étudie,
sous ’hypothése de passivité, la consistance forte de I’estimateur des
moindres carrés généralis¢ pour un schéma récursif AML, en précisant les
vitesses de convergence presque stire. On travaille également sur les erreurs
de prédiction liées a un tel modéle.

On donne ensuite, pour un modéle ARMA vectoriel complexe, le com-
portement asymptotique presque sir des trajectoires. On prouve, dans les
cas stable et instable, la consistance forte et dans le cas explosif régulier
celle de la partie autorégressive, en précisant les vitesses de convergence
presque sire.

ABSTRACT. — For a complex multivariate ARMAX model, we study the
strong consistency of the extended least squares estimator for a recursive
AML scheme, on the hypothesis of passivity. We precise the almost sure
rates of convergence. We also work on the prediction errors related to
such a model.

Afterwards, we give the almost sure asymptotic behaviour of the trajec-
tories of a complex multivariate ARMA model. We prove the strong
consistency on the stable and unstable cases. On the explosive regular
case, we prove the strong consistency of the autoregressive part. We give
the almost sure rates of convergence.
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426 B. BERCU

I. MODELE ARMAX VECTORIEL

1.1. Introduction

De nombreux travaux ont été réalisés sur les modéles ARMAX, notam-
ment par Caines [1], Duflo [3], Goodwin, Ramadge et Caines [5], Lai et
Wei [6], [8], [9] et [10] et Solo[12].

Ces auteurs ont souvent travaillé dans un cadre unidimensionnel et ont
peu travaillé sur les erreurs de prédiction. Aprés avoir rappelé certains
résultats qui découlent de leurs travaux, on donne, sous I’hypothése de
passivité, des critéres de consistance forte de I’estimateur des moindres
carrés généralis¢ pour un schéma récursif AML et des résultats sur les
erreurs de prédiction qui jouent un role fondamental dans tous les
problémes de poursuite.

Soit (Q, o/, P) un espace de probabilitt muni d’une filtration
F=(Z),20- On considére le modéle ARMAX vectoriel complexe
d’ordre (p, g, r) défini pour tout n=0 par

AR)Y,=BR)U,+C(R)g,

e A, B et C sont des polyndmes matriciels complexes avec pour ze C
A@=1,—Ajz—...—A,z,
B(z)=B,z+...+B,z%,
C@=1,+Ciz+...+C, 7,

et Ay, ..., A, C,, ....,C, sont des matrices carrées complexes d’ordre
d,, B, ..., B, sont des matrices rectangulaires complexes d’ordre d, X d,
et I,, est la matrice identit¢ d’ordre d,.

e Le bruit e=(g,) est une suite de vecteurs aléatoires de dimension d,
adaptée a F avec E(g,.1|#,)=0¢ct E(g,.; *¢,,,|#,)=T ou I est une
matrice de covariance d’ordre d; déterministe.

o Le contréle U=(U,) est une suite de vecteurs aléatoires de dimension
d, adaptée a F.

e L’etat initial (Yy_p, ..., Yo, Uiy ..., U, 81, ..., 8) est F,
mesurable.

e R est 'opérateur retard sur les suites vectorielles.

NotaTiON. — Pour deux vecteurs complexes a et b de méme dimension,
on utilise *a="a, (a, b)=*ab et || a||*={a, a).
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MODELE ARMAX 427

Pour une matrice symétrique A, A, (A) et Ay, (A) sont sa plus grande
et sa plus petite valeurs propres. Pour un entier naturel d, I, est la matrice
identité d’ordre d. I est la matrice identité d’ordre d, (p+r)+d, q.

Soit *0=(A,, ..., A,, By, ..., B, Cy, ..., C). On cherche a estimer 6
constitué par (p +r) matrices carrées d’ordre d; et ¢ matrices rectangulaires
d’ordre d, x d,.

Pour tout n=0, soit "W, = (‘YZ, ‘U, ‘¢}) ou

o YI=(Y, ..., Y, i),

L4 IU3=(tUm et tUn—q+1)’

o' =(¢, ..., € ,41)

On montre facilement que la relation ARMAX ci-dessus, peut s’écrire,
pour tout n=0, Y, =*0¥,+¢,,,.

Pour tout #>0, soit &, un estimateur de ¢,, ®, de P, et §, de 0 et soit
B,=*0¥,— *0, ®, I'erreur de prédiction a I'instant n. On utilise

n

Q=Y V*¥,+1I et S,=) O 0 +1

k=0 ) k=0
Soit g, et s, les traces des matrices Q, et S,. On utilise également
.fn = *(Dn Sn_ ! cI)n et E&n= *(I)n Sr:—ll (I)n'

MEeETtHODE AML. — On travaille sur un schéma récursif PO si ’on
utilise pour estimer ¢,, ’erreur a posteriori

= A \ th — (t t to
£=Y,—*0,0,_, ou D,=("YZ, UL el).

On appelle méthode récursive AML, abréviation anglosaxonne de
Approximate Maximum Likelihood, I’étude de I’estimateur des moindres
carrés généralisé pour le schéma PO, défini pour tout n=>0 par

én+1=€n+sn_lq)n*(Yn+l_*énq)n)~

I.2. Consistance

THEOREME 1. — On suppose que dans le modéle ARMAX, le bruit € a un
moment d’ordre >2 fini. On suppose que le polynome matriciel C est passif.

Soit F,= Y. f,. On a toujours p.s.
k=1
[1S2/2®,+1—0)[|>=0(F,)

Vol. 27, n® 3-1991.



428 B. BERCU
Y |0 P> =0 (F,)
k=1

> “ *B‘Pk_*ék-Fl (I)kHZZO(Fn)

k

Z ||*(6k+1_e)q)k”2=0(Fn)
k=1
Y llec—el*=0(F,)
Y (A=£)|B|*=0(F,)
k=1

THEOREME 2. — On se place dans le cadre du théoréme 1 mais on suppose
seulement que le bruit € a un moment d’ordre?2 fini. Soit f une fonction
réelle, strictement positive et croissante avec

+ o
lim f(x)=+ o et j fH(x)dx<+ 0
x—+ o0 a
pour un a>0. Alors, sur { F,—> +o }, le théoréeme 1 reste valable en
remplagant partout O (F,) par o(f (F,)), sauf dans la premiere relation.

1+a

Remarque. — On peut prendre par exemple, pour a>0, f (x)=x'"* ou

f(x)=x(logx)t*e
Remarque. — Soit pour n=1, K,=inf{n, logs, }. Comme F,=0(K,),
les théorémes ci-dessus restent valables en remplagant partout F, par K.

CoMMENTAIRE. — Les deux premiéres relations ont été prouvées par Lai
et Wei, dans un cadre unidimensionnel [8] puis dans un cadre multidimen-
sionnel [9] avec une vitesse de convergence en logs,. Les trois suivantes en
découlent. La dernieére donne un résultat utile sur les erreurs de prédiction.

CoOROLLAIRE 1. — On se place dans le cadre du théoréme 1.
(a) L’estimateur des moindres carrés généralisé est fortement consistant
sur 1, U1, ou
. Ay
Il={lm1—ﬂﬂ§ﬁ=4wn} et L={10g5,=0(hmn(S) )

n—+ oo n

et, sur I, UI,, ona

]]@,,+1—9||2=0( K. ) ou K,=inf{n, logs,}.

}“min (Sn)
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MODELE ARMAX 429

(b) De plus, si on @ hipax (Qu) = + 00 et 108 (Agyay (Q)) = 0 (Ainin (Qn)) - 5.
alors I'estimateur des moindres carrés généralisé est fortement consistant sur
J,UJ, ou

Jl—_-{ hm x—xni(—%z:‘_"'w} et J2={10gqn=0()"min(Qn))}

n—+oo n
et, sur J;\UJ,, on a

o L .
||6,,+1—9H2=0(x—.("—Q)) ou L,=inf{n, loggq,}.

COROLLAIRE 2. — On se place dans le cadre du théoréme 2.
Les résultats du corollaire 1 restent valables en remplagant K, par £ (K,)

et L, par f (L,).

COROLLAIRE 3. — On se place dans le cadre du théoréme 1 avec
P= 2 1Bl
k=1

(@) Si Apay (S,) > + 00 et 10g(5,) =0 Apin (S,-1)) p.5. 5, ' P, > 0p.s.
(b) Si Moy (Q) > + 00 et 108(4,) =0 Mpin (Q,_ 1)) p.s. ¢, ' P, > 0p.s.

CoROLLAIRE 4. — On se place dans le cadre du théoréme 2.
Les résultats du corollaire 3 restent valables en remplagant log(s,) par
f(log(s,)) et log(q,) par f (log(g,)) et tous les o par des O.

Remarque. — On utilise pour prouver ces corollaires, les propriétés de
transfert suivantes

e Par le théoréme 1, on a toujours A, (Q,)=0 (A, (S,)) p.s.

e De plus, si 'on suppose que A, (Q,) — + oo p.s. alors les suites
Amax (S1))s (Amax (Q)) et les suites (s,), (g,) sont équivalentes.

® Si X,y (Q) = + 00 et 10g(Apax (Q,) =0 (R (Q,)) p.s. alors les suites
Amin (S))s pin (Q)) sont du méme ordre.

Remarque. — On peut montrer, ce qui nous sera utile dans le cadre

ARMA, que si Apa (Q,) = +00 et 108 (Apax (Q)) =0 (A (Q,) p-s. alors
il existe deux constantes a et b strictement positives telles que, pour n
assez grand

aQ,<S,£bQ,.

Vol. 27, n® 3-1991.



430 B. BERCU

II. IDENTIFICATION DES MODELES ARMA

I1.1. Introduction

On reprend, pour les modéles ARMA, les résultats obtenus par Duflo,
Senoussi et Touati [4] et Lai et Wei [7], sur les modéles autorégressifs. On
précise comment 1’on passe facilement du cadre AR au cadre ARMA. On
¢tudie, en supposant que la matrice de covariance du bruit associ¢ au
modéle est inversible, le comportement asymptotique presque sir des
trajectoires. On prouve, dans les cas stable et instable, la consistance forte
et dans le cas explosif régulier, celle de la partie autorégressive, en précisant
les vitesses de convergence presque sire.

On se place dans le cadre ARMA avec ¢=0. On considére le modele
ARMA vectoriel complexe d’ordre(p, r) et de dimension d, défini pour
tout n=0 par

AR)Y,=C[R)s,.
e A et C sont des polyndmes matriciels complexes avec pour ze C

A@)=1,—Az—...—A,z%,
C@@=I;+Cz+...+C,z",

et Ay, ..., A, C;, ..., C, sont des matrices carrées complexes d’ordre
d. On suppose que I'on a une représentation ARMA irréductible, les
polyndomes A et C sont premiers entre eux a gauche.

e On suppose dans toute notre étude A, inversible.

o Le bruit e=(g,) est une suite de vecteurs aléatoires de dimension d,
adaptée 4 F, avec E(g,,,|#,)=0ct E(g,,, *¢,,,|#,)=T ou I est une
matrice de covariance d’ordre d inversible. De plus, on suppose que ¢ est
soit un bruit blanc, soit un bruit admettant un moment d’ordre >2 fini.

Soit P, le polynome défini pour zeC par P, (z)=det (A (z)). Soit « et
o le plus petit et le plus grand des modules des racines du polynéme P,.

e Le modele est stable si o> 1.

o Le modeéle est instable si a=1.

e Le modéle est explosif si o< 1.

e Le modéle est régulier s’il n’existe aucun zeC avec |z|<1 tel que
A (2) ait un noyau de dimension = 2.

Remarque. — Comme le montrent Duflo, Senoussi et Touati[4] dans le
cadre AR vectoriel, I’hypothése de régularité est inévitable si I’'on cherche
a obtenir des résultats de consistance forte dans le cas explosif. Elle est
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MODELE ARMAX 431

donc, a fortiori, inévitable dans le cadre ARMA vectoriel explosif mais
elle est toujours réalisée dans le cadre ARMA scalaire explosif.

II.2. Passage ARMA-AR

Soit B la matrice compagne du polynéme matriciel A. B est une matrice
carrée complexe d’ordre s ou s=dp avec

A, A, A, ... A
I, 0 0 ... 0
B=l 0 1, o ... o
o ... 0o 1, o

Soit J la matrice rectangulaire de dimension s X d dont le bloc supérieur
est la matrice I; et dont les autres termes sont nuls. Pour tout 1<i<r,
soit ¥, la matrice carrée complexe d’ordre s dont la premiére colonne
correspond a JC; et dont les autres colonnes sont nulles.

En posant, pour tout n=0, X, =Y? avec ‘YZ=(Y,, ...,"Y,_,.,) et
£,=Je,, on se ramene a 1’é¢tude du modéle ARMA vectoriel complexe
d’ordre (1, r) et de dimension s, défini pour n=0 par

X,+1=BX,+&, +€. 8, + ... +E€.6 i1
Soit Z=(Z,) le processus défini pour n=0 par
Z,=X,+D;E,+...+D,&, ..
On montre facilement la relation Z,=BZ,_, + D, si 'on a choisi
D=D,+I, e D,=B!%,
et pour tout 1 <iZ(r—1), D;=B~1(%,+D,, ).

Remarque. — Comme A, est inversible, B est inversible car les valeurs
propres de B sont les racines de 1’équation

det(A,+A,_ A+ ... +A M =2P1,)=0

et les valeurs propres non nulles de B sont les inverses des racines du
polynéme P,.
n
NotatioN. — Pour n20, on utilise R,= Y X, *X, +I et r,=trace (R,).
k=0

Vol. 27, n® 3-1991.



432 B. BERCU

II.3. Comportement des trajectoires

THEOREME 3. — Soit v le maximum des ordres des racines de P, de
module o. On a p.s.
o Cas stable :
X,]|l=0(®') et r,=0(n).
De plus, on a lim *X,R; !X, =0.

>+

o Cas instable :
m(n*~'log log(m)~'2||X,||<Cte et  r,=O(®n*loglog(n)).
De plus, si le bruit € admet un moment d’ordre >2 fini, on a

lim *X,R;!X,=0.

n—+ o
o Cas explosif :
rp= o) (Q_E_z" n2v-2)

(2*"n~2¥*2)r, converge vers une v.a. strictement positive et 'on a

lim ! log (r,)= —2 log(a).
n>+w N
CoMMENTAIRE. — Comme Z=(Z,) est un processus AR commandable, le
comportement asymptotique presque sir de ces trajectoires est entiérement
décrit par Duflo, Senoussi et Touati [4] ou Lai et Wei [7]. On peut
en déduire facilement les résultats annoncés pour le comportement des
trajectoires du processus ARMA X =(X,).

11.4. Consistance

Soit *6=(A, C) avec A=(A, ..., A) et C=(C,, ..., C) et soit 8,
Pestimateur des moindres carrés généralisé de 0. *0,=(A,, C,) ou A, estime
la partic AR A et C, estime la partie MA C. On travaille, comme dans le
cadre ARMAX, avec l’erreur a posteriori.

NotaTtioN. — Pour tout #=0, on utilise

0 Q=Y ¥+, avec ¥, =(X,, &) et g,=trace(Q,).
k=0

S,= Y ©*O,+1,;,,, avec ‘@, =(X,, ‘&) et 5,=trace(S,).
k=0

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



MODELE ARMAX 433

THEOREME 4. — On suppose que le polynome matriciel C est passif et
que le bruit € admet un moment d’ordre >2 fini.

e Cas stable et instable :

0, est un estimateur fortement consistant de 8 et

“An—AII’+IlC,,—c1|2=o<M)
n

De plus, on a lim *®,S;'®,=0 p.s.

n—+ o
e Cas explosif régulier :
A, est un estimateur fortement consistant de A et I'on a

|(A,—A)B"||*=0(®) p.s.

CoOMMENTAIRE. — Le cas stable a déja été traité par de nombreux
auteurs, alors que les cas instable et explosif ont été peu explorés. Dans
les cas stable et instable, on trouve les mémes résultats de consistance
forte que dans le cadre autorégressif étudié dans [4] et [7]. Par contre,
dans le cas explosif régulier, on trouve un O & la place d’un o.

Remarque. — Si I'on suppose seulement que le bruit € a un moment
d’ordre 2 fini, comme dans le théoréme 2, on a dans les cas stable et
instable

1A, Al e, ~clp=o(FED) .
n

et dans le cas explosif régulier
IA,=A)B[2=0(f () p-s.

COROLLAIRE 5. — On se place dans le cadre du théoréme 4. On utilise,
pour estimer T, les estimateurs
.1 & " ~
L4 rn=; Z (Y= %01 @ ) *(Y, — *Or—1 Dy 1),
k=1

1 n
of,== Y g *z.
ng=1
Alors, dans les cas stable et instable, T, et T, sont des estimateurs
Sfortement consistants de T .

Remarque. — Soit, pour tout =0, B,= *0¥,— *f, @, l'erreur de prédic-
tion a I'instant n et f,= *®,S;!®,. On a

. fn=l 2 (et B ) * (e + By y),
k=1

Vol. 27, n® 3-1991.



434 B. BERCU

ol =

S |-

Z (I—fi- 1)2 et Bio ) *(e T Be— 1)

III. LES DEMONSTRATIONS ARMAX

ITI.1. Propriétés AML

Nous donnons une série de résultats, connus ou non, qui nous seront
utiles par la suite.

UTiLITAIRE 1. — Pour tout n>0, soit f,=*®,S; ' ®, g,=*®,S, !, @, et
soit F,= Y fp.
k=1
(@ (I-f)=(+g,) ! donc0=f,<1.

(b) gn-{-1=(1 _f;t)(Bn+8n+l) et én+1:én—|-sn-—ll (I)n*gn-{—l‘
() F,=dinf{n, logs,} avec d=pd, +qd,+rd,.

PassiviTE. — Soit A un polyndme matriciel complexe défini pour zeC
par A(z)=A,+A;z+...+A,z" ou Ay, Ay, ..., A, sont des matrices
carrées complexes d’ordre d.

® A est causal si det A (2) #0 pour tout |z|<1.

® A est positif si, pour tout ze C avec |z|=1, A (z)+*A(z)>0.

1
e A cst passif si A est causal et B= <A‘1 — 5 I,,) est positif.

UTILITAIRE 2. — Soit A un polynéme matriciel complexe de dimension d.
On suppose que A est passif. Soit u=(u,) une suite de vecteurs complexes
de C? et soit v=(v,) et w=(w,) les suites définies pour tout n=1 par
u,=AR)v, et w,=B(R)u,.

(a) 1l existe quatre constantes positives a,, a; (), b, et b, (1) avec

2Re<z *ukwk>+al(u)ga1 A
k k=1

=1

et

2Re(z ”‘ukwk>+b1(u)gb1 > lwell
k=1 k=1
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MODELE ARMAX 435

(b) Soit ¢=(c,) une suite réelle, strictement positive et croissante. On a

2Re(z c{l(*ukwk))Jr a4 () 2a, Y o M ul?
K c

=1 1 k=1

et
2Re< 5 ck_l(*ukwk)>+ @y v et
k=1 €y k=1

CoMMENTAIRE. — L’Utilitaire 2 est prouvé, grace a des outils d’Analyse
de Fourier par Duflo [3]. 1l clarifie les notions qui découlent, dans notre
cadre, du lemme de Positivité. Voir Caines [1], Goodwin, Ramadge et
Caines [5] et Solo [12].

III.2. Consistance

Soit V,=*8,S,_,8, et a,=—*0,®,_,. Par les Utilitaires 1 et 2, on
montre égalité classique similaire a celle de Caines [1], Goodwin,
Ramadge et Caine [5] et Lai et Wei [9]

Vor1—V,= n+1*an+1—f;;(l_f;l)(Bn+8n+1)*(ﬁn+8n+1)
4_zj;8n+1*8n+1_{£n+1*dw+1)
(€1 ¥y ) T Epr1 *Ynr ) T (Err 1 *Ynr 1)
ou l'on a posé
0,=6,—0 et £,=8,— ¢,
et
'Yn+1:*énq)n+f;lﬁn=—an+1—ﬁ18n+1'

Soit v, la trace de la matrice V,. Par commutativité de la trace, on tire
alors

Vo1 = 0=ty [P/ A= | Bat &0t |7 5
+2fn”5n+1 ”2_2Re(*an+1 €nr 1) F2Re(*Y,y 1 80 1)-

En sommant I’égalité ci-dessus, on montre facilement que 'on a
n n
Vs TOL= ), ” et |2 Z S =L || Bt €rss II?
k=1 k=1

+2 ka”SkH“z_ZRe( Z *ak+lék+1)+2Re(Mn+l)
k=1 k=1

Vol. 27, n° 3-1991.



436 B. BERCU

avec M, 1= 3 *Vi+1Ees1-
k=1
M=(M,) est une martingale de processus croissant (M )=({M),)
avec, pour tout 7=2, (M, A (DA, ou A,= Y |lv.]]> Par suite,
k=2

grice a la loi forte des grands nombres, il existe une suite réelle convergente
n=(n,) qui tend vers 0 si { M >, =co et qui vérifie I'inégalité

Re (Mn)gnn An p-s.
Soit 4,=¢,— % a,. Par ce qui précéde, on montre facilement que

vn+1—v1§_2Re<Z *ak+1hk+1)

k=1
+2(1+2n,41) ka||8k+1”2+4m+1 Z ”“k+1”2'
k=1 k=1

Mais par I’Utilitaire 2, il existe une constante / strictement positive et
une v. a positive finie L avec

2Re< ) *ak+1hk+1)+L§l Y lowsil® p-se
k k=1

=1
donc
n n
Vyer — 01 SL+@M, 1)) Z ”ak+1 ||2+2(1 +2Mp4 1) Z fk”gk+1 “2
k=1 k=1
Finalement, on a v,,; SK+T,,; ou K est une v.a. positive finie et
T,:1=3 kaHakH”z-
k=1
f=(f,) et e=(g,) sont deux suites adaptées & F. Si ¢ admet un moment
n

d’ordre >2 fini, on a T,=O0(F,_,) ou F,= Y f;. Voir Chow [2] ou Lai
k=1

et Wei [6]. Par suite, on a
“ S:/Z (én+ 17 6) HZ §Dn+ 1 donC ” S;/Z (6n+ 1 e) ”2 = 0 (Fn)
On a

> llows i [?=0(F,) donc >l *(6k+1—9)®k“2=0(Fn)~
k=1 k=1
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MODELE ARMAX 437

De méme
2RC(Z ¥yt g hk+1>=0(F,,) donc Y ||&4,|>=0(F,).
k= k=1

1
|@0 =, [?= X |&s-kss|* donc ¥ [|@—¥,[*=O(F,.
k=1 k=1

Comme

20— B @ P20 F [ @ = FulP+2 T [l [
=1 k=1 k=1

on obtient Y. ||*0¥,—*0,,, @;]|*=0O (F,).
k=1

Soit B,=*0W,—*0, @, 'erreur de prédiction a I'instant n. On tire, grace
a P'Utilitaire 1, I'égalité (1—7,) B,=&,+1 +f, €ns 1. Donc par suite, on a

T =B = 0.
En reprenant la démonstration ci-dessus, on montre également que
kél feQ=f) |lews 1 + B[ =O(F,)
donc

L AQ=RBIP=0F)

et finalement Y, (1—/)| Bc||*=0O (F,).
k=1

On a donc achevé la démonstration du théoréme 1. La démonstration
du théoréme 2 est similaire a celle du théoréme 1, en utilisant le lemme
de Kronecker et I'Utilitaire 2.
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IV. LES DEMONSTRATIONS ARMA

IV.1. Commandabilité

Soit M la matrice carrée complexe d’ordre e avec e=d(p+r),

B C
M =
0 E
ou C est la matrice rectangulaire complexe d’ordre s X dr dont les colonnes
sont constituées par JC,, JC,, ..., JC, et E est la matrice carrée réelle
d’ordre dr X dr dont les d premiéres lignes et les d derniéres colonnes sont

nulles et dont le bloc inférieur gauche correspond a la matrice identité
d’ordre d(r—1). Si, pour tout n=0, '€,=(Je,, ¢, 0,...,0),ona

lPn+1=M\Pn_'—éon+1'

W = (¥,) est donc un processus autorégressif de dimension e. On suppose
que I' est inversible et que I’on a une représentation ARMA irréductible.
Alors, grace au théoréme de transfert d’excitation, voir Duflo [3] ou Lai
et Wei [9], il existe une constante p strictement positive, telle que

.1
lim — >\‘min (Qn) g p D-s.
T n

Par suite, ¥ =(¥,) est un modéle autorégressif commandable. Soit T la
matrice rectangulaire complexe, T=(I, D, J...D,J). On tire que Z=(Z,)
est également un modéle autorégressif commandable, car on a Z,=T V¥,

IV.2. Comportement des trajectoires

En reprenant les résultats obtenus par Duflo, Senoussi et Touati [4] et
par Lai et Wei [7], sur le processus Z=(Z,), on obtient facilement la
démonstration du théoréme 3.

En effet, grace a la relation liant Z=(Z,) et X =(X,,) et grice a I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, les résultats sur les normes et les traces associées a
ces processus sont les mémes. La seule difficulté consiste a montrer que
dans les cas stable et instable

lim *X,R;7'X,=0 p.s.

n— +owxc
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Le cas stable est simple. Pour # assez grand, si h,=*X,R, !X, ona
n=0Mhnn(Q)) €t Apin(Q)=hyin(R,)
donc n=0 (A ,;, (R).
Or 1, =X Ry H|IX, P done A, < (Apin (R)) Y| X, ||?. Par  suite

X, 11 .
hn=0<u> et comme || X, ||*=0(n),ona lim h,=0p.s.
n n— +o0
On étudie maintenant le cas instable. ¥ =(¥,) est un modele autogréssif
commandable. Soit g,=*¥,Q, ' ¥,. Par les travaux déja effectués dans
le cadre autorégressif, voir [4] et [7], on a

lim g,=0 p.s.
n— +oo
On a
R, K,
(%, 1)
K, L,
avec
K,= Y X *& et L= g*e+],
k=0 k=0

De plus, on a

8. =%, B, +v,

—_ % Xn - Xn — % 0 -1 0
(T (5) = (o)
—_ * Xn -1 0
AR <0>Q" (;;;)‘

Onao,<2g,+2B, et comme g, et B, convergent vers 0 p.s., on tire

avec

et

Iim o,=0 p.s.
n—> +o
Soit E,=L,—*K,R,;'K,. Comme la matrice Q, est inversible, E, I'est
également car on a det(Q,)=det(R,)det(E,). Par suite, on peut choisir
pour inverser Q,, voir Rao [11], la matrice
Q—1=<R;1+FnEn—1*Fn MFnEn_1

Eo1p Bt > avec F,=R;'K,.
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Mais E, est définie positive et
o, =*X, R, 1X,+*X,F,E; 1 *F,X,
donc, comme lim «,=0,ona lim A,=0p.s.
n— +wo n—> +oo
On a donc achevé la démonstration du théoréme 3. On prouve mainte-
nant le théoréme 4.

IV .3. Consistance

IV.3.1. Cas stable et instable

¥ =(¥,) est un modele autorégressif commandable. Par suite, grice au
théoréme 3, on peut trouver u>0 tel que

g,=0(n*) donc logg,= 0 (log(n)).
Mais n=0 (A, (Q,)), donc log (A, (Q,) =0 Ay, (Q,)) p.s. Done, par

le corollaire 1, on a
10,-0[2=0(*E®)
n

donc

I4,-A [P+ €,-clp=o0( 2E)
n

De plus, comme 10g (Apay (Q,) = 0 (Apmin (Q,)) P.s., on peut trouver deux
constantes a et b strictement positives telles que, pour # assez grand

aQ,=§,=bQ,

donc
aS,; 'sQ, ! et af,<*0,Q,; 1 ®,.

Soit A,=¥,—®,. On a *®,Q,; ' ®,<2(g,+*A,Q; ' A,). Mais
*A QA S ke (Q DAL |2

donc *A, Q; ' A, < (M Q) 71 || A, |1
Or, on a

Y |A*=0@og(m) donc *AnQ;lA"=0(10g(H)>‘
k=1 "
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Par suite, on a lim *A,Q,'A,=0 p.s. et comme lim g,=0, on a

n— +wo n— t+o

lim *®,Q, !®,=0 p.s. Finalement lim f,=0 p.s.

n— +o n—- +o

1V.3.2. Cas explosif régulier

Soit T,=B™"X, et G,=B™"R,_, *B™".

On a les mémes résultats que Duflo, Senoussi et Touati [4] dans le cadre
autorégressif, a savoir que T, converge presque sirement vers une variable
aléatoire finie T dont la loi ne charge aucun hyperplan et que G, converge
presque siirement vers une matrice aléatoire G, inversible sous 'hypothése
de régularité.

Soit D, =diag (B", v(n)) avec n'’*=o0 (v (n)).

On a

avec
n n
K,=Y X,*, et L,=) g*e+],.
k=0

G, U,

Par suite, ona D, 'S,_, *D, ! =<*U

> ou l'on a posé

n n

B"K,_, et V,,=—1—i .

U,= .
v(n)?

" o)

Mais, par le théoréme 1, on a Y |&—&/|*=0®) et comme
k=0

e, |2=0(n), on a ||g,][>=0 ) et
Sup || &[> =0 ().
kZn
Par suite, comme n'/2=0 (v (n)), les matrices aléatoires U, et V, conver-

gent presque slrement vers 0, donc la matrice D, 'S,_, *D, !, converge
presque siirement vers la matrice

(5 o)
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Par I'Utilitaire 1, on a S, 0,.1=S,-1 0,+®,*Y,,,. Donc, si 'on pose
9,=6,—6, on a, pour n>1,
0,=S,2 (N, + 0o) et 0,=S,'; (M, +8,)

avec
N,= ) @ *Y, et M, =} O * (& +*0A, ).
k=1

Par suite, on a D, 'S, , *D, ' *D,0,=D," (M, +8,), et 'on tire
|(A,—A)B[[*=0(n)

car
n 2 n 2
HB-"ZX,,_I*sk ésupuekHZ( Y BX,, )
k=1 k<n k=1
" 2
wllalf=om o | T B X[ =0
k=n k=1
et car
n 2 n B 2
[ % s o zsmlade (| £ 5o ol
k=1 k=n k=1
et
sup || A [P =0 (»).
k<n
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