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ResuME. — Considérons le processus stochastique bidimensionnel
U,=(X,+x+1ty, B,+y), t=0, B, étant le mouvement brownien standard,

t

Xt=j B, ds et x, y deux réels quelconques. Dans cette note nous détermi-
0

nons la distribution conjointe de t, et U, ou 7, est le premier instant de

passage sur la droite {a} xR du processus U,. Nous donnons également
une preuve élémentaire (ainsi qu’une généralisation) d’un résultat récent
de Lefebvre (théorémes 1 et 3 de [15]).

Mots clés : Intégrale du mouvement brownien, temps de passage, transformation de
Kontorovich-Lebedev, fonctions d’Airy.

AsstrACT. — Let B,, 1=0, be the standard Brownian motion in R.
Define

t

szf B, ds, U =X, +x+1y, B,+y), (x, »)eR?,
0

and t,=inf{7>0:U,e{a}xR}. In this note we compute explicitely the

joint distribution of t, and U _. We also indicate a simple proof of a

recent result of Lefébvre with some improvement.

Classification A.M.S. : 60 J 65, 60 G 40, 60 G 17, 60 G 15.

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques - 0246-0203
Vol. 27/91/03/385/21/$ 4,10/@ Gauthier-Villars



386 A. LACHAL

I. INTRODUCTION

t
Soit B, le mouvement brownien standard, X,=f B, ds sa primitive et
0
U,=(X,+x+1y, B,+y) le processus bidimensionnel associé. Le processus

U, intervient naturellement dans divers domaines des mathématiques appli-
quées, notamment en mécanique (Rice [23], Potter [20], Kac [12],
McKean [19]), optimisation (Lefébvre [15] et [16]), statistiques (Gani et
McNeil [8]), biologie (Puri [21] et [22]).

Plus particuliérement on est amené a rechercher la distribution des
fonctionnelles suivantes :

1. t,=inf{s>0:X,+x+7y=a} : premier instant de passage en a de la
premiére composante de U,;

2. B, position de la deuxiéme composante de U, a Iinstant ou la
premiére atteint le point a;

3. le couple (z,, B, );

4. X,, avec o,=inf{¢>0:B,+y=>b} : position de la premiére compo-
sante a l'instant ou la deuxiéme atteint le point b;

5. le couple (o4, X,,);

6. le couple (0, X,,,) avec o ,=inf{1>0:B,+ye{a, b}}.

Certaines distributions ont pu étre obtenues explicitement. Rappelons
les résultats connus jusqu’a présent : dans ce qui suit nous désignerons
par

P, {X,edu, B,edv}
=P{X,+x+1tyedu, B,+yedv}=p,(x, y; u, v)dudv

ou

J3

pi(x, y;u, v)——e p[ t—(u x—ty)?

6 2
TRy @=y)- ;(v—y)z]
est la densité de transition du processus (X,, B,).
A. La loi conjointe du couple (t,,|B.,|) a été calculée par McKean [19]
dans le cas particulier x = a. Elle s’exprime par la formule suivante :
{r.edt|B, |edz}

4lylzt
-3z e—(2/z)<y2—|ytz+z2)f o-o2 @9

T \/5 1? o \/ﬁ
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INTEGRALE DU MOUVEMENT BROWNIEN 387

et en particulier :
3 ¥ 1/2 23/2
Pl |Beds}= > Ed

- Wl(o, +aop(2) dz. (2

B. Gor’kov a déterminé la loi de la variable aléatoire B, dans le cas
plus général x<a, y<0 [10]. Elle est donnée par I’expression suivante :

P(x’y){lBt“'EdZ}:Z':(D(a, —Z X, _y)

3 + oo 3/2

_ 9 B
2n), w3+l

®(a, pz; x, =) dll:l o, + o (@dz (3)

+ o0
avec @ (x, y; u, v) =‘[ P (x, y; u, v)dt.
0

C. Goldman a déterminé la distribution de la variable aléatoire t, dans
le cas x<a, y<0 sous la forme [9] :

1 3 3(a—x) e
P(x,n{%edt}:[z\/;( (t ‘y)e 3a-x-m?2:3

+ oo t + oo
+f zdzj J P, ,{t0€ds, |B, |€dn}q,_ (x, y; q, z):ldt (C))
0 0J0

avec ¢, (x, y; u, ©)=p,(x, y; u, v) = p, (x, y; u, —0).
D. Enfin Lefébvre a obtenu la transformée de Laplace du couple
(04, X,,) en termes de fonctions d’Airy [15] :

AL Q2P (et y v
ALYV ((aty B)YR) - ®

B,y [e %7 Xop] =77

siy=b=0,0>0,y>0,
AL 213 ((at iy y)y*R) )
LAY (ot iy YR )
siy=b,b<0,0>0, (59
e=—1 si y>0,
e=1 si y<O,

lE(x,y) [e—mcb—iyxub]:e—tyx

Ai désignant la fonction d’Airy usuelle [1]. Dans le cas 5=0 il obtient la
distribution de X, :

I'(2/3) |y
223 31/6 IZ“X|4/3

P(x,y){Xcoedz}= e—2|Y|3/9|z—xllA(Z)dz, (6)

avec A=]x, +oo[ si y>0, A=]— o0, x[ si y<0.
On notera que (5) et (5') ont été récemment redémontrées par Biane et

Yor [2] et (2) par McGill ([17], [18]) a l'aide de techniques différentes
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388 A. LACHAL

faisant appel au temps local du mouvement brownien et 4 la méthode de
Wiener-Hopf.

On pourra également remarquer que intervention de la fonction d’Airy
dans ce type de probléme n’est pas nouvelle; voir par exemple Kac
([12], [13] en 1946), Shepp ([24] en 1982) et Groenenboom ([11] en 1989).

Dans cette note nous nous proposons de compléter ces résultats en
explicitant la distribution conjointe du couple (t,, B, ) dans le cas général
ou x et y sont des réels quelconques (c’est-a-dire dans le cas x#a, jusqu’a
présent non résolu).

Nous indiquerons également une preuve trés simple des résultats de
Lefébvre [formules (5) et (5')], qui nous permettra d’obtenir en plus la

transformée de Laplace du couple (G, X, ,)-

II. LA DISTRIBUTION CONJOINTE DU COUPLE (z,, B,)

Notre résultat s’énonce comme suit :

THEOREME 1. — La distribution conjointe du couple (t,, B, ) est donnée
par la formule

P, {t.€dt, B, edz}

t + o0
=|z||:p,(x,y; a, z)—fj Po, —1.pito€ds, B,yedp}
0J0

mqm%m-wﬂh®w&(ﬂ

avec
Po, -1y {To€ds, B, edu}
4lz|w/
= 31: e—(z/s)(z2—|z|u+u2)j use—(sem s
/25 0 /0

et les conventions d’écriture

Lo, + ot Wdsdi (®)

A=[0, +oo] si x<a, A=]— o0, 0] si x>aq,

Preuve. — Notre démarche est sensiblement la méme que celle de
Gor’kov [10], I'innovation par rapport a cette derniére consistant a utiliser
au cours de la démonstration la technique employée par McKean pour
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INTEGRALE DU MOUVEMENT BROWNIEN 389

déterminer la distribution du couple (t,, B; ) dans le cas x=a [19], et de
lever par ce biais I'obstacle auquel Gor’kov s’était heurté.

Enongons les points essentiels de la démonstration sous forme de lemmes
que nous démontrerons au paragraphe III, la difficulté essentielle se situant
au niveau du lemme 4.

LEMME 1. — La loi de la variable aléatoire B, est portée par I'intervalle
[0, + oof (resp.]— oo, 0]) lorsque x <a(resp. x>a).
LeEMME 2. — La limite suivante est satisfaite :
lim t,=0 (resp. lim t,=0)lorsque y>0 (resp. y <0).

X —a X —a
x<a x>a

LEMME 3. — La transformée de Laplace du couple (t,, B, ) définie par
u(x, y)=Ey, ,le ™ "B pourx<a, —0<y<+o

(resp. u(x, y)=E , [e*"B] pour x>a,— 0 <y< +00), A>0, v>0, est
solution du probléme aux limites suivant :

1 0%u Ou
- 5@ty —(x »)=rulx, ),
2 dy Ox
®
x<a (resp. x>a), —oo<y<+oo,

u(@™, y)=e™ ", y>0 [resp. u(a™, y)=e", y<0],

u(a™, y) [resp. u(a™, y)] désignant la limite & gauche lim u(x, y) [resp. a

droite lim u(x, y)].

Gor’kov n’a pu résoudre le probléme (9) que dans le cas particulier ou
A=0 (a l'aide de la transformation de Mellin) et n’a donc pu obtenir de
ce fait que ’expression de la distribution de la variable aléatoire B, et
non celle du couple (t,, B, ).

En fait nous résolvons le probléme (9) dans le cas général A>0 en
utilisant la transformation de Kontorovich-Lebedev.

La solution est fournie par le lemme 4.

LEMME 4. — Le probleme aux limites (9) admet une solution bornée
unique donnée par la formule suivante :

+ o0
u(x, y):J ze" Gy (x, y; 2)dz, x<a, —oo<y<+oo (10)
0

Vol. 27. n° 3-1991.



390 A. LACHAL

(4]
[resp. u(x, y)=f |z|€” Gyl o (x, y; 2)dz, x>a, =0 <y< +°0] (109
avec
Gia(x’ )’: Z)=®l(x7 y7 a, Z)
+ + o0
—j J e MP, _,{t.ed, B edp} @ (x,y; 0, —p),
0 0
x<a, —o0o<y<+o0, z>0

[resp. Gy .(x, y; =D, (x, y; a, z)
+o0 (f+o
—j J e MP, ,{t.€dt, B, edu} @, (x, y; a, ),
0 0

x=a, —o<y<+ o0, zZ0 |,

+ o
D, (x, y; u, v)= J e Mp,(x, y; u, v)dt,
0

la loi conjointe Py, _|,|,{t.€dt, B, €du} étant indépendante de a et s'expri-
mant par la formule (8).

Les fonctions auxiliaires Gy . (x, y; z) et G, ,(x, y; z) intervenant en
(10) et (10") peuvent s’écrire sous la forme d’une transformée de Laplace :

+ oo
Gy . (x, ¥ z)=J e ™H_ (x, y; z, 1) dt,
° (1)

x<a, —o<y< + o, z>0,

+ o
Gyl (x, y; 2)= f e ™™HS (%, ; 2, 0 dt,
° (11
x>a, —o<y< +o0, z<0,
avec
Hy (x, 3z, D=p,(x, y; a, 2)
t + oo
,J J Po —{t.€ds, B _edu}p,_ (x, y; 0, —p), (12)
0J0
H (x, y; 2, )=p,(x, y; 0, 2)
t + oo
—J‘ J P(a,z){TaEdSBruedp'}pt—s(xa y; a, H) (12’)
0Jo
Ainsi pour accéder au résultat annoncé (7), nous sommes ramenés a

une inversion immédiate de la double transformée de Laplace de la loi du
couple (7, B,).
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CoROLLAIRE 1. — La distribution de la variable aléatoire t, est donnée
par la formule suivante :

_ [3 (3 a—x 1 y —3 (a—x—15)2/213
P(x,y){‘taedt}—-a[ ﬂ(i t5/2 —'5 ;3_/E>e ty. t

+ o0 t
+f zdzf Po —n{T0€ds}q, s (x, y; a, z):ldt 13)
0 0

avec |
P, —z){ToedS}=J+w3—ue‘(2/” =2 —pz+u?) duj‘wz/se—(se/z)ﬂds,
o T /25% o \/@
z>0,
q,(x, y; u, v)=p,(x, y; u, v)—p,(x, y; u, —2),
et
g=signe de (a — x).

Preuve. — Nous avons d’apres (7), (12) et (12°) :

+o

P(x,y){taEdt}:f zH] (X, ¥; z, 1) dz. dt (14)
0

six<a, —o0<y< + 00,
0

P(x,y){taedt}———f |z|HS (%, y; z, 1) dz.dt (14)

six>a, —oo<y< +o0.

Les expressions (14) et (14’) font intervenir I'intégrale
+ o
f zp,(x, y; a, z)dz
0

dont le calcul présente une difficulté. Pour contourner cet obstacle nous
allons donner une représentation différente des fonctions H, (x, y; z, et
H (x, y; z, ©) faisant intervenir I’intégrale ¢élémentaire

+ o
J zp,(x, y; a, z)dz et ceci a Paide du lemme suivant :

LEMME 5. — Les égalités suivantes sont satisfaites :
p(x, y; 0, —2)
t + oo
=J j P . {t.€ds, B, edu}p,  (x,y; a, ) (15)
0JO

six<a,—oo<y< +00,z>0,

Vol. 27, n® 3-1991.



392 A. LACHAL

p(x, y;a, —2)

t + o0
=j j P(a,z){TaEdS’ Btaedp}pt—s(xa y; aq, _,J) (151)
0J0

six>a, —oo<y<+o00,z<0.

Le lemme 5 sera démontré au paragraphe II1.

En ajoutant alors les égalités (12) et (15) d’une part, (12') et (15"
d’autre part, nous obtenons une nouvelle représentation des fonctions
H] (x, y; z, ) et H' (x, y; z, 1), soit :

H (x, 55z, )=¢q,(x, y; 0, 2)
+fj+wP<a, o {te€ds, B, €dnjq,_(x,y;a,p) [ (16)
six<a, —o0o<y< +Ooo(jz>0,
H) (x, »; 2, )=¢,(x, y; a, 2)
+fer(a,z,{%€ds, B edp}q,_ (x,y;a, —p) { (16)
0JO

six>a, —oo<y< +00,z<0,
avec

q,(x, y; u, v)=p, (x, y; u, v) = p, (x, y; u, —0).
Nous déduisons ainsi de (14), (14"), (16), (16") et (8) la formule
Py {t.€dt}

+ o0 + o0 + o0 t 3
=[£j zp,(x, y; a, z)dz+J zdzJ‘ uduj —_—
- 0 0 o /252

2 2 4nzls do
e A1

0 \/Tt@

_ 3 (3a-x 1y
‘INam\2 #7227
xe_3‘“"‘_"’)2/2‘3+f+wudujtds J+w—3z

0 0 0 T 2S2

4pz/.
X o~ (219 (zz—uz+u2)J " se‘(se/z) \/i—e_dz] q,_s(x, y; q u):l di
0

0

qui coincide précisément avec le résultat (13) annoncé.
Remarque 1. — Nous retrouvons ainsi par une autre méthode la formule

que Goldman [9] avait trouvée a laide d’une technique d’équations
intégrales.
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COROLLAIRE 2. — La distribution de la variable aléatoire B, est donnée
par la formule suivante :

P(x,y){Bra6d2}=|Z‘[(Do(x,y; a, 2)
3 + o0 3/2

- ——®,(x, y;a, —pu2)du |1, (2)dz (17

21 ), H3+1 o(x, y H)H}A() (17)

avec

+ oo
O, (x, y; u, v)=J p.(x, y; u, v)dt,
0
et les conventions d’écriture
A=[0, +oo] six<a, A=]—00,0] six>a.
Preuve. — Nous avons d’apres (7), (11), (11°), (12) et (12°) :
+ o0
P(x, y) { B‘ta €dz } = |:J z Ha_ (X, 2R2) t) dt:l 1[0, + o[ (Z) dz

o
=2Gyg (X, y; 2) 1[0, +oo[(Z) dz
dans le cas x<a, —co<y< + o0, et

— 0

0
P(x,y){Bt‘,EdZ}=|iJ‘ |z|HF (x, y; z, t)a't:| Lo, 0(2)dz
=|Z|G(:.:—,a(x’ Vs Z, z)ll-uo,O](Z)dZ

lorsque x>a, — o0 <y< + 00, avec

+
G(;,a(x9 y’ Z)=(I)0(xa y, a, Z)—f P(a, —z){Braea’”’}(DO(x’ y’ a, "ll),
0

x<a, —o<y<+o, z>0,
+ o0
Gg, o (%, y; 2)=0q (x, y; a, Z)—f P o { B edn} @ (x, y; a, ),
(1)
x>a, —o<y<+ oo, z<0.

Or d’apreés (8) nous avons :

3p
P, _,,{B, edp}= _—
(a, —2) { rae ”} [Jo . \/2 t2

41zl
X e~ @ E2=1z] u+u2)j “te*(%/mai_edt] Lio, +of (W) dlt

0o

+ o

T
3 z 1/2 "13/2
= i—n |p;3|+|—z|—31[o’ +w[("‘l) dy,

Vol. 27, n® 3-1991.
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la derniére égalité provenant de 'identité triviale

+ o0 Bt 1/2
j e—atdtj\ o~ (3012) de_ = 1( 2P ) , a>0, B>0.
o o \/n() a\2a+3PB

Le changement de variable p+— |z | p nous permet alors de conclure

Remarque 2. — Nous retrouvons la loi de B, donnée par McKean dans
le cas x=a [formule (2)] grace a I'identité ¢lémentaire

J‘+oo 3/2 d”
o WHDHWzZ—pyz+y?)

27 1 .

i si yz>0
) 3 yrPtyz+z?

2n 1 2 |yz|'?

— — - 1 O.
3 y?2+yz+2z? \/3 v’ +]|z)? G

COROLLAIRE 3. — La distribution du maximum max X, est donnée par

la formule suivante :

P, { max X eda}

0=s=t

3 + o0 t s 7 .
:[ / 3e‘s("_"“”)2/2’3+j zdzJ dsf Po. —{t0€do}
2mt 0 0 0

X \Ps—o'(x, ya a, —Z):| 1]x, +oo[(a) da (18)

0<sst

avece

+ 3
Po, _z){‘COEdO'}Zl:J 4_6*(2/0)(z2~zg+p2)du

0 n\/20'2
N \[4»2/06(36/2) do :]d ’
0 \/T[e

z>0,
et

0 0

¥ (X ys u, 1)) _ps(x ys u, ‘U) ps(x Y, u, )

Lorsque y=0 la formule (18) s’écrit plus simplement :
2t
P o) { max X,eda}=" Pis, o { €t} 1 4o (@da. (19)
0=<s<t 3a—x dt ’

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Preuve. — Nous avons trivialement :

P(x, ) { Omax Xs<a}=P(x.y){ra>t} I]x, +oo[(a)’

<s=t

donc

o
P, { max Xseda}=|:—J aP(x’y){raeds}]llx, +wp(@da, (20)

0=<s=<t 0

et (18) découle aisément de (20) et (13) aprés avoir remarqué I’égalité

i 3 e~ 3la—x-y)?2s3
otlNane

__ 0| [3(3a=x_1 y o~ 3a—x—m)223 |
da|N2w\2 32 2 32

D’autre part, en écrivant 1’identité (20) sous la forme équivalente

+ oo
P, { max Xseda}=[%j P, {t.€ds }] L, + g (@)da, (207
t

0=<s=t

nous en déduisons, d’aprés (13), I’égalité :

3 22 13 5 + + o
P..,{ max Xeda}=| [———e 3@ x W20y — ds zdz
’ 0=<s=t 21‘Ct3 aa t 0
XJ‘ P(O, —z){TOEdc}qs—c(x9 y, a, Z):|1]x, +oo[(a) da'
0

Lorsque x <a et y=0 les changements de variables successifs

_\2/3
a—x
selt, +oo[>uell, a—x|, s=t< ) s
u

— v \2/3 —v\2/3
ce]O,t(a x) [HG'E]O, 1, G=(a x) o',
u u

a—x\3
z€l0, +oo[+z'€]0, + o], z=< ) z'
u

et les égalités
Po, ) {To€cdo} =Py _ .12 {10€do}

et

1 a—x z
pct(‘x’ O’ a’ Z)= Z.EP'<O’ O, C37, ﬁ)’ C>O,

Vol. 27, n® 3-1991.



396 A. LACHAL

nous fournissent I'identité

+ oo + oo s
J dsJ za’zf Po. -5 {t0€do } q,_4(x, 0; a, 2)
t 0 0

2¢ (e du + o0 , t ,
= ——I —J 2'dz’ | Py, —{T0€d0’ } 4, (0, 0; u, ').
3Jo U Jo 0
Une dérivation immédiate par rapport a a nous conduit alors au résultat
annonceé (19).

III. PREUVES DES LEMMES 1, 2, 3,4 et 5

1. Preuve du lemme 1

Nous nous limiterons au cas x<a, le cas x>a se traitant de maniére
analogue.

Du fait de I'identité 75 =B,, le signe de B, nous indique le sens de
t

variation de la fonction 7€[0, + oo [ X,.

Ainsi, si nous avions B, <0, la fonction #+—X, serait décroissante au
voisinage de T, et par conséquent nous aurions X, _ . >X, =a pour un
€>0 pris suffisamment petit.

Or X,=x<a, donc par continuité des trajectoires il existerait un instant
1€]0, t1,— €[ pour lequel X, =a, ce qui contredirait la définition de t,.

Le lemme 1 est donc démontré.

Ta €

2. Preuve du lemme 2

Considérons le cas y>0 (le cas y<0 se traitant de la méme maniére).

Le fait que B,=y>0 nous assure que la fonction ¢+ X, est croissante
au voisinage de 0, et qu’il existe €>0, suffisamment petit, de sorte que
o= min B,>0.

O0=t=e

Nous en déduisons la minoration X,=x+at¢ pour t€[0, €], et nous
avons donc x=X,<a<x+ae<X, pour xela—ag, a[, d’ou 0<rt,<¢ et
lim 7,=0.
x> a
x<a
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3. Preuve du lemme 3

Un résultat classique concernant les processus stochastiques généraux
nous assure que la fonction

u(x, )= Eq, ,y[e™a75x
(resp. u(x, y)=E, ,[e *a*V5])
vérifie I'’équation aux dérivées partielles
1 0%u
2 9
x<a (resp. x>a), —oo<y<+oo

(consulter par exemple [4], p. 230-231, [5], p. 46-47 ou [7], chap. 13, la
condition aux limites

0
(x, )+ % (x, ) =L u(x, y),

u(@, p)=e™ ",  p>0 [resp. u(a®, y)=e"?, y<0]
découlant du lemme 2.

Remarque 3. — Notons a ce propos que nous ne pouvons prescrire les
valeurs u(a”, y), y<O [resp. u(a™, y)>0], ceci étant di au mouvement de
rotation du processus (X,, B,) dans le sens des aiguilles d’une montre.

Plus précisément, pour x<a et y <0 par exemple, la fonction X, est
décroissante sur Iintervalle de temps [0, 6,] ou 6,=inf {1>0:B,=0}, ce
qui entraine I'inégalité t,>0c,. Ainsi t, ne tend pas vers zéro et de ce fait
nous ne connaissons pas a priori les valeurs u(a”, y), y<0.

Cependant ces valeurs u(a™,y), y<O0, ont été déterminées par
McKean [19], et nous nous en servirons pour déterminer explicitement
toutes les autres valeurs u(x, y), x<a, — o0 <y< + 0.

4. Preuve du lemme 4

La preuve de ce lemme étant particuliérement technique, nous commen-
¢ons d’abord par en présenter les principales étapes.

Nous étudions tous d’abord le probléme aux limites (9) sur le domaine
l-00, a[x]—00, + o[ (une symétrie élémentaire rameénera ensuite le
probleme (9) relatif au domaine ]a, + 0o [ X ]— o0, + oo [ au cas précédent).

Dans un premier temps nous écrirons la solution u (x, y) du probleme (9)
en fonction des valeurs aux limites u(a”, y), —oo <y< + oo.

Nous déterminerons ensuite les valeurs u(a~, ¥), <0, en fonction des
valeurs connues u(a”, y)=e™"”, y>0.

Enfin nous expliciterons la solution du probléme aux limites ).
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Précisons toutes ces étapes sous forme de lemmes. Pour cela convenons

des notatons suivantes :

o 1 o2 . , ey . .
D=y —+ - — désigne Iopérateur aux dérivées partielles associé au

0x
processus (X,, B),

2
D*=—y 2 + 1 _6__ désigne I'opérateur adjoint de D,
ox 2 0y?

+ o
D, (x, y; u, v)=f e M p,(x, y; u, v)dt est la solution élémentaire de
0
I'opérateur A-D, c’est-a-dire
D(I)}.(x> Y u, 'U)=7\,(I);V(X, Y u, v)_ﬁ(u, v) (xa J’)a

Q¥ (x, y; u, v)=D, (4, v; x, ¥)=D, (x, —y; u, —v) est la solution élémen-
taire de 'opérateur A — D*.

LeEMME 6. — Toute fonction bornée u(x, y) vérifiant I'équation aux déri-
vées partielles

Du(x, y)=Au(x, y), x<a, —oo<y<-+oo,
admet la représentation
+
u(xa J’):J Zu(a—a Z)(I)l(-xa y:. a, Z)dZ,

x<a, —o<y<+ 0.

@n

Preuve. — 11 suffit d’intégrer par parties ’expression :
u(E_,, n) D* q);‘,‘ (&5 n’ X, y)— (I);uk (ga ns X, y) Du (&n n): _B(x, » (gs n)

sur le domaine {<a, — o0 <1< + 00, en remarquant que
. " _ . oDF
hm q)l (&9 n; x, J’)_ hm N (E.w n, x, y)=0
£24n2 > +oo 2402 > + oo 0

LEMME 7. — Posons v(y)=u(a™, —y), y>0, u étant la fonction définie
par (21) et vérifiant la condition aux limites u(a™, y)=e"?, y>0.
La fonction v () s’explicite comme suit :

+ + o
v(y)=J f e MVEP, _, {t.€dl, B, edz} (22)
0 0
avec
3z _ 2 2
P, _y){raedt, B, edz}: T2 oMy -yztzd
¢ n. /2 2

4 yzia
X J e~ 302 __d@iil 1 (2) dtd-.
0 \/ﬂe [0, + [
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Preuve. — Ecrivons (21), aprés avoir posé ¢ (z)=e "7 z>0, sous la

forme

+o
u(x, y)=f zQ () Dy (x, y; @, 2)dz
0

+
—J zu(a”, —2)®, (x, y; a, —2)dz,
0
puis faisons tendre x vers a, x <a; nous obtenons :

v(y)=j 20, (a, —y; 0, 2)dz

0

+
*j zv(z) @, (a, —y; a, —z)dz, y>0,

(o —: 0, z)—\/3 \/>K [ 8A(Y?— yz+22]
/y2 szrz2
_ AK [ BA(y* +yz+2z%)]
@, (a, s, —z)=

N

avec

+yz+z

K, désignant la fonction de Bessel modifiee usuelle [1].

(23)

(24)

L’écriture des fonctions @, (a, —y; a, z) et ®, (a, —y; a, —z), ainsi que

les formules [6]

vo RTK,[ /AR (T
j SIRK [ B Eyz+27)] Ko, (/FT2d Kiy (/849
y

o \/yz:l:yz+zz
y>0, —o<y<+oo,
=21 ¢ 2hnYC:'7,
f1+2ch(2ny/3)

nous incitent a employer la transformation de Kontorovich-Lebedev,

caractérisée par les formules de réciprocité [6]

o= sk, (FRaE o
0

+ o

F@=5 | T F0Ke,(Bryshnydy, 20
n?z Jo
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En appliquant cette transformation a I’équation intégrale (24) nous
obtenons :

SN SR
v(y)=——ClLo(mM+—CLo(y), v>0,
2T 2n

soit encore :

- 1 -
v(Y)= ———— 0 (V) >0,
(v) 2eh(71/3) ¢ Y
puis en inversant nous en déduisons I'identité
2 (e yshmy —
=— — K, 8Ay)dy,
y>0.

On termine en remarquant que ’expression (25) s’écrit sous la forme
d’une transformée de Laplace. Pour le voir, on fera appel aux formules
classiques [6] :

___ _ + oo 4
K, (/80K (/8 kz)=f e<v1<<i>;i’t
0

t
+ 00 o
j K., (o) yshmy dy= 31“_ e"/zf e (302 ——deA.
o ch (my/3) 2 \/2 o \/n()

LemMME 8. — La solution du probléme aux limites (9) relatif au domaine
]— 0, a[X]—o0o0, + oo est donnée par la formule (10).

et

Preuve. — C’est une conséquence immédiate de (22) et (23).

Fin de la preuve du lemme 4. — 11 nous reste & examiner le probléme
(9) sur le domaine Ja, + o[ X]— o, + oo [. Pour cela il suffit de remarquer
que la symétrie, (x, y)ela,+oo[x]—00, +0[>(2a—x,—y)e]— o0,
a[x]—oo, + oo [ nous ramene au cas précédent.

En effet, posons u (x, y)=E, ,[e *a*VB]), x>a, — 00 <y< +c0. Alors
la fonction w(x, y)=u(2a—x, —y),x<a, — o0 <y< + o0, vérifie le pro-
bléme aux limites

{ Dw(x, p)=Aw(x,y), x<a, —o00<y<-+o0,
w(a, y)=e v?, y>0.

Le lemme 8 nous fournit I’expression de w (x, y), d’ot nous en déduisons

celle de u(x, y), a savoir :

0
u(x, y)=wa—x, —y)=f |z| "Gy, (x, y; 2)dz,

x>a, —wo<y<+oo,
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avec
G .(x, y,2=G; ,Qa—x, —y; —2).

En remarquant que ®, (2a—x, —y; a, —2)=®, (x, y; a, z) nous voyons
que nous avons obtenu la formule (10) souhaitée.
Le théoréme est ainsi complétement démontré.

5. Preuve du lemme 5

Les égalités (15) et (15") résultent de la propriété de Markoff forte du
processus (X,, B,) :

Pey{Xi>u, B >0 f=E ,[Pg, B;) {Xi—y>u, B_ >0},

x<a<u (resp. u<a<x), —o<y, v<+o,

soit, en passant aux densités de transition :

t + o0
P, (x, y; u, v)=j J P, {1.€ds, B edu}p,_ (a, i u, v), 26)
0J—
x<a<u (resp. u<a<yx), —o<y, v<-+o0.

De (26) et de I’égalité p,(x, y; u, v)=p,(u, —v; X, —y) nous obtenons
une nouvelle forme de (26) :

p(x, y; u, =)
t + o0
:j J‘ P(u, u){TaEdS7 Brned”}pz—s(xs y; a, —H), (26")
0J-—w
u<a<x (resp. x<a<u), —oo<y, v<-+o0.

Un passage a la limite immédiat dans (26) lorsque u tend vers a, u<a
(resp. u>a) nous fournit le résultat escompté (15") [resp. (15)] aprés avoir
noté I’égalité évidente

P+ yi{te€ds, B edn}=P, _,{1,€ds, B, € —du}l_, o (W),
v>0
(resp. P~ , {t.€ds, B, €dp} =P , {t.€ds, B €edn} 1l (1), v<0).

Le lemme 5 est ainsi prouvé.
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IV. AUTRE PREUVE ET GENERALISATION DES RESULTATS (5)
ET (5') DE LEFEBVRE

Nous nous plagons dans le cas y=5=0.
Considérons la fonction

u(y) =l [& Bt By =)= Efe=[Pwrrmu| B, )

D’apres la formule de Feynman-Kac (voir par exemple [3]) nous savons
que u(y) est solution du probléme de Sturm-Liouville suivant :

1 d?u
2 Eg()’)z(@"'YJ’)u(J’), y>b,

ub)=1, u(+o00)=0,
soit explicitement :

_AIQP @t o,
A@F @ty T

u(y)

Nous retrouvons alors (5) en notant I'identité triviale

Ex, L™ 7" Xos] =€ 7" ()

(le cas y=b, b<0 se traite de maniére analogue).

Cette méme technique nous permet d’obtenir plus généralement la trans-
forme de Laplace de la loi du couple (G, X,,,) Ou G, est le premier
instant de passage en a ou b du mouvement brownien démarrant du
point y. Elle s’explicite comme suit :

THEOREME 2. — Fixons le point (x, y)e]— o0, +oo[X]a, b].
La transformée de Laplace du couple (G, X, ,) est caractérisée par les
Sormules suivantes :

sib>a>0:

i, ple o0 " Xou]=e **F (a, b5 y), A, p>0; @7
sia<b<0:

E,yple ot Xow] =" *F, (a, b; ), A, p>0; Q7)
;vi a<0<b:

Eee. ) [e e 18 %0, ] = ¢ X F, (a, b; ), |

A>0, p#0,

(27)
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avec
F o (AL (O/AL (@)= (B, (»)/B,(a))
n (ﬂ, ba y) -
(A, (B)/A, (0))— (B, (b)/B,(a))
N (A, (»)/A, (b))~ (B, (»)/B, (b))
(A, (a)/A, (b)) — (B, (a)/B, (b))
n=1,2,3,
et
A, (y)=Ai<21/3 __)‘:’zl‘;y ) B, (y»)=Bi (2”3 ‘x;:ﬁy)
A, n>0,
A, ()= Ai (2"3 LZX) B, (»)=Bi (2”3 * :fiy)
8 p
A, u>0,
—1 . . A—1i )
A, () =Ai (21/3 A uzl/ily £tin/3 )} B, (y)=Bi (21/3 uz’:y ealn/3)

A>0, p#0, g=signe de p,

Ai et Bi désignant les fonctions d’Airy usuelles [1].
Avant d’aborder la preuve de ce théoréme, faisons un certain nombre
de remarques.

Remarque 4. — L’inégalité X, > x (resp. X, ,<x) due a la croissance
(resp. décroissance) de la fonction ¢+ X, sur l'intervalle [0, 6] lorsque
a>0 (resp. b<0) explique la présence du signe — (resp. +) devant le
coefficient de X, , dans (27) [resp. (27')].

Dans le cas a<0<b la variable aléatoire X, n’a a priori pas de signe
détermin€, d’ou Papparition du coefficient 7 devant X, , dans (27").

Remarque 5. — Les formules (5) et (5') de Lefebvre se déduisent aisément
de (27) et (27"") aprés passage a la limite lorsque b tend vers + co.

Remarque 6. — En faisant tendre p vers zéro nous retrouvons la
transformée de Laplace bien connue de I'instant de passage en a ou b du
mouvement brownien démarrant du point y€|a, b], a savoir :

ch\/ﬁ(y— ((a+1b)/2)
ch /2%((b—a)/2)

ceci se vérifiant facilement a ’aide des équivalents asymptotiques [1]

Efetoa I By=y]=

e—(2/3)z3/2
Al(Q)~ ———
2 \/n Zl4

27
lorsque |z| — + o0, [argz|<—3—,
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e~(2/3)z3/2

. T
BI(Z)NW lorsque |z| > + oo, |argz|<§.

Abordons maintenant la preuve du théoréme 2.

Preuve. — Nous nous limiterons au cas b>a>0, les autres se traitant
de la méme fagon. Posons :

u(y)=E[e e n 3B g = ).

La formule de Feynmann-Kac [3] nous assure que #(y) est solution du
probléme de Sturm-Liouville suivant :

; % )=0+m)u().  a<y<b,
u(@=u(®d)=1,
soit explicitement :
u(y)=aA,; (»)+BB; (), asy=<b, (28)
avec
o= B, (h)—B, () ’
A(@B O)—-A (D)B,(a)
b AM@-AG)
Ay (0)By (5)— A, () B (a)
La formule (28) nous conduit au résultat annonce (26), aprés avoir noté
P’égalité évidente

Ege, e 00 ™ Mou] =€ *u(y),

et le théoréme 2 est démontré.
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