ANNALES DE L’I. H. P., SECTION B

HUBERT HENNION

Dérivabilité du plus grand exposant caractéristique
des produits de matrices aléatoires indépendantes
a coefficients positifs

Annales de I'l. H. P, section B, tome 27,n°1 (1991), p. 27-59
<http://www.numdam.org/item?id=AIHPB_1991__ 27 1_27 0>

© Gauthier-Villars, 1991, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de 1I'l. H. P, section B »
(http://www.elsevier.com/locate/anihpb) implique I’accord avec les condi-
tions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIHPB_1991__27_1_27_0
http://www.elsevier.com/locate/anihpb
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 27, n° 1, 1991, p. 27-59. Probabilités et Statistiques

Dérivabilité du plus grand exposant caractéristique
des produits de matrices aléatoires indépendantes
a coefficients positifs

par

Hubert HENNION

LR.M.A.R., Université de Rennes I,
Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cedex, France

ResuME. — Soit (X, (5)),»; une suite de matrices aléatoires indépendan-
tes, identiquement distribuc¢es dont les coefficients sont positifs et dépen-
dent d’un paramétre réel s, les propriétés de quasi-compacité de Popérateur
de transition sur I’espace projectif associé a X, (s) permettent d’obtenir
des conditions suffisantes pour la dérivabilité de 'exposant caractéristique

. 1
y(s)=limp.s.~log|| X, (s). . . X, (9)]-
n n
Mots clés - Matrices aléatoires, exposants caractéristiques.

AmsTrAcT. — Let (X,(s)),>; be a sequence of independent identically
distributed random matrices whose coefficients are positive and depend
on a real parameter s, the quasi-compacity properties of the transition
operator on the projective space associated to X, (s) allow us to obtain
sufficient conditions for the derivability of the characteristic exposent

. 1
y()=limp.s. ;log 1 X, (s). .. X (5)]]-
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28 H. HENNION

Soit (X,),»; une suite stationnaire et ergodique de matrices aléatoires
inversibles telle que

Eflog* || X, |[l< + oo et Eflog™ || X7 !|[I< + o0,

le théoréme de Furstenberg-Kesten prouve lexistence d’une constante v,

appelée plus grand exposant caractéristique des produits X,,.. . X, n=1,
telle que

limp.s.llogHX,,. X l=re
n n

Lorsque les coefficients des matrices X, dépendent d’un paramétre la
question de la régularit¢ de y comme fonction de ce paramétre a son
importance par exemple dans I’étude de opérateur de Schrodinger aléa-
toire [7] ou en mécanique statistique dans le cas des matrices a coefficients
positifs [10]. Dans [10] un résultat d’analyticité est établi pour des suites
aléatoires stationnaires et ergodiques prises dans un compact de matrices
a coefficients strictement positifs. Considérant ici le cas de suites de
matrices aléatoires indépendantes & coefficients positifs ou nuls soumises
a des conditions de moments et contenant suffisamment de matrices a
coefficients strictement positifs nous prouvons qu’une régularité différen-

tielle d’ordre k+2 des coefficients se traduit par une régularité d’ordre k
de v.

ENONCE DU RESULTAT

Soit J un intervalle ouvert de R, (Q, %, p) un espace de probabilité et
(s, 0) > g, () une application mesurable de JxQ dans Pensemble des
matrices d X d inversibles a coefficients positifs de déterminant +1.

Nous supposons que les coefficients a;;(s,®), i,j=1...d de g (®)
s’écrivent

a;; (s, 0) = b;; (o) exp ¢ (s, )

et satisfont aux conditions suivantes:

(C1) pour tout I compact, I < J, il existe ¢, £>0, tel que, pour tout i,
je{l...d}

SupU[IOz‘;+ a;(s, ) "t dp (w):se1}< + o0,
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DERIVABILITE DU GRAND EXPOSANT 29

(C2) les variables aléatoires b;; sont telles que
d
p( e {w:bij(u))>0}>>0,
ij=1

(C3) ¢;; est mesurable de J x Q dans R,
pour un entier k, k=1, ¢;;(., ) est k+2 continiiment dérivable sur J pour
tout ®eQ et, pour tout compact I, I < J, il existe une variable aléatoire
positive w (indépendante de s, se1) satisfaisant 4

Jw"+2(m)dp((n)<+oo
telle que, pour tout , j=1...d,/=1.. . k+2,selet 0eQ,

(s, @) [=w' ().

1

THEOREME. — Sous les hypotheses précédentes, le plus grand exposant
caractéristique vy (s) des produits de matrices aléatoires indépendantes de
méme loi que g, est k fois continiiment dérivable sur J.

Si le déterminant de g, n’est pas £ 1, (Cl) doit étre complétée par

Sup{f[loglagj(s,w) 1" **dp(0):sel} <+ o0

ou aj; (s, ®) désignent les coefficients de g; ! (w).

Indiquons les grandes lignes de la démonstration.

Dans le cas général ([2], [3], [4]) le calcul du plus grand exposant
caractéristique vy (i) des produits de matrices aléatoires indépendantes de
loi p est lié & P’action des éléments du support de p sur R? et sur I’espace
projectif associ¢é P, dans le cas ou p est portée par ’ensemble G, des
matrices a coefficients positifs et ou son support contient une matrice a
coefficients strictement positifs, nous montrons (§1) que I'on peut leur
substituer le cone C des vecteurs & composantes strictement positives et
son image C dans P,; ainsi I’on pourra calculer y(p) a I'aide des proba-
bilités sur C invariantes par 'opérateur de transition P (u) associé a p.
Les matrices de G, définissent des contractions de C lorsque celui-ci est
muni de la distance de Hilbert, ce fait est exploité pour obtenir (§2.2)
des propriétés de quasi-compacité de P(u) sur I’espace L des fonctions
lipschitziennes sur C; ces propriétés sont ensuite étendues (§2.3) a des
espaces de fonctions différentiables choisis de telle fagon que le plus grand
d’entre eux soit un sous-espace isométrique de L. Dés lors pour étudier la
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30 H. HENNION

régularité de y nous emploierons (§3) la méthode de [7] qui consiste a
exprimer la probabilit¢ P (p)-invariante sur C a Paide de la résolvante
R(z,p) de P(p) et, pour une famille (y,), de probabilités, a déduire
(83.1) les régularités de s —» R (z, p,) de celles de s — P () lesquelles seront
finalement vérifiées (§ 3.2) a partir des hypothéses faites sur les coefficients.

Dans les études antérieures des propriétés de quasi-compacité pour
Paction de P (u) sur certains espaces fonctionnels ont été établies en tirant
partie d’une hypothése de densité ou de contraction ([6], [7], [8]). Dans ce
dernier cas elles sont vérifiées directement si la distance sous-jacente est
bornée et, sinon, obtenue comme conséquence du théoréme de Ionescu-

Tulcea-Marinescu [9]; nous utiliserons ici un résultat (proposition 2.0)
adapté a la situation envisagée.

PREUVE DU THEOREME

Notations - Formulaire

Soient x=(x,){_, e R? et ge Gl(d, R), on pose
d
[x[[=X x| et l®=sup{log"|g|llog*|lg~"|}.
i=1
G, désigne 'ensemble des matrices a coefficients positifs de GI(d, R),
et, pour a =0, 2% T'ensemble des probabilités p portées par G, telles que
W= Jl"‘ (8) du(g) < + oo muni de la topologie de la convergence faible.
Le cone
C={x:x=(x){_;eR:,x;>0}

est invariant par tout geG,, son image C dans I’espace projectif P,
associé a R? sera représentée par

M=CN{x:xeRY|

*l=1}
ou P’on distinguera le point y dont toutes les coordonnées sont égales.

Soient x, yeM, x+#y, et a, b les points d’intersection de la droite (x,y)
avec F,(M)=M\M, la distance de Hilbert de x a y est définie par

d(x,y)=|log (a,b,x,)]
ou (a, b, x,y) est le birapport des points a, b, x, y;
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DERIVABILITE DU GRAND EXPOSANT 31

six=(1-A)a+r bety=(1—%,) a+r,b, ona

A A
d(x,y)=|lo .72 .
(x,») gl_xl | (A)
si (x)¢=; et (¥){—, sont des vecteurs de C proportionnels a x, yeM
d(x,y)=logmax{xi—}}j:i,j=l...d}; (B)
i Xj

Paction de ge G, sur M définie par la formule

= 8
lex|’

ou gx est 'image du vecteur x par Pautomorphisme g, est homologue a
Paction de g sur C et définit une contraction de I’espace métrique (M, d);
plus précisément I'image g.M de M par g est un polygdne ouvert de M
de diamétre A (g) [dans (M, d)] et, en posant

g.x

l(g)gl

C(g)=thT

)

on a, pour tout x, ye M,
d(g.x,g.y)=c(gd(x,y). ©

La matrice ge G, a des coefficients strictement positifs si et seulement si
c(g)<1 (¢f. [11] ou [1] p. 59 pour les preuves de (A), (B) et (C)).
Soit pe#Y, on pose

c(u)= Jc (8) du(g);

I’hypothése c(pu)<1 est vérifiée si et seulement si le support p contient
une matrice a coefficients strictement positifs, elle sera essentielle pour
I’étude de l'opérateur de transition défini pour f borélienne bornée sur M
par

xeM, P(u)f(x)=ff‘(g.x) dn(g)-

Pour clore ce paragraphe rappelons que
d
si gz[aij]ij=1...da ”gll=5‘1p{ Z Iaijl:jzl' . -d}, (D)
i=1

Vol. 27. n° 1-1991.



32 H. HENNION

jointe a (B) cette formule permet (¢f. preuve du théoréme 1) d’établir
I’inégalité :

pour tout geG,,d(x.g.x)<2logd+1(g). (B)

1. Action de p sur les éléments positifs de R?

On pose
C={x;x=(x)_,eR, x20}
et
M=CN{x:xeR%|x||=1}.
La convolée p * v de la probabilité p sur G, et de la probabilité v sur

M est la probabilité sur M définie par

u*V(A)=JIA(g-X)du(g)dV(X),

si p* v=v, v est dite p-invariante.
A partir du théoréme d’Oseledec [5], on établit le
TueorEME 1. — Soit pe?y et X=(X,),», une suite de matrices

aléatoires indépendantes de loi ., alors
(1) pour tout xeC

li'rlnp.s.%logHX,,. X x||=y (),
(ii) il existe sur M une probabilité v p-invariante telle que
Y(u)=j10glngHdu (8) dv (x),
si, de plus, le support de \ contient une matrice a coefficients strictement
positifs,

(i) la convergence énoncée en (i) a lieu pour tout xe C\{0},

(ii") il n'existe sur M qu’une probabilité p-invariante, elle est portée par
M et telle que

jd(x,x)dv(x)< + o0.

Démonstration. — Soit (Q, Z , P, 0) le systéeme dynamique de la représen-
tation canonique de la suite X. Posons X"=X, .. .X,, d’aprés le thecoreme
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DERIVABILITE DU GRAND EXPOSANT 33

d’Oseledec joint a ’hypothese p(G,)=1, il existe Ne %, invariant négli-
geable tel que: d tout w¢ N est associ€ un sous-espace vectoriel strict V (o)
de R? ayant les propriétés suivantes :

1
si x¢V(o), llm;log”X"(w)xH:y(u),
si xeV(@)\{0}, lim%log”X”(co)x||<y(u),

d’autre part, pour tout ®¢ N et tout n, X" (0)C < C.
Supposons ¢ N et V(0) N C#J, alors si ye V() N C et xe C\ V (0),
ona

o X7 @] _
X @]

]

choisissons £>0 tel que y~exeC, il résulte de la relation

X"y X" x
X" (y— =X .
-e9=| "”<ux"x|| )

qu’il existe n tel que X" (@) (y —ex)¢C, ce qui est absurde, on conclut que

VieNC=g.
Sous I’hypothése supplémentaire ¢ (1) <1, il existe N négligeable N" > N,
tel que a tout w¢ N’ on puisse associer un #, (o) satisfaisant a

X0 (@) () (C\{ 0 }) < C,
Soit alors @¢ N’ et xe V(o) N\ C\{ 0}, puisque

limilog [| X+ @ (@) x || <y (W),

on a

X" @ (@) xe V(60 @ (@), mais X" (w)xeC

donc V (8" @ (0)) N C# &, ce qui, compte tenu de 'invariance de N, est
en contradiction avec lassertion précédemment établie, finalement
V@) NC={0}.

Etablissons maintenant (ii).

Soit x,eM, la suite de probabilités sur M

n—1

— k
v,=- Y p* *8,,
k=0

S | =

Vol. 27, n° 1-1991.



34 H. HENNION

est relativement compacte, soit v une de ses valeurs d’adhérence, il vient
p* v=v. Si ¢ désigne la fonction continue sur M

o (x)= Jlog | gx | dn (2),
Pon a d’apres (i)

.1 1
y(u)=hm;log || X" x4 “:hm;E[Iog I EN

=lim JS v, = Jlog Il gx || dp(g) dv (x)

si limv, =v.
k

Supposons maintenant ¢ (p) < 1.
En remarquant que, pour geG,, g~ !'(Fr(M)) < M¢ tandis que, si
c(g)<1, g~ ' (Fr(M)) N\ Fr(M)= ¥, on a pour v p-invariante sur M

v(Fr(M))= JV (g M (Fr(M) NFr(M) du(@ <v(FrM)p({g:c(@=1})
de sorte que v(Fr(M))=0.
De I'inégalité
x,yeM, dX".x, X" =[] eX)d(x,»)
on déduit
limp.s. d(X".x,X".y)=0;

si v, et v, sont deux probabilités p-invariantes sur M et ¢ une fonction
continue a support compact sur M, un passage a la limite dans I’égalité

V(@)= v, (@)= jE [0 (X".x) =~ @ (X". p)ldv, (x)dv, ()

montre que v, (@)= v, (), ce qui établit "unicité.
Soit v 'unique probabilité p-invariante sur M,

. . 1 o
v=limv, ou Vn=;[81+p*5x+...+p*{ Dx3].

n

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



DERIVABILITE DU GRAND EXPOSANT

Posons, pour k=1,
m,= fd (%> X) du** % 8, (x),
d’apres (E)
m =Id(x,g-x)du(g)§210gd+l‘ (W) < +oo,

pour k=2, on a successivement
my = Jd (- (g182)-%) du*“‘; Y (gy) du(gy)
éjd(x,gl ) AP (gy)
+ J d(g:-%(8182) - 1) dw** V(g du(g,)

Sy, + fc (8)d(% 82 - %) dn* =V (g,) dn(g,)

=m_, +C(U*(k_1))m1 =my_, ) 'm

il vient

mEmy[I+e+ ... +cw) <

1= ( )’
I’existence d’un moment pour v résulte alors de ce que, pour tout n,

doux) dv, ()< — "
f(xx)v(x) “e®

Achevons la preuve de ce théoréme en établissant 'inégalité (E).
Soit (e;)?_, la base canonique de R? et g* la transposée de g,
d

gx=1y, llg*el e

i=1
puisque
@lg7 D =llg* I =l g ell=llg* 1 =dll&ll
il vient, d’aprés (B),

d(x,g-x)=10gmax{ ”g*e “ - -a’}élogdz||z;'H||g~l |
J

35

1>

=2logd+log* ||g||.|[g”" [|=2logd+I(g).

Vol. 27, n® 1-1991.



36 H. HENNION

11 résulte de ce théoréme que les pe 2, tels que c¢(p) <1 sont des points
de continuité de vy, plus précisément :

COROLLAIRE 1. — Soit p, p,, neN, des éléments de P, tels que
() hmp,=p,
Gi) Tim sup I(g)dn, (g):neN}=o,
N- +w {g:1@=N}

(iii) le support de p contient une matrice a coefficients strictement positifs,
alors limy (n,,) =y (1.
n

Démonstration. — D’aprés le point (ii) du théoréme 1, pour tout n, il
existe v, sur M p-invariante telle que

¥ (uy) = jlog || gx| di, (g) @v,, (x),

la suite v, est relativement compacte et toutes ses valeurs d’adhérence sont
des probabilités p-invariantes sur M, le point (ii') du théoréme 1, permet
alors de conclure, le passage a la limite sous le signe intégral se trouvant
justifié par la condition (ii).

2. Action de p sur certains espaces fonctionnels

Dans tout ce paragraphe ¢ désigne une partie de 29 ayant les
propriétés suivantes:
(H1) il existe €, £>0, tel que

sup {**e(w)iped }=1T(A) < + o0,
(H2) A" est compacte,
(H3) sup{c(p):peA }=c(A)<l.

Remarquons que d’aprés la continuité de ¢ et (H2) cette derniére hypo-
theése est satisfaite dés que, pour tout pef’, c(u)<1.

Les hypothéses ci-dessus impliquent que la famille d’opérateurs P (W),
ped , possede sur un espace de fonctions lipschitziennes tout d’abord
(§2.2) puis par extension sur un espace de fonctions différentiables (§2.3)
les propriétés de quasi-compacité décrites et étudiées dans un cadre abstrait
au (§2.1). Le théoréme 3 et son corollaire constituent la base des dévelop-
pements ultérieurs.

& (B) est 'algébre des endomorphismes continus de I'espace normé B

et, pour Te # (B), o (T), p(T), R(z, T) désignent respectivement le spectre,
le rayon spectral et la résolvante de T.
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DERIVABILITE DU GRAND EXPOSANT 37
On pose F(p)={z:z€C, |z|sp}U{+1}.

2.1. Famille d’opérateur et spectre

B est un espace de Banach et & une partie de . (B) sur laquelle nous
ferons ’hypothése suivante : a tout Pe & est associé¢ un projecteur continu
N(P) sur Ker(I—P) tel que N(P)P=PN (P), ce qui revient a dire que,
pour tout Pe %, B est somme directe topologique de Ker (I—P) et d’un
sous-espace Gp, tous deux stables par P.

DEFINITION 2. 1. — % posséde la propriété T1(p), 0<p <1, si
(i) pour tout Pe &, p(P—-N(P))<p,
(i) pour tout compact K, K = F (p)",

sup{||[R(z,P)|, zeK,Pe S} <+ 0.

Cette propriété sera commodément étudiée en utilisant le

LemME 2.1. — Soit p, 0<p<1, pour que & satisfasse a I1(p) il suffit
que soit vérifiée la condition V (p) suivante: si (M), est une suite de C
convergeant vers A, (P,), une suite de & et (f,),, (€,), des suites de B telles
que

I£]l=1lim]e,|[=0 et &=0—P)f,

on a soit
(@) |M|Zp si la suite (P,), est constante et si, pour tout n, N(P,)f,=0;
(b) LeF (p).
Démonstration. — Etablissons IT(p) — (i).
Il suffit de prouver que le rayon spectral de la restriction Q de P a

I'espace de Banach Ker N (P) est <p, or, si AeFr(c(Q)) et si (,) est une
suite de C\ o (Q) convergeant vers A on a lim||(A,—Q)™'||= 400, on en

déduit Pexistence d’une suite (f,), de KerN(P) telle que [[f,[|=1 et
lim||(A,—Q)/,||=0, V(p)—(a) permet alors de conclure que

Fr(c(Q) cF(p)\{1},

comme o (Q) est bornée il vient 6 (Q) = F(p)\{1}.

Etablissons maintenant IT (p)— (ii).

Supposons sup { || R (z,P)||, zeK,Pe # } = + o0, alors il existe (¢,), dans
B, (z,), dans K et (P,), dans & telles que limg,=0 et || R(z,, P)s,||=1,

au prix d’une extraction de sous-suite et en posant f,=R(z,.P,e, les

Vol. 27, n® 1-1991.



38 H. HENNION

hypothéses de V (p) sont satisfaites, c’est-a-dire que (z,), a une valeur
d’adhérence dans F (p), ce qui est absurde.

Sous les hypothéses générales de ce paragraphe, 'on peut en renforgant
la condition de contraction du théoréme de Ionescu-Tulcea-Marinescu [9],
mais sans supposer 'équicontinuité des puissances des opérateurs,
expliciter un p pour lequel la propriété I (p) est satisfaite.

L’on pose D={f:feB,||f||<1}.

ProrosiTionN 2.0. — Supposons
(@) ||.||=J+m, ot J est une norme et m une semi-norme sur B;

(b) & est une partie compacte de I'espace vectoriel normé des applications
linéaires continues de (B,||.||) dans (B,J);
(¢) r étant un réel, 0=<r<1, on a pour tout Pe &,
(c1) m(f)=0 implique fe Ker (1—P),
(c2) pour tout feB, m(P<rm(f),
(c3) P est un endomorphisme continu de (B, J),
(c4) P (D) est relativement compact dans (B,J),

(c3) l'adhérence de D N KerN(P) dans (B,J)) est incluse dans
Ker N (P),

alors, pour tout Pe ¥, Ker(1—P) est le sous-espace de dimension finie
F={f:feB,m(f)=0} et & a la propriété I1 (p) sur (B,||.]))

Démonstration. — Soit feKer(1—P), d’aprés (¢2), m(f)=m@Pf)<rm(f)
et m(f)=0, d’ou, par (cl), Ker(I—P)=F. Des égalités

FN{ TN} =FEN{f:|IIS1}=FN{Pf:|f]|S1}=FNP(D)

et de (c4), on déduit que FN {/:T(H=1 } est relativement compact dans
(F,J) donc que F est de dimension finie.

Utilisons maintenant le lemme 2.1 dont nous reprenons les notations,
en supposant A#0.

D’aprés (b) puis (c4), il existe une sous-suite (1), Pe¥ et geB tels
que

limsup {J (P, h—Ph):||h||[<1}=0 et  limJ(Pf, —g)=0,
k k
de I'inégalité
P, fo =) =T (R, [, ~PfI+I (RS, —2),
il résulte que limJ (P, f,, —g)=0, utilisant alors la relation A,f,=P,f, +¢,
k
on conclut & I'existence de feB tel que limJ (£, —f)=0 et donc, d’aprés
k

(c3), tel que Pf=Af.
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DERIVABILITE DU GRAND EXPOSANT 39

Supposons =0, puisque ||£,||=1, on a limm(f,)=1 et, par passage a
k

la limite selon (n,) dans I'inégalité
| Al m(FYEmP,f)+m(e,) Srm(f)+me,)

il vient |1 |<r.
Supposons maintenant f#0, puisque

|Mm(f)=m@Pf)srm(f)

on a soit |A|<r, soit m(f)=0 et, d’aprés (c1), A=1. Cette seconde
éventualité n’a pas lieu dans les conditions (¢) du lemme 2.1; en effet,
notant P=P, et N=N(P,), on a f,eDNKerN et donc, d’apres (c5),
N(f)=0, de sorte que, si Pf=f, il vient f=Nf=0 ce qui est contraire a
I’hypotheése.

La propriété I (p) peut se transmettre & un sous-espace.

Soit (B, ||-||") un espace de Banach tel que: B’ < B et I'injection canoni-

que de B’ dans B est continue, les restrictions 4 B’ des éléments de & et
des projecteurs associés sont dans & (B').

ProposiTiON 2.1. — Supposons qu’il existe R et r, R=20, 0Zr<1 telles
que, pour tout Pe ¥ et tout fe B’
IPAF <RIf+r (A1)

alors, si sur B & a la propri¢té 11(p), & a sur B' la propriéte T1(p"),
p'=sup{p,r}.

Démonstration. — Utilisons le lemme 2. 1. Plagons nous sous les hypo-
théses de V(p), on a lim||g,|'=0 et donc lim||¢,||=0. Montrons que

lim||f,||=0. Deux cas sont & envisager correspondants au (a) et au (b) de

V().

(®) Pour tout n, P,=P et f,e G'=Ker N (P) N B’, supposons |A|>p".
Soit Q la restriction de P 2 G=Ker N(P), Q ayant par hypothése un
rayon spectral <p, il existe n, tel que

sup{[|[R (A, Q&|:heG,||h||=1,nzn,} <+
et donc

lim | £, ||=lim||R (A,,Q)&,||=0.

(B) Cas général, supposons A¢F (p"). A¢F (p) et, daprés IT(p)-(ii) il
existe n, tel que

sup{||[R(A,,P) | :heB,||h||=1,n2n,} <+
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et comme précédemment lim || f,||=0-
Mais ||f,||'=1 et des inégalités
Ml =llall Sl Mfu—eall = [IPSall SRIAIN+A LT =R AN+

il résulte par un passage a la limite en n que |A|<r, ce qui contredit les
hypothéses faites tant en () qu’en ().

2.2. Action de p sur les fonctions lipschitziennes

Pour une fonction numérique sur M, on pose

/() —fO)]

m(f)=SuP{ A7)

:x,yeM,x;éy}

ou d est la distance de Hilbert.
L est 'espace vectoriel des f telles que m (f) < + oo, si feL, on pose
I£l=1700]+m ()
ou g est le point de M dont toutes les coordonnées sont égales.

(L, |

Soit pe A" et v la probabilité p-invariante sur M, d’aprés le théoréeme 1
et I'inégalité.

.|) est un espace de Banach.

=00 |+m(f)dx, x) M

v induit une forme linéaire continue sur L, on définit alors l'opérateur

Q(w) par
fel,  Q/=PWsf=v(N1

ou | désigne la fonction constante et égale 2 1 sur M et v(f)= dev.

Le résultat de ce paragraphe s’énonce:

THEOREME 2. — Pour tout pe A", P(u) et Q(n) sont des endomorphismes
continus de L tels que:

PQW=c (X)),

pour tout K compact, K < F (c (X)),
sup {[|R(z,P(W)||, zeK, pet } <+ .
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Dans la preuve de ce théoréme nous substituerons a la norme initiale
sur M la norme équivalente ||. ||, définie par

fel,  |Ifll.=3.(H+m(f)

; - e }
ou J.(f) sup{(l+d(x’x))1+s.xeM .

Notons que, d’aprés le théoréme d’Ascoli, de toute suite (f,), de L telle
que ||f,||.<1 on peut extraire une sous-suite (f,;), convergeant uniformé-
ment sur tout compact vers une fonction feL telle que ||f]|<1 et donc,
d’aprés (1), on a

limJ, (£, —/)=0.
k
Nous commengons (propositions 2.2 et 2.3) par préciser a 'aide de J,

et de m l'action de P (i) sur L, puis nous montrons que P(u) posséde
vis-a-vis des projecteurs N (1) définis par

feL,  N@f=v(N1

les propriétés décrites au paragraphe 2. 1.

ProOPOSITION 2.2. — Soit €>0, il existe des constantes A, et B, telles
que, pour tout pe PL*¢ et felL

J. PN =(AABI (W) (),

mP W =scwm(f).
Démonstration. — Soit feL, ge G, en posant feg(x)=f(g.x)ona
m(feg)=m(f)c(g),
X 1+d(x,g.x)\' "=
I.(f g)éngsup{<———~—l+d(x’x) ) .xeM},

en utilisant P’action contractante de g sur M puis (E) il vient

I+d(y,g. x)=1+d(x.g-0)td(g.x.g.%)
S(A+dg- ) A +d,x)<(1+2logd+1(g)(1+d(x,x))

et

I.(foe)s(1+2logd+1(g)' "I, (/) <2' **((1+2logd)' **+1(9)' ") I.(f),
il suffit pour conclure d’intégrer en g.

La correspondance p — P (p) a la propriété de continuité suivante:

PROPOSITION 2.3. — Soit (W,), une suite d’éléments de PL** convergeant
vers et P,, P les opérateurs de transition correspondants, alors,
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Si
sup {I"**(u,):n} <+ o0 (H'D),
on a

limsup {J,(P,f—P/):feL,|f]l.<1}=0.

Démonstration. — Soit feL telle que ||f|.<1, posons k,=P,f—Pf.
d’aprés la proposition 2.2

m(k,)=2m(f)=2,

il en résulte, d’une part que les k, sont équi-uniformément continues sur
M, d’autre part que, pour tout xe M et tout n,

k] o kOl dex)
(+dL) ™~ A+ (o)

il suffit donc, pour établir que limJ, (k,)=0 de prouver que, pour tout

n

xeM, limk, (x)=0. Pour cela, x étant fixé, posons h(g)=/f(g.x), on a

[f(g.0)—f@)|sm(Nd(g.x,x)£2d(x,1)+d(x.g- %),
soit, d’apres (E), e désignant la matrice identite,
Ih(g)|§]h(e)|+d(x, 1) +2logd+1(g)
de (H'1) il résulte alors que lim p, ()= p (h).

Considérons 1’espace normé L’ obtenu en munissant L de la norme J..
D’aprés le théoréme d’Ascoli B={:f€L,||f][,<1} est une partie com-
pacte de L', nous venons d’établir que la suite (P,), converge simplement
vers P sur B, puisque d’aprés la proposition 2.2 et (H'1) les opérateurs
P, sont équicontinus sur L', cette convergence est uniforme, ce qu’il fallait
établir.

Démonstration du théoréme 2. — Vérifions que les hypothéses de la
proposition 2.0 sont satisfaites avec

B=L, I=1], et F={PW:pex }.

La compacité de # et la proposition 2.3 impliquent (b). Si m(f)=0, f
est constante donc fe Ker (I—P), d’ou (¢ 1).(c3) résulte de la proposition
2.2 qui prouve également (¢2) avec r=c(X'). (c4) se déduit du théoréme
d’Ascoli et de la continuité de P(p) sur (L,||.|). Enfin pour établir (c5)
considérons une suite (f,) de DN\ Ker N(P (), nes’, et feL, telles que
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limJ, (f,—f)=0, on a, pour tout n et xeM,
£ () [Ssup £, (O [+d (x, )= h (x),

puisque /4 est intégrable par rapport a la probabilité P (u)-invariante v, il
vient

OzlimN(P(p))f,,z(lime,,dv)1=jfdv.I:N(P(u)>f.

Nous pouvons donc conclure comme indiqué.

2.3. Action de  sur les fonctions différentiables

2.3.1. Les espaces €*

On note €* (M) ’espace des fonctions k fois continliment différentiables

sur M et on désigne par d*f la différentielle d’une telle fonction.
d

L’hyperplan d’équation ) v;=0 est tangent & M, ¥~ désignera I'ensem-
i=1
ble des ¢léments non nuls de cet hyperplan et ¥7, sa boule unité.

Si ve?”, S(v) est I'ensemble des segments ouverts de direction v
dans M i.e des Ja,b[={(1—A)atrb:0<i<l} ou a, beFr(M) et
ol (0—a)=[b~a .

On désigne par V le champ de vecteurs sur M dont les courbes intégrales,
indexées par les couples (a, b) tels que Ja, b[ €S (v) sont les isométries de R
sur la, b[ définies par

1
(a+eé'b).
e

WY, ()=
ab() l+

L application réciproque de ¥, est définie par
x€la,bl, x=(1—-A)a+irb,
@, (x)=log

1—X
de sorte que, pour xe]a, b[eS (v) et fe G (M),
Vi) = (/¥ p) (D (X))

On remarquera que le champ de vecteurs V ne dépend que de la
direction du vecteur v:si w=ko, k>0, W=V. L’intérét de considérer un
tel champ de vecteurs apparait dans le corollaire 2, conséquence du point
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(i) de la proposition suivante qui donne également une formule intrinséque
pour le calcul de Vf(x).

ProPoOsSITION 2.4. — Soit fe €' (M) et veV

(i) pour tout x, yela,b[eS(v), il existe z dans le segment ouvert
d’extrémités x, y tel que

lf) =/ |=d(x,»| VD],
(i) si xe€la,b[eS (v) s’écrit x=(1—A)a+Lb, I'on a
Vf(x)=a(x,v)d,f(v)
ou
|6—al| . t

o) =AU gy P
L T T T

o est une fonction continue strictement positive et majorée sur M x 4" .

Démonstration. — (1) Par application de la formule des accroissements
finis, il existe s entre ®,, (x) et ©,, (¥) tel que

S~ f )= W (P (3)) =1 ¥y (@i (1)) = (R (%) = @y (1) (F2 P )’ ()
mais
(W) ()= (f° W) (@up (Wi (5)) = VS (¥ (5)),

puisque @, est une isométrie de Ja,b[ sur R, on conclut en posant
z=¥ , ().
(i) ¥, ()= a%e‘)_z (b—a) donc W, (D (x)) =2 (1 —-A) (b~a) et
Vi) =d f(¥o (@ ()N =A(1 =N d f(b—a)=1(1-}) lib=af d.f(v).

[l

Les propriétés de a sur M x ¥7; sont claires. Supposons v;#0 et appli-
quons la formule de (i) a la fonction f(x)=x;, pour >0 il existe 0,
0<6<1 tel que

x;—(xtw)=dx,x+tv)a(x+01v,v)v;
d’ou la définition de o comme limite.

Soit ve " et 121, V' désigne le l-iéme itéré de V, et pour fe %' (M), on
pose

Vif ()= [o(x, o)) o f (o)

ou o' est le vecteur (v, . . .,v) de ¥\
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A ces opérateurs sont associées les semi-normes sur €* M), k=1, défi-
nies par

fe€t ™), Iflle=1rol+ X 10,

171

VG IR IR AV)]
=1

ou

L (N=sup{|V.f/(x)|:xeM,ve ¥},
J(NH=sup{|VIf(x)|:xeM,ve ¥ }.

%" est I'espace vectoriel des fe €* (M) telles que || /]|, < + co.

COROLLAIRE 2. — Pour fe€* (M), J, (f)=m(f). (¥,
espace isométrique de (L, ||.|]).

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la proposition
2.4,

|0 est un sous-

PROPOSITION 2.5. — Sur €*(M) les semi-normes ||. ||, et ||. ||, sont équiva-

lentes. (%%, ||.||x) est un espace de Banach.

Démonstration. — L’équivalence des semi-normes repose sur le

LemME 2. 1. — Les opérateurs V¥ et V, sont liés par les relations
k-1
V= Z a4y Vi +Vy,

=1
k—1

Vi= Y by VI+ VK
1=1

ou ay et by, désignent des fonctions bornées sur M.

Démonstration du lemme. — La seconde formule est une conséquence
immédiate de la premiére.

Soit Ja,b[eS(v), la fonction A de Jla,b[ dans ]0,1[ définie par
x=(1—-A(x)a+Ar(x)b est affine et sa différentielle est telle que
dh(b—a)=1. Si p est un polynéme Vp- A est définie sur Ja, 5[ et
Vpeh(x)=a(x,0)d.peh(v)=A(x)(1 —K(X))MP' (A (x))dr(v)

[l

=) (A=A (@) p A ()
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en particulier

[b—all

Va(.,2)()=Ax)(1—1(x)(1-21(x) o]

=(1-2r(x)a(x,v).

Par suite

VV/()=V (., o) () df@)+[alx o)l V. [() (x)
=l (o)l (=20 () 2 (x, 0) df (@) + o (o) LT T,
VV f(x)=1(1=21(x) V,f(x)+ Vi, f(X).
OnaVi=vV=V,.
Faisons ’hypothése que, pour x€la, 8],
k—1

VEF() = ) puas A () Vif () +V, f(x)
=1

ou py; est un polyndme de degré <k—1 dont les coefficients ne dépendent
pas de v, il vient
k-1
VErLf(x)= Z Ve h(x) Vi f(x)
=1
k—1

+ Z P A () VV f(x)+VV, f(x)
=1
k-1

=3 A A=21@) Py A (X)) V,f(x)
=1
k—1
+ 2 P A ()IA=2A X))V /() +V, f(X)]
F+h(1=2A(X) Vf () + Vi 1 f(x)
donc

k
VERLL()= Y Prv 11 MO V() +V, f(x)
=1
ou les p,. 4, sont des polynémes de degré =<k indépendants de v.
On conclut en remarquant que 0 <X (x)<1.

Prouvons maintenant que $* est un espace de Banach.

Soit (f;), une suite de Cauchy dans (%*,]|.]|,), puisque, pour ze¥"; et
x dans un ouvert relativement compact U de M, o est minorée par un
réel >0, une identité de polarisation classique montre que, pour /=0. . .k,
(d'f,), est une suite de Cauchy pour la métrique de la convergence uniforme
des fonctions sur Ux ¥7}, de sorte qu’il existe fe€* (M) telle que (d'f)),
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converge vers df uniformément sur Ux ¥, De Parbitraire de U on
conclut que fe%* et que (f,), converge vers f dans %*.
2.3.2. Action de P sur €*

On prouve le

THEOREME 3. — Pour tout pe &', P(p) et Q (W) sont des endomorphismes
continus de 6* tels que:

PQ=c(X),
pour tout compact K, K < F(c(A)),
sup {||R(z,P(W)|:zeK,pe A } < +o0.

CoRrOLLAIRE 3. — Soit I le cercle de centre 1 et de rayon %(1 —c(A))

dans C, intégrant dans ¥ (€*%) on a, pour tout pe A,

N (W)= J R (z, P () =
2im Jr

Démonstration du corollaire. — En effet, on vérifie aisément que, pour
|z|>c(A), on a dans & (%"),

[cel

1

1
Rz P()=—N@+ ) - 7QmW"
z—1 n=02
La preuve du théoréme 3 repose sur la
PrOPOSITION 2.6. — Soit pe 2" alors

() si fe€*, P(W)feb” et, pour I=1. . .k,
VIP (W f(x)= J Vifog(x)du(g),

(i) pour k=2, il existe une constante R, ne dépendant que de I'**(p)
telle que, pour tout fe%*,

[P @ Ile=Re|lf

1
k

-1 +allf

ou
(W= j c(9) du(g).
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Démonstration. — Ici g désigne la transformation projective associée a
geG,.
Puisque d’apres (E) et le corollaire 2

If- 0=l f+m(Ndg. V=If Q[+ (/) [2Logd+1(g)],

I’essentiel est contenu dans le

LemME 2.2. — Il existe des constantes ¢y, |=1...k—1, telles que, pour
tout ge G, et fe€* (M),
k-1

T(fo9)= Z cuJifH e @ Tif.

Démonstration du lemme. — Soient ve?’, la,b[eS(v), ge G, et ay,
b, e Fr(M) tels que g (la, b)) < ]a,, by[, on pose

¥Y=Y,, o=, ¥, =Y

O, =0

ay by
by et h=0,°g° V.
Si x€la, b], en notant t=®(x), on a

VEfeg()=(fg° )P (=¥ D" ()
k—1

=3 (¥ RO ra )+ PDY (D) (W (1))
=1
k—1

=Y ra (W' f(g.x)+(# () Wf(g.x)
=1

ou r, est un polyndme en A, I=1.. .k et w=b, —a,, il suffit donc de
déterminer des bornes pour les dérivées h®,

Soit (oc 5), a, B, v, 6=0, la matrice dans les bases (a, b) et (a,,b,),
Y

de la restriction de ’endomorphisme g au sous-espace engendré par a et
b,Ton a

+ 3
h(f)=log Y 10€
a+pe
De
81 t
=~ Pe
v+  a+fé
il vient

sup |A' (1) |=th
t

:
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ou
o Y .
|r|= logE — log-|=d(g.a,g.b)<diam (g. M)=1(g)
a
soit
A
sup |k ()| < th Mo _, (®),
‘ 4
d’aprés (C).
4
En remarquant que la fonction ¢ définie par ¢ (7)= ue ,
v+ ue'

u>0, v=0, satisfaita 0<o () =1 et OO=00O1-0(®)

on concluera que les dérivées A® sont bornées par des constantes indépen-
dantes de geG..

Soit fe%*, la fonction fog est k fois continiiment différentiable sur M
et les lemmes 2.1 et 2.2 montrent que les différentielles d'f°g sont
bornées en norme pour g€ G, et x dans un ouvert relativement compact
de M, de sorte que, pour tout ue ¥ et xe M,

d P (W /()= fdif °g (u) dp.(g)
et

ViP(Wf(x)= szf °g(x)dp(g),
et, par le lemme 2. 1,

VIP (W) f(x)= f V! fog (x)du(g),

le point (ii) est alors établi par application du lemme 2.2.

Démonstration du théoréme 3. — D’aprés la proposition 2.2 et le
corollaire 2, il existe une constante R telle que, pour tout pe.# et fe€?,

1P/ =IP s =R|A|+0]A:-

Il résulte alors du théoréme 2 et de la proposition 2.1 que (P(r)) pe X a
sur ¢! la propriété TI (c ()); cette propriété s’étend de proche en proche
a tous les espaces @* en utilisant la proposition 2.6 et la proposition 2. 1.
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3. Régularité différentielle de y

Nous commengons par étudier la régularité de y(p,) lorsque (u,), est
une famille de probabilités sur G, dépendant d’un paramétre réel, ce
résultat est ensuite appliqué au cas ou les coefficients des matrices eux-
mémes dépendent d’un parameétre.

3.1. Famille de probabilités dépendant d’un paramétre

Les arguments de ce paragraphe sont empruntés a [7], lemmes 7 et 8.
11 est commode d’introduire ici €= (N * qui muni des normes ||.|
k=1
i=1, est un espace de Fréchet et ’espace .# des endomorphismes continus
de €=.

Pour i, j=1 et Pe ¥, on pose

i

Ielly=sup{ 171k ree= oy }
1711

si r=0, &, désigne alors le sous-espace des Pe & tels que, pour tout i1,
|P|:+,.:< + oo, muni des normes ||. ||+, , i=1. Comme les normes ||.||;
forment une suite croissante, &, est inclus dans %, , ; et I'injection canoni-
que est continue.

Dans ce qui suit, E et F étant des ensembles munis des structures
convenables, ¥*(E,F) désigne I'espace des fonctions k fois continiment
dérivables de E dans F, si k=1, continues de E dans F, si £=0.

Soit maintenant (L,),.; une famille de probabilités sur G, indexée par
I'intervalle ouvert J de R, on note P, opérateur de transition associé sur
M, T’on pose

68(x):flogllgxlldus(g) et y()=y().

ProrositioN 3. 1. — Supposons que, pour tout 1 intervalle ouvert relative-
ment compact dans J,

(i) {w:sel} satisfair a (H1), (H2), (H3),
(ii) il existe q tel que P. e 6*(1, %),
(i) 5. c@* (1, ")
alors ye€* (J, R).
Démonstration. — Soit I comme dans I’énoncé, le théoréme 3 s’applique
a laction sur tous les espaces ¢' de A ={p,:sel}, en particulier, en
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posant U=F (c¢(A))°, R(z,5)=R(z,P,) est définic et bornée sur tout
compact de U x I. Remarquons qu’alors R(z,s)e %,

LeMME 3.1. — Il existe r=0 tel que
(i) pour zeU, R(z,.)e¥* (1, %,),

.. . /R,
(il) pour j=0. . .k, gefﬁ (UxI1,2,).

Démonstration du lemme. — (a) Prouvons lassertion pour k=1 en
faisant usage de I’équation résolvante

R (z,5)— R (20, 50) =R (z,5) (2o _Pso) —(z—=P))R (20, 5).
Pour i=1

R (z,5)—R(zg,50) |fi 44,
A e A1 U LYCHPR) O

puisque || R (z,5)||; ; est bornée sur tout compact de U x I, on conclut que

Re®°(UxI, Z).
Par un argument similaire, on voit que
1 1
[R(Z’ S)*R(Z,SO)]:R(Z,S) (Ps_Pso)R(Za SO)

5= S S S,
a une limite dans %, lorsque s tend vers s,, donc R(z,.) est dérivable de
I dans Z,, et

% R(z,5)=R (Z’,S)f;: )R (z,9),

comme (u, v, w) — uow est continue de (&,)> dans £,

JR

—e®¥°(UxL Z,)).
as

On posera r=3gq.

(b) Supposons le lemme établi pour I’entier j,j=1.

Si P.e¥’"'(1,2,), P.e¥’'(I,L,) < ¢' (1, £, et, daprés 'hypotheése
de récurrence, il existe r tel que la fonction (R (z, .),—ds (.), R(z,.)) estj
fois dérivable de I dans &, x £ x &, que ses dérivées sont continues sur

R s i
UxIetl'ona (?a—: R ZTPR, comme la fonction (i, v, w) — uvw est indéfini-
s

ment différentiable de £, x ¥ x &,, dans &, , ., 'assertion du lemme est
prouvée pour Ientier j+ 1.
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Nous achevons maintenant la preuve de la proposition.
D’aprés le corollaire 3, on a par intégration dans ¥, donc dans %,

v() 1= Lj R(z,5)dz
2in Jr

et il résulte du lemme qu’il existe r tel que le second membre est une
fonction k fois continiment différentiable de I dans #,, C’est-a-dire que
v. est k fois continiment dérivable de I dans le dual (¢") de ¥". Comme
ce? (I,4°) = €*(1,%") et que en faisant usage du crochet de dualité
((€7)',%") on a y(s)={ v, O, », on conclut que ye€* (I, R).

3.2. Famille de matrices dépendantes d’'un paramétre

Dans ce paragraphe pour achever la preuve du théoréme nous vérifions
que sous les conditions (C1), (C2), (C3) les lois p, de g, satisfont aux
hypothéses de la proposition 3.1.

Pour alléger I'écriture des matrices ou de leurs coefficients on s’autorise
lorsque cela ne crée pas d’ambiguité a omettre la variable o.

3.2.1. Vérification de (i)

Pour des matrices de déterminant + 1, (H1) se réduit a

sup{f[log+ ||gs||]”‘dp:sel}< + o

qui d’aprés (D), équivaut a (C1).
La continuité de g,(®) montre que p, est une fonction continue de s,

puisque I est relativement compact dans J, on en déduit (H2) et également
(H3) car, d’aprés (C2), c(p)<1.

3.2.2. Définition des espaces €* a I'aide des coordonnées

On vérifiera plus commodément les points (ii) et (iii) en utilisant la
représentation de M et les normes équivalentes aux ||. || suivants.

On pose m=d—1 et I'on identifie M 4 (R*)™ a l'aide de la bijection
affine:

m -1
(R’i)"'a(xl,...,xm)ﬁ(in+1) (xXgy - X DEM,
i=1

¥ s’identifie alors 4 R™\ {0 }. Pour tout multi-entier r=(r,, .. .,r,)eN",
on pose |r|=r +...+r, et 'on définit sur €= les opérateurs 9, et D,
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par

olr If
0. f (%)= p (), D f(x)=x7...xm0,.f(x),

X5 .. 0xn

m

auxquels on associe, pour k=1, les semi-normes sur ¢~

A= 001+ X sup { | D, f(x)|:xeM }.

r:lr|sk
PROPOSITION 3.2. — %* est I'espace vectoriel des fe€* (M) telles que
I/ 1lk< + o0, sur € les normes ||.|| et ||| ||| sont équivalentes.

Démonstration. — Nous utiliserons le

LEMME 3.2. — Pour x=(xy, ..., x, )eM et v=(v,...,v,)€? , 0ona

a(x,v)=[t(x,v)+1(x, —0)] "}

. v D,
ont(x,v)=max< 0, +, ... =%
Démonstration du lemme. — Soit t>0, on a, d’aprés (B), en posant

x;=1etv;=0,

-1
d(x,x+tv)=logmax{(l+tﬂ><1+tﬁ) qj=1.. .d}
X; X;

J
=log[l+tt(x,v)]— Log[l —tt(x, —v)]
et
t
a(x,v)= lim —— =[t(x,v)+1(x, —v)] L.
(%) t»o+d(x,x+1tv) [rEn o)+l )
Pour v= (v, ...,0,)e?, I21l et fe¥®,ona

Vifx)=a(x, v)’{ > Uit .tpo,f (X)}

r:ir|=1

v.
et en posant a; (x,v)=a (x,v) —

i

V)= > o (x,0)t. ..o, (x0)"D,f(x).

ri|lr|=1
Puisque |a; (x,v) |1, il vient
s Y sup{|D,f(x)|:xeM}

r:lr|=1

de sorte que |||. |||, est plus fine que ||. |,
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D’autre part, x étant fixé, définissons ve¥” par v,=x, et ;=X
0,1, pour i=1...m, dans ce cas
a,, (x,v)=a(x,v)=1 et o (x,0)=t,i=1... m—1
d’ou

Vif)= Y ft...6mi D, f(x),

r:|rj=I

or (en utilisant, par exemple, 1’équivalence des normes sur un espace
vectoriel de dimension finie) il existe une constante C, telle que pour tout
polynéme a m— 1 variables de degré </,

P(ty, .o sty )= Y afp...fm4

rilrlst
on ait
sup{|a,|:r,|r|SI}SCisup {|P(ty, . . s tm—y)|:1;€[0,1],i=1.. .m—1},
par suite, pour fe€* et xe M,

sup{|D,f(x)|:r,|r|Z1}
SCsup{|Vf(0)|:1,€[0,1],i=1.. . m—1}<C]J,f

ce qui permet de conclure a I’équivalence des normes.

3.2.3. Vérification de (ii)

Nous prouvons que pour un g convenable P. e ¢*(I, %,) ou I est un
intervalle ouvert relativement compact dans J.

Pour fe¢*, on pose f° g, (x)=f(g;.x).

1
LEMME 3.3. — Soit fe €™ alors, pour I=1.. . k+2, on a %ﬁgse%ﬂ‘”;
s

de plus, pour re N™, il existe C,>0 tel que: pour tout fe€>,I1=1.. . k+2,

sel, on ait
sup{

Démonstration. — On pose, pour i=1...m,

11

0
D, @f ° g5 (%)

:xeM}gc,wl|uf|||,+,.

gi()=ay(s) x; + ... +a,,(s)x,+a,(s)
et

— gsi (X)
8sd (x)

si-
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I'on a

gs'x:(gsl‘x’ . '5gsm‘x)'

Les dérivées l-iéme par rapport a s de ces fonctions seront signalées par
I'indice supérieur (/).

LemMmE 3.4. — Pour tout reN™, il existe une constante C, telle que:
pourI=1.. . k+2,i=1...m, sel, xeM,

0y
Dr gsl X
&si- X
Démonstration du lemme 3 .4. — Remarquons que, si u est / fois dérivable
de I dans R* , on a

<C'w'.

r

1 113 1)
n_ u u u
(logu)()_Pl<*:¥’- s T
u u U

et

)
Y —Q,(loguy, (logw)”, . . .,(ogu))
u

ou P, et Q, sont des polyndomes a [ variables possédant la propriété
d’homogénéité de degré / définie par

rA=0, SIAX LA X,, .. LAMX)=MS, (X, X, - -, X)),
Si v est une autre fonction / fois dérivable de I dans R%, on a

(u/v)(l) u " u(l) v vr/ ,U(l)
(/)=R, wu oo
ujv u

ou

RXy, . X, Yy, oY)
=Q(P; X)=Py(Y)),....P (X, .. XD~ QY .. . Y))

est tel que, pour tout A=0,
R,AX,, .. . AX,AY,, .. AN Y)=MNRX,,....X, Yy, ..., Y).

Le lemme sera donc établi si I'on prouve pour tout reN™ Pexistence
d’une constante C.’ telle que, pour /=1...k+2,i=1...m, selet xeM

(D
D, (gsi (x)> ‘ éC;' Wl-
gsi (X)
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Omettant la variable s, on écrira, pour i=1...m

gh( x) " (efin)® (e ia (D)
=Y g0+ 8ia (%),
gl (x) ji=1 el
en posant
a; x; @
g;()=="L"L  pour i=1...m et gu(x)=—1;

g:(x) & (%)

3; étant le symbole de Kronecker, on vérifie que, pour j=1...d et
I=1...m

d
xz—xgij(x)=5jzgij(x)_gij (x) gy (%),
1

puisque 0<g;(x)<1, lassertion en résulte en remarquant que
D, D,=D,,, et en utilisant finalement I’expression précitée de
(e)P e < a 'aide des dérivées ¢, I'=1.. .1

\ foa
Revenons a4 la preuve du lemme 3.3. P o
s

(x) est une combinaison

linéaire de termes
1 1
dy SV x, ..., gM . x)

ou 1=AZl Lzl ..., b=, I, +...+L=I soit encore combinaison
linéaire de termes

A(f; Sajla .. 7]1’ 1> - - ll) (X)
_
Ox; ...0x

J1 Ja

(g;- ) (81 %) . . (8. %)

g xy g
=D, f(g,- 0| 22— ...
g5 . X gy, X

Si1

pour un r,€ N™ convenable tel que |r,|=A

Or, si fe¢™, D, ,fe €™ d’aprés la proposition 3.2 et donc, d’aprés le
lemme 2.2, pour tout r; e N™ il existe une constante C" telle que, pour
tout fe€~, sel, xeM

| Dy, (D1 /) g d = C I ey g

on conclut alors en utilisant le lemme précédent que, pour re N™, il existe
une constante C/"’ telle que, pour fe€~, sel, xeM

|DrA(f;s)j1a .- -vj)all’ .- ~slk)(x)léc;”[ lf|||]r|+)~wll+m+lla

ce qu’il fallait établir.
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ProrosiTiON 3.3. — P e%*(1, %, ,).
Démonstration. — Posons, pour /=0, ..., k+2 et fe @™

PO f(x) = f (%,f" £.(x)dp.

On déduit aisément du lemme 3.3 que cette expression a un sens, que
la fonction PP f est indéfiniment dérivable sur M et que, pour re N™,

D, (PO 1) (x)= J D,( O gs> (x)dp

os'

et encore que PPe &,

D’autre part la permutation des différentielles en x et des dérivations
en s étant possible, on a, pour s et s+rel, t#£0etI=1.. . k+1.

1 ol ot i

- DrTIfogs-kt(x)_Dr—:“fogs(x) _Dr_lfogs(x)

t 0s ost™1 0s
e

2w A e

par intégration par rapport a p
:xeM }

sup {
élgil(JW+”@>mﬂ”hHHl

de sorte que P4~ est dérivable de T dans %, ; et de dérivée P?.
Finalement P est k+ 1 fois dérivable de I dans #**2, d’ou le résultat.

t

al+1
s 2 Sup{\mDrfogw}-u(x)

<

D,{;[Pﬁ':t“f— P?‘l)f]—Pg"f} )

3.2.4. Vérification de (iii)

Rappelons que gx désigne I'image du vecteur x par 'endomorphisme g.

LEMME 3.5. — Pour reN™, il existe C, tel que, pour I=1.. . k+2, sel,
xeM, on ait

<C, w.
"ast =7

al
P-@Mﬂ
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Démonstration. — 11 suffit comme au lemme 3.4, d’établir que, pour
I=1...k+2,1l existe C telle que, pour tout xeM,

o
D( n&;Dch
lex] o

or, avec les notations de ce lemme,

L Z g9
z gsk (x)
k=1
:zd: ™ (e ) a;(s) x; N (@)D g (s)
P O ecia® 4
! z gs (X) Z 8a (X)
k=1 k=1

et I'on conclut de fagon analogue.

ProrosiTioN 3.4. — o €e€*(1,%™).

Démonstration. — Elle est similaire a celle de la proposition 3. 3.
On a, pour sel, s+tel, t£0,/=1.. . k+1 et reN™,

1—1

1 al—l 6
_[D 0 log|[gsex||~ asl_llog||gsx||:|_

P
p Py Drj10g||gsx”

Js

t al+1
éli Sup{‘WDrlog”gs+ux

,wﬂaﬂgmqwm

soit aprés intégration

1 - _ _
sup {ID,{;[02'11”—02“”]—0‘3”}(X)

:xeM}SMC jw"“’dp
=G

ou I'on a posé, pour /=0, ..., k+2,

_ o
50 ()= j 2 1og] g, a

il en résulte que o est k+ 1 fois dérivable de I dans €*.
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