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ResuMi. — Pour un modéle autorégressif vectoriel commandable, on
prouve la consistance forte de I’estimateur des moindres carrés sauf dans
le cas « singulier » suivant : il y a un sous-espace propre de dimension =2
associé a une valeur propre de module>1. Dans le cas singulier, cet
estimateur peut &tre non consistant. Dans le cas régulier, on précise la
vitesse de convergence presque sire; on etudie aussi la suite des prédicteurs
et estimateur empirique de la covariance.

AssTRACT. — For a vector valued autoregressive model which is control-
lable, we prove the strong consistency of the least squares estimator
except in the following “‘singular” case: there exists an eigensubspace of
dimension = 2 associated to an eigenvalue of modulus>1. In the singular
case the consistency may fail. In the regular case, we precise the almost
sure rate of convergence; we also study the predictor of this model and
the empirical estimator of the covariance.
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2 M. DUFLO, R. SENOUSSI ET A. TOUATI

I. PRINCIPAUX RESULTATS

I.1. Introduction

Malgré la trés abondante littérature relative aux modéles linéaires et
aux estimateurs des moindres carrés permettant leur identification, certains
problémes extrémement simples ne sont pas encore résolus. Ainsi, jusqu’a
une date récente, restait-il de nombreuses questions ouvertes relatives au
modéle autorégressif vectoriel. Lorsqu’un tel modéle est stable — ou
causal —, son comportement asymptotique et celui de son estimateur des
moindres carrés sont bien connus grace a des travaux anciens ([1], [2], . . .);
quelques pas avaient été effectués dans le cas explosif a cette période
(121, [19D.

Les propriétés de convergence presque siire ont été éclairées dans le cas
du modéle unidimensionnel autorégressif d’ordre p par les travaux de Lai,
Wei et Chan ([8], [3], [4]); ces auteurs étudient aussi la convergence en loi
dans le cas non explosif. Touati ([14], [15]) a étudié le comportement
asymptotique en loi du modele autorégressif vectoriel d’ordre 1 instable
ou explosif et décrit le comportement en loi de I'estimateur des moindres
carrés dans le cas général.

Nous précisons ici — pour un modéle autorégressif vectoriel — le
comportement asymptotique presque sur des trajectoires. En ce qui
concerne la consistance, deux hypothéses apparaissent incontournables :
la premiére, classique, est la commandabilité; la seconde a été dégagée
dans le contre-exemple que nous avons bati dans [S] d’un modéle auto-
régressif de dimension 2

Xn+1:2Xn+8n+1’

pour lequel I’estimateur des moindres carrés n’est pas consistant. Nous
prouvons la consistance et analysons la vitesse de convergence sous les
hypothéses qui apparaissent ainsi comme nécessaires.

yp

1.2. Définitions et notations

On considére ici des suites de vecteurs aléatoires a valeurs dans C¢ muni
du produit scalaire hermitien {u, v )= *uv et de la norme ||u|]*=<u, u);
u désigne ici soit le vecteur, soit la matrice colonne associée, *u est sa
matrice adjointe. Pour une matrice d < d, A, *A est ’adjointe de A. Si A
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MOINDRES CARRES D'UN MODELE AUTOREGRESSIF 3

est hermitienne, on note A_;, A et A, A la plus petite et la plus grande
valeur propre.

Soit une filtration F et un bruit e=(g,) adapté a cette filtration, c’est-a-
dire une suite de vecteurs aléatoires de dimension d, adaptée a F et de
carré intégrable pour laquelle nous supposons :

E(8n+1lg7n):0 et E(8n+1*8n+l!g;n):r7

I" étant une matrice de covariance d X d déterministe, la « covariance » du
bruit. On fait en outre, dans cet article, sur le bruit I'une ou autre des
hypotheéses suivantes.

(BB) le bruit est un « bruit blanc » de covariance I" adapté a F, c’est-a-
dire que les vecteurs aléatoires (g,) sont indépendants, de méme loi, centrés
et de covariance I'; g, est indépendante de % ,_ .

(B2) il existe un a>2 tel que, p.s., sup E(||e,,||*| #,)<oo; le bruit
« a un moment conditionnel d’ordre>2 fini ».

La propriété suivante est alors réalisée :
n
_ p.s.
nty g te o> T
k=1

11 est facile de vérifier que certains de nos résultats n’utilisent que cette
loi des grands nombres.

Désormais on donne un « modéle autorégressif » d’ordre 1, complexe et
de dimension d :

Xn+1=AXn+8n+17

ou A est une matrice dx d et I’état initial est une v.a. X, & ,-mesurable
quelconque.
On pose, pour Q matrice hermitienne définie positive & ,-mesurable,
n n
Sn=Q+ 2 Xk*st Sn: Z “anz’
k=0 k=0
LHi=*X, 8,1 X,;

n
'« estimateur des moindres carrés » de A, A":( > X "‘X,‘_I)S,,_l1 satis-
k=1

n

fait *(A,— A)=*A,=S;1, [M,— Q*A] avec M, = ¥ X, _, *&.
k=1

Vol. 27, n® 1-1991.



4 M. DUFLO, R. SENOUSSI ET A. TOUATI

On étudie aussi erreur de prédiction m,=A, X, et les sommes associées
n
P,= Y m *n, ainsi que la covariance empirique :
k=1

:l'—‘

Z Xk’"Ak—1Xk—1) *(Xk—Ak—l Xi-1)-

Les résultats qui suivent seront liés aux modules des valeurs propres de
A; on note a le plus grand de ces modules et a le plus petit. Le modéle
est dit « stable » si a>1, « explosif » si a<1, « instable » si a= a=1; o

est le rayon spectral de A a est I'inverse de celul de A7L
m

Posons C,,= ). A*T"*A*. Le modéle est « commandable » si A, C,, est
k=0
>0 pour m assez grand.
On dira que le modéle est « singulier » ’il existe une valeur propre de A
de module >1 associée & un sous-espace propre de dimension =2. Le
modéle est « régulier » sinon.

I.3. Enoncé des résultats

Notre résultat général est le suivant. D’apres la remarque faite en 1.1,
on ne peut pas espérer la consistance de 'estimateur des moindres carrés
dans le cas singulier. Les notations et hypothéses sont celles qui ont été
données en 1.2.

THEOREME 1. — CAS MIXTE REGULIER. — Soit un modeéle autorégressif
d’ordre 1 vectoriel, commandable et régulier.

(A) Le bruit satisfait I’hypothése (B2).
1. L’estimateur des moindres carrés (A,) de A est fortement consistant.
Sa vitesse de convergence presque siire est toujours de 'ordre suivant :

|A,—Al=0(Log n/n)/2.
2. La suite (*X,, S}, X,) converge, p.s., vers une v.a. p<1, et, p.s.
1 o -
- Z"tk*”k_’Pra I,->Q0+pI;

n =1

({1 —*X,S, ' X,1T,) est un estimateur fortement consistant de T

(B) Si le bruit satisfait 'hypothése (BB), les résultats ci-dessus restent
vrais lorsque A n’a pas de valeur propre de module 1. Dans le cas général,
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MOINDRES CARRES D’UN MODELE AUTOREGRESSIF 5

ils restent vrais en probabilité, en particulier (A,) et ([1—*X,S7'X,]T,)
sont des estimateurs faiblement consistants de A et de T.

THEOREME 2. — CAS SINGULIER. — On suppose le modéle autorégressif
commandable et singulier. Le bruit satisfait I'hypothése (BB) ou (B2).
1. L’estimateur (A,) peut étre non consistant.

1 .s. _
2. Ona-Log s,,p—> 2Llogaet, p.s.:
n

'min ~“n = minSn<CD' L

0<lim inflk S, <lim sup 17»
n n

On peut dans les cas stable, instable, ou explosif obtenir des résultats
plus précis. On désigne par a une fonction réelle croissant vers oo et telle

que J [1/a] converge.

THEOREME 3. — CAS STABLE ET INSTABLE. — Le modéle autorégressif est
supposé commandable; le bruit satisfait I'hypothése (BB) ou (B2).
(1) S’il est stable (< 1), on a, p.s. :

S./n—C,  Cinversible; || X,||=0®"?).

Et si E(||Xo|]H) <0 :
E([|X,[[»)=0(®.

(2) Sia=1 et si l'ordre le plus grand des zéros de module 1 du polynéme
minimal de A est v, alors, p.s. :

lim sup (n*'~! Log Log n)”'?|| X, ||[£Cte er s,=0O(n* Log Log n).

De plus si E(|| X, ||>) < :
E(“Xn”z):O(nz"'l).

(3) Si le modéle est non explosif (x<1) alors, p.s., l'estimateur (A,) est
fortement consistant et satisfait :

| 4,—A|| = o(la(Log n)/n)*/>.
4) Sia<l,p.s.,
(-0, Yla(Logn)] '|=,|*<oo;

lestimateur empirique de la covariance est fortement consistant.
Si le bruit est blanc, p.s. :

lim sup (n/Log Log n)"/?|| A, — A || £ (2 Apax C Anax D2

Vol. 27, n° 1-1991.



6 M. DUFLO, R. SENOUSSI ET A. TOUATI

(5) Sia<1, et si le bruit satisfait (B2), alors, p.s. :
|A,—A||=0(Log n/n)*'?
*X, S, X, —0;
(Log m)~ 1 (||S32 *(A,— D> +||P,|) < Cte.
L’estimateur empirique de la covariance est fortement consistant.
Si en outre le bruit est blanc, on a dans le cas stable, p.s.,
lim sup (Log n) ™' ||P,|| < Cte.
Et dans le cas instable la suite [(Log n)™*||P,|[] est tendue.

(6) Si le bruit satisfait 'hypothése (BB), les résultats donnés en (5) restent
vrais en probabilité.

THEOREME 4. — CAS EXPLOSIE. — On suppose ici le modeéle autorégressif
commandable et o> 1, le bruit satisfaisant I’hypothése (BB) ou (B2).

(1) Si lordre le plus grand des zéros de module o du polynéme minimal
de A est v :[a] *"n=2¥" 25, tend vers une v.a. non nulle,

1 .. _
— Log s,,p—> 2 Log a;
n

st B (|| Xo|P) < oo, i
E([|X,])=0 2" n>~2),

(2) Pour Z= Y A *g,:

k=1
_ p.s. ~
AT"X, o> Xot+Z=1L.
La loi de 7. est centrée, de carré intégrable avec une covariance inversible;

pour tout état initial, la loi de 7. ne charge aucun hyperplan. En outre :

0
p.s.

G,=A™"S,_*A™" 5 G= Y ATKZ*Z*AF
k=1
ou G est une matrice hermitienne telle que, pour tout u non nul, *uGu est
p.s.>0.

3. Dans le cas explosif régulier, G est p.s. inversible et, p.s. :

1
lim- Log A,;,S,=2 Log o;
" et

|A,—A)A"||=0[n"');
*X S X, - p=*2ZG "' Z;

n

Y M >pl et [,->(+p)l. W
k=1

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



MOINDRES CARRES D’UN MODELE AUTOREGRESSIF 7

Enfin, on peut traduire ce qui précéde aux modéles autorégressifs
d’ordre p et de dimension d, AR, (p).

THEOREME 5. — Soit un modéle autorégressif d’ordre p de dimension d :

X, =A X, ... A X, ,te,

ou les Ay, ..., A, sont des matrices dx d, et le bruit € a la covariance I’
inversible.
On note A(z2)=1—A,z— ...~ A zP. Le modéle est dit « singulier » s’il

existe un z de module <1 pour lequel A (z) a un noyau de dimension >1. Il
est « régulier » s'il n'est pas singulier, en particulier si d=1 ou si Det A (z)
ne s’annule que pour |z|=1.

Soit A,=(A,, ...,A, ) Ulestimateur des moindres carrés de
A=A, ..., A).

(1) Si le modéle est régulier, l'estimateur (A,) de A est consistant, forte-
ment sous I'hypothése (B2) ou sous (BB) lorsque A (z) est inversible pour z
de module 1, faiblement sous (BB) dans le cas général.

2) Si Det A (2) ne s’annule pour aucun z de module <1, p.s., les résultats
relatifs a (A,) donnés dans le théoréme 3 sont valables.

(3) Si le plus grand des modules des zéros de Det A (z) est strictement
majoré par B<1, si A, est inversible et si le modéle est régulier, alors, p.s. :

|A,—All=0@®"2p. |

On verra en I1.9 comment transcrire plus précisément aux modéles
AR, (p) les résultats des théorémes 1 a 4 portant sur les modéles AR, (1).

Commentaires. — (a) Ce travail généralise ainsi en dimension d et sous
I’hypothése (BB) celui de Lai et Wei [8] dans le cadre des modéles AR, (p)
avec I'hypothése (B2); méme dans ce cadre, les vitesses de convergence
presque slire sont précisées. L’étude des convergences en loi des mémes
estimateurs est effectuée, pour les modéles AR (p) instables dans [3] et [4],
et pour les modéles AR, (1) généraux dans [14] et [15].

(h) En ce qui concerne les erreurs de prédiction, nous généralisons
I'étude effectuée par Wei [18] pour des modéles AR, (p) stables ou instables
ou AR, (1) explosifs.

Vol. 27, n° 1-1991.



8 M. DUFLO, R. SENOUSSI ET A. TOUATI

II. DEMONSTRATIONS

I1.1. Rappels et complément

Considérons un modéle de régression ccmpléxe de dimension d adapté
a la filtration F :

Xn+1:*Rq)n+8n+ 15

(®,) est une suite adaptée 4 F de carré intégrable, R une matrice dx d
complexe. Posant, pour Q hermitienne définie positive :

S"=Q+ Z (I)k*q)k’ sn=trsn>

k=0

L= %8, X =) S
k=1

estimateur des moindres carrés (R,) de R, l'erreur de prédiction
n,=*[R,—R]®,, et la covariance empirique

.12 A ~
rn:; z X =Ry s X (¥ [Xe = *Rpe - X411,
k=2
satisfont la proposition suivante.
ProrositioNn A. — (1) Sous 'hypothése (BB) ou (B2), si (s,) tend, p.s.

vers oo, on a, presque stirement, pour toute fonction a croissant vers l'ifini

telle que J [1/a] converge :

l|Si2 (R,—R)||=o0[a(Log s,- 1"
Y la(Log s)) ™ (A —f) || ma||> < 0.
(2) Sous I’hypothése (B2), pour tout ue C%, posant :

T,.(u)znsnll—zl (Rn_R)“IIZ"‘ Z a _fk)l<u’ “k>‘2’
k=1

on a, p.s., lim[e,] ' T,w) —» *uTu(1+p) ou p est une v.a. finie, nulle si
@, — 0.

(3) Sous (BB) le résultat de (2) reste vrai si (f,) tend, p.s., vers f,>0. 1l
est aussi valable pour la convergence en probabilité lorsque la suite de
processus (nfiy; 0=t <1) converge en loi vers un processus continu non nul.

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



MOINDRES CARRES D’'UN MODELE AUTOREGRESSIF 9

n

4) Si n7' Y m*n, tend p.s. [ou en probabilité] vers une matrice
k=1
aléatoire P finie, alors (I',) tend p.s. [ou en probabilité] vers T +P.

Démonstration. — La partie (1) est prouvée en [11] et [5]. La partie (4)
résulte d’'une modification élémentaire de [5]. La preuve de (2) et de (3)
repose sur la relation suivante, prouvée en [7] et [18] :

T,(w)—T, ()= z ﬁcl<8k+1a u>|2+€m

=1

ou ({,) est une suite qui converge toujours p.s., la limite étant nulle si
¢, =lim @,= co. Supposant ¢, =00, on conclut sous (B2) par une pro-
priété classique du terme de droite (¢f. [7]); sous (BB), la loi des grands
nombres donne le méme résultat lorsque (f,) tend vers f,>0. Sous les
hypothéses faites dans la seconde partie de (3) :

" P
[0, ' Y fil|{&psr, uD|P—*ulu)>0;
k=1

on le voit en considérant la somme comme une intégrale stochastique et
en appliquant les résultats de [6]. W

II.2. Commandabilité et excitation

Xpr1=AX,te,
X2 =A?X,t 82T Ag, .,
Xosm=A"Xyt My ntm
OU My yim=Epimt Abpym_1+ ... FA™ 1g, . satisfait :
EMu ntm ™ N ntm| F)=Cry
en posant

AT *AK,

0o

M =

C:

m
k

La matrice hermitienne C, est inversible si, et seulement si, le rang de
(T2, ATY2 .., A"T''2) vaut 4. Si § est le degré du polyndme minimal
de A, il est donc équivalent de dire que lim A, C,>0, ou que C;_, est

n — o

Vol. 27, n° 1-1991.



10 M. DUFLO, R. SENOUSSI ET A. TOUATI

inversible, ou que C,_, est inversible. Le modéle autorégressif est alors
« commandable ».

Soit r<detY,=X,s5+,:
Y, i1 =AY, %t ou E(Xn+l*Xn+1|‘¢n5+r):C8-1'

Si le modéle initial est commandable, (Y,) est un nouveau modéle
autorégressif dont le bruit (),) a une covariance inversible.

ProrosiTioN B. — (1) Si le modéle est « stable » c’est-a-dire si le rayon
o0

spectral de A est <1, alors la série Y, A*g, converge p.s. et en moyenne
k=1
quadratique vers une v. a. L de carré intégrable. Si le modéle est stable et
commandable et si A est inversible, alors, pour tout vecteur aléatoire Z
supposé F y-mesurable et de dimension d, Z.+L ne charge aucun hyperplan.
(2) Si le modeéle est commandable, alors, la suite (X,) est « fortement
excitante » c’est-a-dire qu’il existe une constante p>0 telle que, presque
o1
surement, lim inf —A_; S,=p.
n
La partie (1) de cette proposition est un résultat classique dit & Paul
Lévy lorsque le bruit est blanc. Dans le cas ou le bruit est un accroissement
de martingale ayant un moment conditionnel d’ordre > 2, elle est prouvée
dans [9]. La partie (2) est connue ([10], [16]).

I1.3. Décomposition

Etant donnés r entiers d(1), ..., d(r) de somme d, notant b()) la
somme des j premiers, b (0)=0. Pour ue C* on peut envisager la décompo-
sition u=[u(1), ..., u(®)] ou u(j) est le vecteur de C*VY formé par les
composantes d’indices allant de b(j—1)+1 a b(j) de u. Si A (j) est, pour
1<j<r, une matrice d(j)Xd(j), alors on note Diag[A(1), ..., A(r)] la
matrice formée en plagant successivement les blocs A (j) sur la diagonale,
les autres termes €tant nuls.

Soit P une matrice d X d inversible. Le modéle transformé par P s’écrit
PX,,,=PAP 'PX,+ P¢,,, ou, notant y*=Py pour chaque vecteur et
A*"=PAP" ' : X', ,=A"X +¢,,.

Considérons ce nouveau modéle autorégressif (X°). Soit AY I’estimateur
des moindres carrés de A®. Les expressions sont les mémes que pour le

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



MOINDRES CARRES D’UN MODELE AUTOREGRESSIF 11

modele initial
Q'=PQ*P, Si=PS,*P=Q"'+ Y X;*X,
k=0
M;=PM, *P;
*Ri=(S;- 1) (M= Q *A)=*(PA,P);
[Si-i *Ax||=]IPS,_ AP, *X(S) ™' Xi=/7=/,
Les suites suivantes sont, p.s., du méme ordre, c’est-a-dire que leur
rapport, a, p.s., une limite inférieure >0 et une limite supérieure < oo :

()“min Sn) et (}\’min S;);

ou

Pax S0 et Amax Sip)-

max

Donc A? AT équivaut a A, 5 A et les résultats relatifs aux vitesses de
convergence ou aux suites (f,) que nous formulerons seront les mémes
pour X et pour X".

Notons que notre transformation est un artifice mathématique destiné
a analyser le modeéle; il ne s’agit pas nécessairement d’une transformation
observable.

On peut en particulier prendre la décomposition de Jordan de A. On
appelle « bloc de Jordan » soit un scalaire, soit une matrice carrée A
d’ordre > 1, dont les termes de la diagonale sont égaux a AeC, tous les
termes situés immédiatement au-dessous étant égaux a 1, les autres termes
étant nuls; si une telle matrice est de dimension gx g, ses polynomes
caractéristique et minimal sont (x—A)%. On peut choisir une matrice de
changement de base P telle que PAP™! soit une matrice formée par r
blocs de Jordan carrés A(j), 1<j<r, placés sur la diagonale et des O
ailleurs et pour chaque j, A (j) de dimension d(j) X d(j). Alors

PAP !'=Diagl[A(); 1Zj<r]=A"
Le systéme X{, , =A"X}+¢l,, se décompose en r « composantes » :
X1 D=ANX, () +e 4, 0)
ou chaque vecteur y est représenté par (¥ (j); 1 <j<r), y (/) de méme dimen-

sion que A (j).
Supposons le modéle commandable. Alors chacun des sous-modéles

X1 MD=AMNX, () +e ., 0)

Vol. 27, n® 1-1991.



12 M. DUFLO, R. SENOUSSI ET A. TOUATI

est commandable. En effet,

PC,*P= 3 [PA*P~!][PT*P][*P"~ LEAk#p]= 3 (ADFPT *P(*A9k
k=0 k=0
On a E(el,; () *e+ 1 D] FD=T*(), ou I*(H=PHI*P() avec P()),
matrice d(j)xd, telle que P soit la matrice formée par les blocs
P(1), ..., P(r) placés les uns au-dessus des autres. Soit n>d et ueC? tel
que u()#0 et u(1)=0 si i#];

0<*uPC,*Pu="*u(j) C; () u()),

avec C; ()= Y. (AM) I () *A())*. Ce qui établit la commandabilité du
k=0 :

sous-modéle.

On connait dans I’analyse des erreurs de prédiction I'importance de la
suite (£,), f,=*X,S, ' X,. Le lemme technique suivant sera utile pour
déduire des comportements globaux du modéle de I'analyse des compo-
santes.

LemMme C. — Soit f,=*X,S, 1 X,. On suppose A, S, — 0.
(1) La convergence p.s. vers 0 de (f,) implique celle de
o, = (sup *X; S, X,).

k=n

(2) On suppose que, dans le modéle autorégressif A=Diag(A,, A,)

pour A, et A, de dimensions p x p et (d— p) X (d— p). On considére les sous-
modeles :

Xn+1(i)=Aan(j)+5n+1(j) pour j=1, 2,

auxquels on associe S, ()), f, () ou o, (j) définis comme pour le modéle initial.
Si les hypothéses suivantes sont vérifiées

(a) o, (1) >0, p.s. [ou en probabilité]

(b) pour wune suite (I',(2)) de matrices aléatoires de dimension
(d—p) X (d—p) inversibles, on a p.s. :

Y@ X@|=01) e [T, 'S,@4ML,Q] -1,

k=0

alors, posant T',=Diag (S,/? (1), I',(2)), on a p.s. [ou en probabilité]
1S, *, -1,
(L= 0@ X, @) —o.
Démonstration. — (1) Soit
a,= sup *X,.S,'X, et Oy, .= sup *X, S, ' X,

n
1<k<n Nsgk<n
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MOINDRES CARRES D’UN MODELE AUTOREGRESSIF 13

On a
j;léaN,n§sup{d'N,n—1'f;l}'

Cela signifie que oy , ne croit qu’aux indices d’échelle de la suite (f,),»n
et que, pour n2=N, oy ,<fx=sup f,. N

n=N
En outre, la convergence vers 0 de (f,) implique celle de (/) donc celle

de (o, ). Or, pour 2N, o, Zay ,+ sup *X, S ' X,.
1<ksN

On en déduit facilement la propriété (1).
I
(2Q) OnaD,=T,'S,*I','= Z, ol
*zn H'l

1Z.11=

Y ST X (D * X ) *T, 1
k=0

<, Y IT, @1 X @)l
k=0

Le majorant tend p.s. [en probabilité] vers 0. Comme H, "SLonala
premiére propriété annoncée. En outre :

£=*X, 8, X, =*X,*T, ' D ' T, ' X,
| = ITT X P = o= e D —*X, (D *T, T, (X, ()
<-D;7 YL+ T L@ X, Q).

D’ou le dernier résultat annoncé dans (2). W

II.4. Analyse des composantes

Dans cette partie, on étudie un modéle autorégressif de dimension d,
d=1,X,,,=AX,+¢,,, pour lequel A est un bloc de Jordan associ€ a la
valeur propre de module o, conjuguée de A.

Comportement asympiotique des trajectoires
Soit (¢') la base canonique; A étant un bloc de Jordan, on a :

*Ael=2Ael, et, pour j>1, *Ae=Ael+e 1.
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14 M. DUFLO, R. SENOUSSI ET A. TOUATI

Dou : *A*el =AFel, et, pour j>1 et a#0:

S SR [

i i—1

en posant 0=<IT) si k<.
i

D’ou :

(X,, &Y —(Xq, *A"e) )= RS AR N =T (j, )+ ... +T,(Gj—1)
k=1

avec
Tn(i’ l)= Z (n'_’k>7\'n—k—i<8k’ ej_i>_
k=1 1
Puisque
13
nt Y ”81(”2"‘_? trI, n™ /2 sup“?'k”p'—i' 0;
k=1 o

et, p.S. M

IX,[[=0@?)  si a<l,

=012 si a=1,
=o' Yo" si a>1;
b n—k\? o
E(T,0 D)= 3 (” , ) T ol
k=1 l

Par une inégalité classique des martingales, si E (|| X, ||?) <00 :

E(]|X,|H=0(0) si a<l,
=0 ) sioa=1,
=0 (@*"n*""?) sioa>1.

On obtient, p.s.,

sn=0(N) st oa<l,
=O(N¥*?) & g=1,
=0 (NN si a>1.
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On peut aussi écrire, lorsque a#£0 :
AT"X, =X+ Y Akg,.
k=1
Or il existe une base (f7, ..., /%) de C? telle que :
*ATL fl=) 71 1 et, pour i>1, *A7! fi=j 1 fiq fi=1
Par conséquent :

)"_n<Xn’fl>=Y::<X0’f1>+ Z A‘_k<8k’f1 >;
MK, [ +x—"+f—1<if1)<x,,,f1>=Y;

=<X0,fi>+é1 [r"<sk,f">+ e +r“"1<:1)<sk,f1>].

Analyse des composantes instables

En appliquant la loi du logarithme itéré relative aux v. a. indépendantes
lorsque le bruit est blanc, ou le corollaire 6 de [5], s’il a un moment
conditionnel d’ordre> 2 fini, on obtient, p.s. :

lim sup (n**~* Log Log n)™"/?| Y} | < Cte,
lim sup (n**~* Log Log n)~/*|| X, || < Cte.

Analyse des composantes explosives

Dans le cas explosif, les suites (Y’) convergent p.s. vers des variables
aléatoires finies Z'. Donc, p.s.

|7\‘—nn—i+1 <mei>l__) |[)\‘171/(Z_ l)']Zl

k)

et
a "X, || - Cte| 2.
Soit u#0 de C,, u=) u' f*. On a
fim infa-2 | X,0 w2 [ 2|
avec égalité si u=f1;
lim sup o™ 2"n 24 2| (X,, u) | <Cte||u|]*|Z" %,

avec égalité si u=f".
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16 M. DUFLO, R. SENOUSSI ET A. TOUATI

D’aprés la proposition B, si le modéle est commandable, la variable

aléatoire Z'=(X,, 1>+ Y L7*{¢g, f') a une loi diffuse; donc, p.s.
k=1

o~ 2"p~24*2 5 tend vers une v.a. constante #0;

lim inf &~ 2", S,>0;
2n Log a+CtesLog A;, S, =Log A,... S,=2n Log a+ Cte. Log n;

1 .1
lim — Log A, S,=lim — Log A, S,=2 Log a.
n n

II.5. Cas stable ou instable : démonstration du théoréme 3

(a) En considérant la décomposition de Jordan, on obtient les propriétés
de X, et de s, données dans les parties (1) et (2).

Il en résulte, Log s,= O (Log n); comme n=0 (A,,S,), la vitesse de
convergence de l'estimateur des moindres carrés donnée dans la partie (3)
résulte de la partie (1) de la proposition A.

(b) Dans le cas stable, f, < || X, ||?/Anin Sy 0. On en déduit le début de

la propricté (4).

La propriété S,/n T3 est classique et résulte de la stabilité lorsque le
bruit est blanc. Lorsqu’il s’agit d’un bruit général avec un moment d’or-
dre>2, hors d’un ensemble N négligeable de trajectoires, s,= O (n) donc
[S,/n] est bornée, et || X, ||*=o(n) donc [(S,+; — S,)/n] tend vers 0. Or :

n+1

Sii17S0=AS,—Q)*A+ z g ¥+ M, +*M, 4,
k=1

ou M,= Y AX, , *g; pour ueC’ *uM,u est une martingale de proces-
k=1

sus croissant *u A (S,_; —Q)*Au*ul u. On en déduit, hors d’un ensemble
négligeable N, de trajectoires :

[Syss/n]— A[S,/n* A"ST.

Hors de I'ensemble négligeable N{J N, la suite [S,/r] est bornée et
toute valeur d’adhérence L satisfait :

L—AL*A=T, donc L= ) A*I'*A*=C.
k=0
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(¢) Toujours dans le cas stable, lorsque le bruit est blanc, il y a une loi
stationnaire. Prenant X, indépendante du bruit et ayant la loi stationnaire,
la suite (X,, €,4) est stationnaire. La loi du logarithme itéré de Stout
relative aux martingales stationnaire [13] s’applique pour u et v de norme
1 4 la martingale

N,=*S,_, *(An—A)u-l-*vQ*Au: Z (o, Xemy ) u)
k=1

dont la variation quadratique prévisible *v[S, ; —Qlo*ul'u est, p.s.,
équivalente & n*v Co *ul u. Presque stirement, pour LL=Log Log,

lim sup(2nLLn)~ 2| N, | =(*vCo*uT u)'/.

Pour étendre ce fait & un état initial quelconque, notant X le modéle
autorégressif tel que X,=x et X, celui dont la loi initiale était la loi
stationnaire indépendante du bruit, on a || X;—X, || <[ A"||||x—X,||; on
obtient ainsi pour tout état initial :

lim sup 2nLL 1) ™! A Su— 12| *(A, — A) ]2

Lo CHFuT =S || 4] Max € Apae -

D’ou la fin de la partie (4).

(d) Si A est inversible de rayon spectral <1 et si le bruit satisfait
I’hypothése (B2), alors (f,) tend, p.s., vers 0. La preuve en est une adapta-
tion simple de celle donnée en [7] pour les modéles AR, (p). Nous ne la
reproduisons pas.

Sous T’hypothése (BB), on prouve dans [15] que le processus (1fp,;
0=t<1) converge en loi vers un processus continu non nul; il en résulte
que sup f, =a, tend vers 0 en probabilité.

ksn

On suppose le modéle décomposé en deux composantes commandables
X1 D=47;X,0) +2,4,0) pour j=1,2

et que A=Diag[A, A,] ou A, est nilpotente et A, est inversible et de

rayon spectral<1. On peut appliquer la partie (2) du lemme C. En effet,
st AY=0, pour n=m :

m—1

X" (2) = Z A’fcl 8n—k (2)5

k=0

et
X, @[ =Cte(||e,@)]|+ . .. +]|6poms1 D=0

Vol. 27, n° 1-1991.



18 M. DUFLO, R. SENOUSSI ET A. TOUATI

On en déduit £,(2)°=> 0 et
YIXe@|E=m Y ||la@||+Cte=0(n), p.s.
k=1 k=1

Le lemme C s’applique, et (f,) tend vers 0, p.s. sous (B2) en probabilité
sous (BB). La décomposition de Jordan permet toujours de se ramener a
ce cas. D’ou le début des parties (5) et (6) du théoréme 3, en tenant compte
de la proposition A.

Lorsque le bruit est blanc satisfaisant (B2) :

— dans le cas stable, la partie (4) signifie que

(Log n)~1||S12, *&, || >

— dans le cas instable, la suite || S}/?, *A, || converge en loi, d’aprés [15],
et (Log n) ™1 ||SA2, *A, || 5o

Le théoréme 3 est démontré. M

II. 6. Cas explosif et régulier : démonstration du théoréme 4

(a) La partie (1) résulte facilement de la partie I1.4 en considérant la
décomposition de Jordan de A.

(b) Si le modéle est explosif, A est inversible. On a donc :

AT"X,=Xo+ Y ATt g=X,+Z,=2Z,

k=1

La covariance de Z, est » AT*T'*A7*=K,, ou :

k=1

n

=Y ATHC,  *ATH

Donc K, — K matrice hermitienne finie, minorée par la matrice inversible
A7?C,_,;*A % On a donc Z,— Z, p.s. et en moyenne quadratique; la
covariance de Z est inversible.

En outre la proposition B s’applique en tenant compte du fait que A™*
est inversible : la loi de Z=X,+Z ne charge aucun hyperplan, sa cova-
riance sera notée K.
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G,— ), ATKZ*Z*ATF - AT"Q*A "

k=1
n—1 n—1
= z A—(n—k)A—ka*Xk*A—k*A—(n—k)_ Z Af(n—k)Z*Z*A—(n—k)
k=0 k=0
n—1
— —(n—k) —(n—k
=Y AT DH *A-CP
k=0

ou (H;) est une suite de matrices hermitiennes qui tend p.s. vers 0. On en

déduit facilement que cette expression tend p.s. vers 0.
n

Pour tout » non nul, *u ), A~*Z*Z*A~*y est une suite croissante et
k=1

bornée p.s. : G, converge p.s. et en moyenne d’ordre 1 vers G, matrice
aléatoire d’espérance Y A *K*A %
k=1

Soit # non nul; comme A " est inversible, le terme constant du polynéme
caractéristique de A~! n’est pas nul : I est combinaison linéaire des A~™*
pour 0<k<d. Donc *uGu nul implique {u, Z)» nul, ce qui est p.s.
impossible.

(c) On se place ici dans le cas régulier. Alors, le polynéme minimal
de A est de degré d; il en va de méme pour celui, noté T, de A~ . Soit u
un vecteur non nul tel que R (A~ !)u=0 pour un polyndme R de degré < d,
si R est un polyndome de degré le plus petit possible tel que R(A~™H)u=0,
il divise T (le reste de la division euclidienne de T par R s’annule en effet
sur u). Si R est de degré <d, le noyau-de R(A™1) est un sous-espace strict
de R? et il existe un vecteur x (R) orthogonal a ce noyau. Donc Z n’est
p.s. pas dans ce noyau puisque { Z, x(R)) est p.s. non nul. Or il n’y a,
a un facteur multiplicatif prés, qu’un nombre fini de diviseurs stricts de T.
Par suite, p.s. :

{Z,A"1Z, ..., A @ DZ} est un systéme libre
et

A~*Z*Z*A"k est inversible.

M =~

k

1

On a dong, p.s. :

0<XApin G=lim infA_, G,<lim sup A, G,=X_,,G<

‘min max

et:
S,_1=A"G, *A" et S,,’_11=*A"‘G,,‘1A‘".
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D’ou :

)"min(}n_1 "A_ZnH§7\'m3x ;le[xminsnvl]—lé)"maxG;l ”Ahz'l”'

! Log(|A=2"[) > 2 Log p(A"1)=—2 Log o,
n
et

S,—2Loga.

‘min

1
— Log A
n

On a d’autre part 1—f,=(1+g,) ' avec
2, =*X,S:1, X, =*X, *A "*A"S L ATA "X ;

(¢,) converge p.s. vers g, =*2G ' Z; (f)'> fo<1.
Enfin :

*A"S, 2 Y K- *&

k=1

<l167 supl]

[*A"*(A,~A)||<

+||*A"S, 2, Q*A||

Y ATX,
k=1

+Cte||A"‘||>
<G, ||<o(n”2) sup ||[ATIX | Y ||A|]"+k‘1+Cte)=o(n”2).
0=j<n k=1

Le reste des résultats du théoréme 4 résulte immédiatement de la
proposition A.

11.7. Etude du cas mixte régulier : démonstration du théoréme 1

On prend un modéle autorégressif ou A est écrite dans sa base de
Jordan. On suppose qu’il est régulier et commandable.

On peut alors considérer la décomposition en deux blocs A (1) et A (2),
A (1) de rayon spectral <1 et A (2) explosif : pour i=1, 2,

X1 D=ADX,()+g,,.,0).

On pose :

S:[ S, (1) S,.(Lil)] Q=[ Q) Q(1,2)],
"s.en S0 Q2,1 Q@

M, ()= Z Xi—1 (D) *& (0);
k=1
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on déduit de I’étude des théorémes 3 et 4 que p.s. :
|S,-1 (D172 M, (1) ||=O[Log n]"/?;
A Q@FIS,-1 D17 M, @) =0 (n"?),
dott || [A@)] "M, @)||=0(1"?).

Comme, p.s. [A(2)]™" 'S, (2D *AQ2)] " ! -G, G hermitienne définie
positive,

Y A" X, @) ||=sup [[A@I* X Q|| X [[[A@1 *|[=0 D).
k=0 k k=1

Notant I',= Diag[S}/* (1), I, (2)],
-1/2
1—"1—_11 Mn___[[sn—l(l)] Mn(l) . 0 ]
0 I (2M,(2)

Le lemme C s’applique avec I', (2)=[A @G,

Donc, p.s. sous (B2) ou sous (BB) lorsque A (1) a un rayon spectral
<1, et en probabilité sous (BB) lorsque A (1) a un rayon spectral égal
a1, (f) a la méme limite /.., 0</, <1, que (f,(2)) et,

oS, T L
Par suite, pour ue C?, avec *u=(*u(1), *u(2)) :

0TS, My = [ #0°T 1S4 T T M 2

<C(||u()|* 0 (Log m)+|[u(2)|]* o (m)),
C étant une v.a. finie, p.s. Notons v=I',_ju eta le plus petit module
des valeurs propres de A (2) :
[*0S,2, M, |P=C[l|o ()] O (Log am) +[[v ) ||P o (re™")]

=||v||* O (Log n/n).

Comme *(A,—A)=S,!; [M,— Q*A], on obtient le théoréme 1.

IL.8. Cas singulier : démonstration du théoréme 2

On se place ici dans le cas singulier.

11 existe une valeur propre p de module > 1 ayant un sous-espace propre
de dimension =2. En considérant v, ef v, vecteurs propres normeés et
orthogonaux dans le sous-espace propre de *A associ¢ au conjugué A de p,
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ona:
(X, vi>=7‘-n|:<xm '”i>+ Z 7‘—"<5m vi>:| - Z )\'_k<8n+k’ ‘Ui>
k=1 k=1
:;‘nni—<Rn’ vi>'

Le vecteur aléatoire n=m,v, + N, v, ne charge, p.s., aucun hyperplan.
Soit {=mn,v; —MN;7,-Ona:

(X =M =(R,,n), (X, )=—(R,{);

une adaptation mineure du raisonnement effectué dans [5] en remplagant 2

par A, donne :
N

N1 ¥ R, *R, S [[A2—1]"'T;

n=1
nV2|[R, |5 0;

et, posant P=[{, n], matrice dont les vecteurs colonnes sont({ etn
et A,=Diag[n'/?, A" :

G,=*A 1 *PS PA—I"S‘G=[G1 0]
n n n n 0 G2 *
avece

G (AP=DT'XTL  Go=[AP (A =D In]*

Pour

H,=*A"! *PM,,  n '2H,> —\"! [*C r ]
" 0

Ainsi, n- ' *{S,(a, p.s., une limite non nulle et :

lim sup 17» S, <co.
n

‘min

La partie (2) du théoréme 2 est établie en tenant compte de la comman-
dabilité et de la partie (1) du théoréme 4.

La partie (1) résulte de I'’examen du cas singulier lorsque d=2 comme
en [5]. On obtient alors :

P“Sn_‘leP”*(AH—A)"‘J'—x—l(ix|2—1)[*Crc1‘1[*Cor:|- »
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I1.9. Modéle AR, (p)

Considérons un modéle AR, (p), autorégressif d’ordre p et de dimen-
sion d :
X,=A; X,-1+...+A X, ,tg,

ou encore, en utilisant le polyndme matriciel qui a ze C associe
A@)=1-Az—...—A, 2,

A (R)X =g, R étant ’« opérateur retard ».
On associe au modéle AR, (p) un modéle AR, , (1) en posant :

tYn:‘(tXn’ an—la LI txn—p+1)
tnnz(lSVP 0’ 0, AL ] O)
car, on obtient alors :

Y"+1:BYn+nn+1

A, A, Al

I 0 0
B= ,

0 0 I 0

« matrice compagne » du polyndme matriciel z - A (2).

Supposons la covariance I" du bruit ¢ inversible. Alors le modéle autoré-
gressif (Y,) est commandable. Soit en effet (¢;) une base de C? et, pour
chaque j, f;=(e;, 0, ..., 0) dans C*. On voit facilement que le systéme
de vecteurs { B* f;; 1<j<d, 0=k<p} est un systéme libre. La matrice de
covariance de n est la matrice de dimension pd X pd, K dont le bloc formé
par les p-premiéres lignes et colonnes est I" les autres termes étant nuls. Il
en résulte que la matrice [K'/2, BK'/2, ... BP~!'K'?] est de rang dp. Dés
lors, tous les résultats antérieurs ont leur traduction au modéle AR, (p).

On vérifie facilement, qu’au signe pres, le polynome caractéristique de B
est z—Det[A,+zA,_;+ ... +z2 " A, —z”]] et que les valeurs propres
de B sont éventuellement 0 (lorsque A, n’est pas inversible), et que ses
valeurs propres non nulles sont les z tels que Det A (1/z)=0, la dimension
du sous-espace propre associé a z#0 étant alors celle du noyau de A (1/z).
Le cas singulier pour Y correspond bien au cas dénommé « singulier »
dans I’énoncé du théoréme 5.

Le modéle (Y,) est stable si Det A (z) ne s’annule que pour des z de
module >1. Il est explosif si A, est inversible et si A(z) est inversible
pour z de module =1.
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Tous les résultats obtenus dans le cas autorégressif d’ordre 1 ont donc
leur extension rapide. D’ou le théoréme 5 auquel on peut facilement
adjoindre des transcriptions des théorémes 1-3-4 relatifs aux comporte-
ments des trajectoires ou a I'estimation de la covariance.
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