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RESUME. - Soit (H, F, P, (~’r)o  r  i) un espace probabilise filtre

verifiant les conditions habituelles. (X r)o _ r _ 1 est un processus cädläg
adapte et integrable. A toute subdivision 03C4=(0=t0 t1  ...  tn =1) on
associe les sommes

et

Dans un premier temps nous montrons la convergence des sommes S~ (X)
lorsque X est un processus de Dirichlet, puis nous etudions les processus
X tels que l’enveloppe convexe de f V~ (X), ~ subdivision de [0, 1]~ soit
bornee dans L°.

ABSTRACT. - We are given a filtered probability space (Q, F, {~r), P)
satisfying the usual conditions. Let (Xt) be a right continuous process. Let
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296 C. STRICKER

and

We first prove the convergence of S~ (X) when (XJ is a Dirichlet process.
Then we study processes such that the convex hull of the set {V~ (X)~ is
bounded in L°.

Key words : Semimartingale, Dirichlet process, quasimartingale.

INTRODUCTION

On considere un espace probabilise filtre (Q, ~ , (~ t), P) verifiant les
conditions habituelles. Tous les processus consideres seront nuls en 0 et
indexes par [0, 1]. Soit (Xt) un processus cädläg adapte et integrable (c’est-
ä-dire pour tout tE[O, 1]). A toute subdivision t=(ti) de [0, 1]
associons les sommes :

Rappelons que (Xt) est une quasimartingale si et seulement si (v~ (X)) est
borne dans L~ lorsque t parcourt l’ensemble des subdivisions de [0, 1]. Si
de plus (Xt) est de la classe D, il est bien connu que lorsque le pas de la
subdivision tend vers 0, S~ (X) converge faiblement dans LI vers Ai, oü A
est le processus ä variation finie dans la decomposition canonique
X = M + A. Cette convergence est meme forte lorsque A est regulier [1].
Dans un premier temps nous montrerons que cette convergence subsiste
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297VARIATION CONDITIONNELLE

si X est un processus de Dirichlet tel que la famille Q03C4(X) seit uniformé-
ment integrable. Ensuite nous etudierons 1’equivalence de la bornitude
dans L° des sommes V~ (X) et la propriete de semimartingale.
Ce travail a ete realise durant mon sej our ä Minneapolis. Je tiens ä

remercier IMA pour son aide et son hospitalite.

PROCESSUS DE DIRICHLET

Pour demontrer que la decomposition canonique d’une semimartingale
gaussienne est gaussienne nous avions ete amenes a etudier dans [7] la
convergence des sommes (1) relatives ä une semimartingale X verifiant
E [X, X]1  + oo. Meyer [4] a generalise nos resultats au cas oü les sommes

sont uniformement integrables. Dans ce paragraphe nous allons
etendre ces resultats aux processus de Dirichlet. La definition suivante est
essentiellement due ä H. Föllmer.

DEFINITION. - Soit (Xt) un processus continu ä droite et adapte. On
dit que X est un processus de Dirichlet si X = Z + A oü Z est une semimar-

tingale et A un processus continu ä variation quadratique nulle, c’est-ä-
dire tel que Q’t(A) converge vers 0 dans L° lorsque le pas de la subdivision
T tend vers 0. Un processus de Dirichlet est appele special si Z est une

semimartingale speciale.

Remarque. - Un processus de Dirichlet est special si et seulement si

X = M + A d + AC oü M est une martingale locale, Ad un processus cädläg
a variation finie previsible purement discontinu et A~ un processus continu
ä variation quadratique nulle. Cette decomposition qui est manifestement
unique, est appelee decomposition canonique du processus de Dirichlet

special X.
En adaptant la demonstration de Meyer ä notre situation nous obte-

nons le

THEOREME 1. - Soit X un processus de Dirichlet tel que les sommes
T parcourant l’ensemble des subdivisions dyadiques de [0, 1], soient

uniformement integrables. Alors X est special, de decomposition canonique
X = M + A d + AC. Le processus M est une martingale appartenant ä Xr
est integrable pour tout t et les sommes S’t (X) relatives aux subdivisions

dyadiques convergent vers Af + A i au sens faible dans Cette convergence
est meme forte si le processus Ad est nul.
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298 C. STRICKER

Demonstration. - Remarquons d’abord que [X, X]1/2 est integrable.
Donc X est un processus de Dirichlet special. D’apres [1] VII n° 95
[A d, Ad] 1 ~2 et (M, 1~] i~2 sont aussi integrables, si bien que M est dans 
Il est clair que X~ est integrable pour tout t dyadique. Gräce a la continuite
a droite de X et a l’integrabilite uniforme des sommes Xr est

integrable pour tout t E [0, 1]. Donc At = Xt - Mt l’est aussi. Soit H 1 une
v. a. mesurable, bornee par 1 en valeur absolue. Introduisons la

martingale Remarquons que S~(X)=S~(A); nous avons

De meme

Ainsi tout revient ä montrer que le long de la suite des subdivisions

dyadiques converge vers 0. Ces sommes

convergent en probabilite vers [H, A 1]; or H est une martingale, Ad un
processus a variation finie previsible, donc d’ apres le lemme de Yoeurp
([1], VII 36) le processus [H, A d] est une martingale locale nulle en 0.

D’autre part d’apres une inegalite du type de Fefferman ([1], VII, 93)

Donc la martingale locale [H, Ad] est en fait a variation integrable et on a
E [[H, = 0. Il nous reste ä montrer l’integrabilité uniforme des sommes

Nous sommes partis de l’hypothese de l’integrabilite uniforme des som-
mes Q; les sommes sont uniformement integrables, parce
que M appartient a ~ 1: en effet, on a M*eLB donc il existe une fonction
de Young moderee G (cf P. A. Meyer, Sem. Prob. XII, LN 649, p. 770)
telle que E [G (M*)]  oo, et il existe une constante universelle Ca telle que
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Mais en appliquant cela aux martingales discretisees de M sur les subdivi-
sions dyadiques, on a aussi

et il suffit d’appliquer le lemme de La Vallee Poussin. Comme

Qt (A) _ + les v. a. ä gauche sont aussi uniformement
integrables.

Appliquant le lemme de La Vallee Poussin dans le sens non evident,
nous choisissons une fonction de Young moderee (encore notee G par
economie) telle que E [G (Q~ (A) 1~2)] soit borne. Puis nous appliquons la
remarque de Yor (combinaison de Fefferman et Garsia-Neveu) suivant
laquelle l’inegalite de Fefferman, ou sa consequence l’inegalite [1] VII.
(93.3), a lieu avec une fonction moderee sous la forme

On conclut alors ä nouveau par le lemme de La Vallee Poussin. Lorsque
converge vers 0 en probabilite et meme dans L~ en vertu

de l’integrabilite uniforme des sommes Q. En prenant G (x) = x
dans l’inegalite de Fefferman ci-dessus, on voit que
E [03A3|Hti+1 1- 1- converge vers 0 uniformement en Hi. Donc

la convergence des sommes S03C4(X) a lieu dans LI.
Comme dans le cas des semimartingales gaussiennes ([9], theoreme 1)

nous obtenons

COROLLAIRE. - Soient ~ un espace gaussien et X un processus de
Dirichlet tel que V (s, t) E [0, 1]2, E [Xt I appartienne ä Alors X est

special ; de plus Mt, Af et At sont aussi dans ~ pour tout t E [0, 1]. Enfin il
existe un ensemble denombrable D c [0, 1] tel que (Mt) et (Af) soient

continus sur D‘.

Demonstration. - Comme X est un processus de Dirichlet, les sommes
Q’t (X) sont bornees dans L°. Tout ensemble de v. a. gaussiennes borne
dans L° etant borne dans LP on peut en deduire ( voir [6] 4 .1. ) que les
sommes sont bornees dans L~. Quitte ä remplacer LI par L2 et
l’inegalite de Fefferman par l’inegalite de Kunita Watanabe la demonstra-
tion du theoreme 1 montre que les sommes S~ (X) convergent faiblement
dans L2. Or S’t (X) est dans Donc la limite faible A 1 est aussi dans ~f
et par changement d’echelle de temps il en est de meme pour At. Par
difference Mt appartient ä Soit D l’ensemble denombrable des t tels
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que > 0. Alors X est continu en dehors de D. Gräce ä la
continuite de AC on peut definir «l’integrale stochastique »

Notons que X’ et X" = X - X’ sont des processus cädläg gaussiens. X’ est
continu hors de D x Q (ä un ensemble evanescent pres) tandis que X" est
un processus gaussien cädläg sans discontinuites fixes. D’apres un theoreme
d’Ito et Nisio, il est continu. En fait, la demonstration etant tres simple
dans ce cas, nous allons la donner rapidement. Tout revient ä montrer
que pour tout a > 0 converge vers 0 pour une

suite de subdivisions dont le pas tend vers 0. Soit

03C32i = E 1-Xri)2]. Nous majorons grossierement la probabilite ci-des-
sus > a]. L’absence de discontinuites fixes entraine

que sup 03B2i converge vers 0 tandis que 03A3 03B22 reste borne car les sommes
; i

Qt (X) sont bornees dans L~. 11 ne reste plus qu’ä noter que pour 03B2i petit

pour obtenir le resultat desire. Enfin Ad = ~ appartient
s ~ t 

~ ~

aussi a ce qui acheve la demonstration du corollaire.

Remarques. - (i) Si X est un processus de Dirichlet et si Q est une loi
absolument continue par rapport a P, alors X est aussi un processus
de Dirichlet sous Q : c’est une application immediate du theoreme de
Girsanov.

(ii) En revanche nous ignorons si un processus de Dirichlet reste un

processus de Dirichlet dans sa filtration naturelle.

PREQUASIMARTINGALES

Dans [6] Song a introduit et etudie la notion de prequasimartingale qui
s’est revelee tres fructueuse pour l’etude des semimartingales ä valeurs
dans de bons espaces, par exemple gaussiens. Notre definition de prequasi-
martingale sera legerement plus restrictive que celle de Song mais tous les
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exemples de prequasimartingales consideres dans [6] verifient aussi notre
definition.

DEFINITION 2. - Soit (Xt) un processus cädläg, adapte et integrable.
On dit que (Xt) est une prequasimartingale si l’enveloppe convexe de
EX = (X), ~ subdivision de [0, 1]~ est bornee dans L°.

Remarques. - (i) 11 est facile de construire un exemple de semimartingale
sur [0, 1] telle que (Xt) e L1 pour tout t mais qui n’est pas une prequasi-
martingale (voir [6]). Bien entendu toute quasimartingale est une prequasi-
martingale.

(ii) De meme, contrairement ä la conjecture de [6], il existe des prequasi-
martingales qui ne sont pas des semimartingales. Voici un exemple. Soit
(Xn) une suite de v. a. independantes telles que

Ces v. a. sont centrees et d’apres le lemme de Borel Cantelli, Xn=( 
pour n assez grand, si bien que la serie converge p. s. Posons

n

pour 1-1/(n+ 1)[ etYi=l. Alors est cädläg
k=1

sur [0, 1] et Yo=0. Si (~ t) designe la filtration naturelle de Yt et si

ti ...  tn =1) est une subdivision de [0, 1], on a

VT (Y) _ ~ 11- Ytn-ll. Comme (YJ est cädläg sur [0, 1], il en resulte que (Yt)
est une prequasimartingale. Mais (Yt) n’est pas une semimartingale car le
processus previsible borne n’est pas integra-

n

ble par rapport ä (Yt).
(iii) Dans sa definition des prequasimartingales Song exigeait seulement

que Lx soit borne dans L° mais cette propriete n’est pas tres maniable
dans l’etude de l’equivalence entre les prequasimartingales et les semimar-
tingales. Notons qu’une application immediate du theoreme de Nikichine
(voir [10] pour une demonstration simple) fournit la

PROPOSITION 1. - Soit (Xt) un processus cädläg, adapte et integrable.
Alors (Xt) est une prequasimartingale si et seulement s’il existe une v. a. N
strictement positive et bornee telle que sup E (X)]  + oo.

T
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Nous allons montrer que dans la classe suivante de processus (Xt), les
notions de semimartingale et de prequasimartingale sont equivalentes.

Notons que cette condition est verifiee si (Xt) est borne dans LB c’est-a-
dire  +00, T parcourant l’ensemble des temps d’arret

T

bornes par 1. En effet si S est le temps d’arret defini par 
sur et S =1 sur Tn= 1 ou Tn=O, on a

~ ~ Tn > t~~ c ~ I Xs si bien que
T

De meme si K’ = sup E [B/~ (X,~ ~ -  + oo, alors verifie (3).
T T

En effet sur {ti+1 ~ Tn > ti} on a |Xti+1 ~ 03A3(Xti+1-Xti)2 + n. En inte-
grant cette inegalite on obtient immediatement (3).

Ainsi notre condition (3) est bien une generalisation de celles donnees par
Song. Faisons une derniere remarque avant d’etablir le resultat principal de
ce paragraphe. Soit T un temps d’arret. Alors la condition (3) entraine
que

THEOREME 2. - Soit (Xt) un processus cädläg adapte verifiant (3). Alors
(Xt) est une semimartingale si et seulement si (Xt) est une prequasimartingale.
Dans ce cas (Xt) est meme une semimartingale speciale.

Demonstration. - Soit X une semimartingale verifiant la condition (3).
Gräce au lemme de Fatou, on a E [I XTn I]  + oo, si bien que X est une

semimartingale speciale ; donc il existe une suite croissante de temps d’arret
tendant stationnairement vers 1, telle que XRn soit une quasimartingale

et que I X ( 1 ~o, n. Fixons E > 0 et choisissons n tel que P [R"  1]  s/2.
Soit (ij une suite de subdivision de [0, 1] et co, ci, ..., c" des nombres

Annales de [’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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n

reels positifs tels que ~ c~ =1. Alors
j=o

Or

Comme XR est integrable et que XRn est une quasimartingale, la condition
( 3) entraine que K = sup E [~ ~ E 1 {Rn ,. ti}]  + oo . Il suffit

T T

alors de choisir ~, = 2 K/E pour obtenir la majoration
Ainsi l’enveloppe convexe de la famille de

v. a. V03C4(X) est bornee dans L°, si bien que (Xt) est une prequasimartingale.
Reciproquement, supposons que (Xt) est une prequasimartingale
verifiant (3). Il existe une v. a. bornee N > 0 telle que
M = sup E (X)]  + oo. Posons N, = E [N|Ft] et

Rn=inf{t, 1/n ou n}. Montrons que XRn est une quasimartin-
gale. En effet :

Or:

Mais 1 /n R"~ si bien que

Vol. 24, n° 2-1988.
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Comme XRn est integrable et que X verifie (3), il en resulte que
’ 

sup E  + oo et que XRn est une quasimartingale pour tout n.

Donc X est une semimartingale sur [0, 1].

Remarque. Comme nous l’avions signale plus haut, il existe des semimar-
tingales qui ne sont pas des prequasimartingales. Mais l’exemple donne
dans [6] nous dit un peu plus car le processus (Xt) est une prequasimartin-
gale par rapport a la filtration constante ~ t = a (Xs, s _ 1) mais ne l’est
plus par rapport ä sa filtration naturelle! Toutefois ce phenomene ne se

, 
produit pas si la prequasimartingale verifie la condition (3). En effet il y a
equivalence dans ce cas entre la notion de semimartingale et de prequasi-
martingale. Or il est bien connu qu’une semimartingale reste une semimar-
tingale par rapport ä toute sous-filtration ä laquelle elle est adaptee.
Recemment divers auteurs ([2], [3], [5] et [8]) se sont interesses ä la classe

des processus (XJ cädläg, adaptes, integrables et verifiant la condition :

il existe une v. a. p. s. finie K telle que pour tout t et tout h,

Il est evident qu’un tel processus est une prequasimartingale. Lorsque
K est integrable (resp. X est de classe D), nous avions montre dans [8]

t
que Zsds oü est une martingale (resp. locale) et un

processus previsible verifiant

Compte tenu du theoreme 2, si X verifie (3) et (4), alors X est une

semimartingale speciale de decomposition canonique X = M + A. Toutefois
nous ignorons si le processus a variation finie previsible est absolument
continu par rapport ä la mesure de Lebesgue.
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