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Régularité de processus de sauts dégénérés (II)

par

Rémi LEANDRE

Département de Mathématiques,
Faculté des Sciences de Franche-Comté, 25030 Besangon, France

ResuME. — On généralise le théoréme de Hormander au cas de processus
de sauts. On met en évidence des interactions entre différentes mesures de
Lévy trés dégénérées et des interactions a I'intérieur d’une unique mesure
de Lévy, si bien que la loi du processus posséde une densité.

Mots clés : Calcul de Malliavin, densité, mesure de Lévy.

ABSTRACT. — We generalize the Hormander’s theorem for jump proces-
ses and find interactions between degenerate Lévy measures or interactions
in the Lévy measure itself, such the law of the processes has got a density.

Cet article est la suite de (L,), ou I'on mettait en évidence un processus
de sauts x, a valeurs dans R’ qui bien que trés dégénéré possédait une
densit¢é C® p, grace a des interactions intervenant entre son drift et son
noyau de Lévy.

Nous considérons ici le cas ou les différents noyaux de Lévy interagissent
entre eux, les interactions étant beaucoup plus faibles que celles qui
apparaissent dans le cas du théoréme de Hormander pour les diffusions:

Classification A.M.S. : 6025, 60J75.
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210 R. LEANDRE

cela provient en grande partie du fait que nous utilisons des quantités qui
n’ont pas de signification intrinséque.

D’un autre coté, il y a un certain nombre de limitations dans la générali-
sation du théoréme de Hormander que nous effectuons dans cet article:
pour obtenir des densités C®, on doit effectuer des hypothéses globales
sur R% il est ainsi impossible de mettre en évidence des théorémes locaux
d’existence de densité C*, contrairement au cas des diffusions. En effet, les
grands sauts du processus peuvent détruire la régularité C* du processus, si
bien que le comportement hors de la diagonale du générateur K (x, y) du
semi-groupe associé au processus intervient dans la régularité de la loi du
processus. Ceci est trés insatisfaisant du point de vue de la théorie des
équations aux dérivées partielles (Tr). Enfin, partant d’un noyau de Lévy,
on ne sait pas si on peut représenter le semi-groupe correspondant au
moyen de la solution d’une équation différentielle stochastique aux coeffi-
cients assez réguliers pour qu’on puisse appliquer le calcul des variations
stochastiques sur les processus de sauts. Celui-ci, en effet, constitue notre
principal instrument, les références principales étant constituées d’un article
de Bismut (B,) et d’un article de Bichteler-Gravereaux-Jacod (B.G.J.).

Cet article est repris sur la deuxiéme partie de notre thése de 3° cycle

(L,). Nous remergions J. M. Bismut et J. Jacod qui ont bien voulu nous
aider.

I. GENERALITES

Soient z — g;(z) m fonctions de classe C!, définies sur R*, a valeurs
dans R, telles que:

jzzgj(z)dz<oo 1.n
f EAQL PR (1.2)
lz|>e gj(z)

pour tout £€>0. _
Considerons m’ mesures o-finies positives sur R*, p;, telles que:

J‘|z|2|z|dﬁj(z)<oo (1.3)

Introduisons I'espace canonique D[R *, R™*™] des fonctions continues
a droites limitées 4 gauche de R* dans R™*™. Munissons le de la filtration
F, engendrée par le processus canonique (zy,...,Zy,Zy,...,Z,). On
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REGULARITE DE PROCESSUS 211

construit 'unique probabilité P qui fasse des processus z; et z; des P.A.LS.
indépendants de fonction caractéristiques ¥, () et ¥;() telles que:

\|lj(a)=exp[tj(exp(iaz)—1—iocz)gj(z)dz] (1.4)

ﬁj(a)=cxp[tf(exp(iaz)——l—iozz)dﬁ,(z)] (1.5

On notera que z; et z; sont alors des martingales.

Soient D, X,,...,X,, X, ..., X,, m+m’+1 champs de vecteurs sur
R dont toutes les dérivées de tous ordres sont bornées.

Considérons le semi-groupe P, dont le générateur agit sur I'ensemble
des fonctions C® de R? dans R a support compact par:

Lf(x)=<D(x), grad f(x) >
+ 2 | (f+X;(x) 2) = (%)) — 2 ({X;(x), grad f(x) }) g;(2) dz

+ ) j(f(x+xj(X)Z)~f(x)—Z(<X,-(X),gradf(x)>)dﬁj(2) (1.6)
j=1

On augmente la filtration F, de fagon habituelle (J).
P; se réalise au moyen de I’équation différentielle stochastique suivante

:

J

dx,(x)=D(x, () dt+ ¥ X;(x,- ) dz;+ ¥ X;(x,- () dz; (1.7)
j=1 =1

J

Xo(x)=x

Lorsque x décrit R (1.7) posséde une version C*® de solutions (M):
il existe un ensemble ’, de probabilité 1, tel que la fonction ¢, de R?
dans R?:

x 3 x, (%) (1.8)

est C* pour tout ¢t et tout © de Q'.
Rappelons que lorsque &, est un processus a valeurs dans un espace

normé, |, |* désigne la quantité Sup|&,|. Soit (¢) un multi-indice sur R“.
sSt

11 existe une constante C((a), p,t) qui ne dépend que du multi-indice (o),
du réel p>1, et des normes uniformes de toutes les dérivées des champs

Vol. 24, n° 2-1988.



212 R. LEANDRE

de vecteurs D, X, X;i=1,...,m, j=1,...,m’ telle que:

(a)
E”"’_q,, )

ox®

*"]gcaa),p, £) (1.9)

On a alors la proposition suivante dont la démonstration se trouve dans
(B.G.J.) ou dans (L,):

ProrosiTioN 11. — Supposons qu’il existe une constante C>0 telle que
pour tout j=1...m, et tout j’=1...m’":
0
Inf det{ I+ —X;(x)z )|>C
x€ R",zesuppon degj ax

(1.10)
Inf

xe IR‘, z € support de pj

>C

det <I+ i)_(j(x)z)
0x

Alors il existe un ensemble de probabilité 1, tel que pour tout temps t, tout
a -1

x de RY, (5——([), (x)) existe. De plus, il existe une constante C((a),p,t)
X

qui ne dépend que du multi-indice (o) sur RY, de Ientier p>1, du temps t et
des normes uniformes de toutes les dérivées des champs de vecteurs D,
Xy X, X, .. X, telles que:

(0 -1
#| el (o)

Remarque. — (1.10) est réalisé dés que les sauts des processeurs z; sont

*p

]gcaa),p, ) (1.11)

. . 0 \ - .
assez petits par rapport a 6_X ; et dés que ceux de z; sont assez petits par
X

0o .,
rapport a ceux de 5~X ; De plus, si (1.10) est réalis¢, on peut montrer
x

que o, est un flot (L,).

ProposiTioN 12. — Supposons que pour tout x et pour tout j=1...m’
ona:

>

ﬁj{det<l+ i)—(j(x)z>=0}=0 (1.12)
0x
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REGULARITE DE PROCESSUS 213

Dans ce cas, il existe un ensemble Q, de probabilité 1 tel que sur Q,

-1
(ai o, (x)) existe pour tout temps t.
X

Preuve. — Elle repose sur le fait que

-1 -1 m -1
(im,(x)) =(—‘3—<p._(x>) {Z(H i><,~(x,_<x))Az,-<t))
0x 0x i=1 0x

+3 <I+aix,.(x,_(x))Az‘j(t))_l} (1.13)
X

Jj=1

(1. 12) nous dit que le terme dans ’accolade est fini.
Supposons que I’on puisse trouver un entier g tel que pour j=1,...,m:

J |djaz g,y _ (1.14)
lzl<1 8;(@)

Soit v une fonction C* de R dans [0, 1], 4 support compact, égale a z21
sur un voisinage de 0. On peut faire le calcul des variations sur les
processus z; uniquement, en procédant comme dans (B,), (2. 30). On obtient
le théoréme suivant analogue au théoréme (4.25) de (By):

THeoREME 13. — Supposons que les hypothéses de la proposition 11
soient vérifiées. Considérons le processus croissant de formes quadratiques
défini par:

2
K,(x)= Z 2 V(Az;(s) <( <PS(X)) X (xs_ (%)), > (1.15)

j=1s=5t

Soit ty>0. Pour que la loi de X, (x) posséde une densité C®, il suffit que
pour tout p>1:

E[|(K,,(x))"!|7l< (1.16)

Ce théoréme constitue I’analogue dans notre cas particulier des résultats
obtenus dans les parties 10 et 11 de (B.G.J.).
Dans le cas ou l'on ne dispose pas de version C* en x de

a -1
(a—(p, (x)) » on ne peut «dériver » la forme quadratique K, (x) que dans
x

des formules d’intégration «par parties tronquées». Nous obtenons

Vol. 24, n° 2-1988.



214 R. LEANDRE

seulement :

THEOREME 14. — Supposons que les hypothéses de la proposition 12
soient vérifiées. La forme quadratique K,(x) existe dans ce cas presque
strement. Pour que la loi de x,,(x) posséde une densité, il suffit que K, (x)
soit presque siirement inversible.

L’analogue de ce théoréme se trouve dans les parties 8 et 9 de (B.G.J.).

II. EXISTENCE DE DENSITE

Soit 3m+1 champs de vecteurs sur R%, D, X,,...,X,, X,,...,X,,
X, ...,X, dont toutes les dérivées de tous ordres sont bornées. Intro—
dUISOIIS 3m processus a accr01ssements indépendants de sauts purs
Zis oo s Zs Zys e ey I zl, .. ,zm, indépendants entre eux, a valeurs dans
R.

On suppose que la mesure de Lévy d’un processus z; est de la forme
g;(z) dz, chaque fonction g; vérifiant (1.2), (1.4) et (1.14), et est telle
que:

Inf

9j(z)#0,xeR?

>C>0 2.1)

0
det{ I+ —X.(x)z
( 0x ’())

On suppose que la mesure de Lévy p; d'un processus z; vérifie:

Inf

z e support de pj, x € r?

det<I+ i)‘(,(x)z)
0x

>C>0 (2.2)

De plus ﬁj et g; sont a rapport compact dans R, et pour tout j:
Igj(z) dz=jdﬁj(z)= o 2.3)

La mesure de Lévy des processus Ej, notée ﬁj, est par contre de masse
finie, et vérifie, pour tout x:

ﬁj{det<l+ i5(,.(x)z)}=0 2.4
O0x

De plus, on suppose que z; est la somme de ses sauts.
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REGULARITE DE PROCESSUS 215

Notons x; (x) la solution de I'équation différentielle stochastique:

dx; (x)=D (x; (x)) dt + Z X;(x;_ (x))dz;

j=1
+ ¥ R, 00 () dz+ Y. X (xi_(x)dz; (2.5)
i=1 j=1
Xo(x)=x

Il résulte de la premiére partie, que I'application x — @] (x)=x; (x) est

-1
C®, et que, si x est fixé, (ai(p; (x)) existe presque siirement. Posons:
x
E,(9=(y5 -+ X,) () } 2.6
El+1 (X)=[E,, (D’ Xla ey Xm’ Xl’ s ey Xm.)](x)

Cela signifie que E,, , (x) est égale a 'ensemble des crochets de Lie des
vecteurs de E, avec les vecteurs D, X, ..., X,, et que I’on prend la valeur
de ces crochets de Lie en x.

On a le théoréme:

THEOREME I 1. — Supposons que:

Vect( v E(x)):R" 2.7

i=1

La loi de x; (x) posséde alors une densité pour t,>0.

Preuve. — La proposition 12 implique que le processus croissant de
formes quadratiques:

m 1 2
K=Y, ):v(Az,-(s))<(%<p;(x)) X,(x;_(x)),.> 2.9)

existe. Le théoréme 14 montre qu'il suffit de prouver que K; (x) est
presque siirement inversible.
Soit x, (x) la solution de I'’équation différentielle stochastique :

dx, (x)=D(x,(x))dt+ Y X;(x,_ (x))dz;+ Y. X;(x,_ (x)dz; (2.9)

j:l j:l

Xo(x)=x

Vol. 24, n° 2-1988.



216 R. LEANDRE

On lui associe un processus croissant de formes quadratiques:

2
K, ()= Z 2 V(Az(s) << <Ps(X)) Xj(xs_(X)),-> (2.10)

j=1 s=t

I'application x — ¢,(x) étant cette fois un difféomorphisme. De plus,
chaque Ej est somme de ces sauts et posséde une mesure de Lévy de masse
finie. Comme les processus E sont indépendants des processus z;, z;, on
en déduit que K (x) est égal a K;(x) avant le premier temps de saut de
chaque processus z Comme le processus t— K;(x) est un processus
croissant de formes quadratiques, on en déduit qu’il suffit de montrer que
K, (x) est presque sirement inversible lorsque ¢ est non nul pour prouver
le théoréme.

Notons V,(x) le noyau de K, (x). Si t=<t’, V;(x) = V,(x) car K, (x) est
un processus croissant de formes quadratiques. Posons Vg (x)= U V, (x).

t>0

Vg (x) est donc F¢§ mesurable pour la filtration engendrée par les processus
z;, z; Si Vg (x) nest pas réduit 2 0 P-presque sirement, on peut en
utilisant la loi du 0-1 de Blumenthal trouver un vecteur f'de R¢, déterministe
et non nul, appartenant a Vg (x).

Ceci équivaut a la propriété suivante: il existe un temps d’arrét T,
presque siirement non nul pour P, tel que sur 10, T[, K, (x) (f) est nul.

Soit F; , la fonction de R dans R définie par:

0 -1
(aq)t_(x)>
0 -1 0 -t 2
><<f,<—<p,_(X)> <I+—X,-(x,_(x))2> X,-(x,_(X))> (2.11)

o0x 0x

Posons:

2
Z =

R, (N= Z 2 V(Az;(s)

j=1 s=t

( 0, (x))”

X <I+ —a—Xj (x;_(x))Az; (s))
0x

2 0 -1
<ﬂ<5(ps_ (x))

2
X, (x5_ (%)) > (2.12)

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



REGULARITE DE PROCESSUS 217

Soit B un réel >0. Le processus Y,(B) défini par:

?,(B)=exp|:—BK,(f)
+J‘tdsj 2 {a —CXP[—BFj,s(Z)V(Z)])gj(Z)}dz] (2.13)
0 j=1

est alors une martingale positive. La remarque essentielle est que
K,(x)()=0 équivaut a K, (x)(f)=0. De plus la formule (1.13) nous
permet de passer de la forme K, (x) a la forme K, (x). On a donc lorsque
t<T:

?,<ﬁ)=epr'ds2 (1—eXp[—ﬁFj,s(Z)V(Z)])g,-(Z)dZ] (2.14)

0 Jj=1

Sit<T, on a donc:

lim ?,(ﬁ):exp[ J t ds i g;(2) dz] (2.15)

[ 0 i=1 Fj’s(z)v(z)?eo

De plus,
E[Y,(B) 1y, o (DI1 (2.16)

L’inégalité de Fatou implique que:

E[exp[ftds i gj(z)dz] 1, m)[(T):|§l (2.17)

0 Jj=1JF; @@ v(@)#0
Si F; ;(0) est non nul, F; ;(z) v(z) est non nul sur un voisinage de 0.
Puisque j g;j(z2)dz=o0, F; ((0)=0sur ]0, T[, et donc f appartient a I'ortho-

gonal de E, (x).
Cela signifie aussi que pour tout j, on a sur ]0, T[:

<f,<i<p,(x))_ X,-(x,(x»> =0 @.18)
0x

La mesure de Lévy de chaque processus

-1
t— < £, (% 0, (x)> X;(x, (x))> doit donc étre de masse finie sur [0, T[.

Vol. 24, n° 2-1988.



218 R. LEANDRE

Décomposons la en la somme de deux mesures de Lévy dV}- (2) et dv;(2):
— dv;(z) est la somme des transformées des mesures g;(z)dz par les
applications G; ; ,(z) de R dans R:

z <(a—i<p._(x))_l<l+%xi(x,_ (x»z)_l

x X (% () +X;(x,_ (x))2), f

-1
—<(§<p._(x>> xj(x,_(x)),f> (2.19)
X

- de (z) est la somme des transformées des mesures du,(z) par les
applications G; ; ,(z) de R dans R:

- <<;Lx<p (x)>_1<1+ 2%, (x))z)_1

x X (x,_ () +X; (x,_ (%)) Z),f>

-1
—<<iq>,_<x>) X,-(x,_(x)),f> (2.20)
ox

Comme les mesures g;(z) dz et y; sont de masse infinie (de fagon plus
précise, la masse de tout voisinage compacte de 0 est infinie), G; ; ,(z) et
G, j,+(2) non nulles presque sirement en t<T, sur un voisinage de 0 en z.
Ceci montre que sur [0, T[, on a:

2G,,,0=25,,,0=0 2.21)
oz 7" 0z 7

1 1
car J gi(z)dz= J dp;(z)=c0. Cela signifie que sur [0, T[,
-1 -1

-1
<(i<p, (x)) X, X,] (x (x)),f> -0
0x

5 . 2.22)
<(—<P, (x)> (X X1 (x, (X)),f> =0
Ox
Montrons ﬁaintenant que sur [0, TT,
<<%q> (x))— D, X (x, (x)),f> ~0 @.23)
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REGULARITE DE PROCESSUS 219

[ ; ] désignant le crochet droit associé 4 un couple de semi-martingales
(J), la formule d’Ito implique que:

a -1
d{( 2 o (x)) X, (x, (x»}
ox

0 -1 i) -1
=d<—<Ps (x)> X (s (x))+<_(Ps.. (X)) dX;(x,(x))
O0x 0x

+d[(—"’—<ps<x))—l;xj(xs(x))] (2.23
0x

D’apres (L,), p. 30 ou (B.G.J.), nous obtenons:

d(ims(x)) =—(i<ps_(x)) :
0x

{ Y [ X; (x,_ (x))dz;+ 86 X, (x,_ (x))dz]+ 06 D(x, (x))ds}

+<i<ps_ (x))_l{ 5 [(I+ 9 X, (x))Az.~(s)>_1—1
ox i=1 0x

+ aixi (x_ (x)) Az, (S):I }

+<ai<ps_(x))_ {Z[(H— 2R, (x, ())AZ, (s)> 1
X =

+ 2 R0x, A7, (s)]} (2.24)
0x

Nous obtenons aussi:
X, 0,00 =3 2X,(x,_ (x))

i=1 0x

X {X, (% () dz+ K, (v, (x)) 2} + aixj (%, () D(x,_(x))ds
X
+y {X,- (s ()X, (x,_ (1)) Azi(s))
i=1
— X, (x,_ (1)~ %X,- %, ()X, (x,_ (0) Az, (s)}

Vol. 24, n° 2-1988.



220 R. LEANDRE

+2 {X,-(xs_ () +X; (x,_ (x)) Az, () = X (x,_ (x))

i=1

- TX DR (ARG | (.29
X

Les sauts des processus z;, z; sont indépendants, car ces processus sont

c
indépendants. L’opérateur de somme compensée Y, ayant été défini dans
(J), nous obtenons alors:

a -1
<(a—<p, (x)) X, (x, (x)),f>
X

¢ -1
={X;(). >+ % <ﬁA{<%¢s(x)> X,-(xs(x))>

ssSt

0o

+J'I<ﬁ(a—icps(x)>-l[D,X,-](xs(x))> ds+J‘tAs(Xj,f)ds (2.26)

avec:

_ . ,
As(X,-,f)=_[<f,<a(Ps_(X)>

x 2{(1+ X, (x, (x))z>—1x,.(xs_(x)+xi(xs_(x))z)

i=1

=X, (x,_ (X))—[Xi,X,-](xsﬂ(X))Z}> gi(z)dz

+Z< ( s (x)) 1.j{<1+%)‘<i(xs_(x))z>_1

X XX, () +X; (x,_ () 2)— X (x,_ (%))

— X X (x,_ (%)) z }> dp(2) (2.27)

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



REGULARITE DE PROCESSUS 221

F) -1
Rappelons que le processus <(a—(p, (x)) X;(x, (x), f > ne saute pas
x
sur [0, T[, et que sur [0, T[, on a:

<(i¢, (x)) X, X1 (x, (x»,f> 0
0x

a » .28)
<(a ®; (x)> [)_(i’ Xj] (xt (x)),f> =0

Dans la somme compensée qui apparait dans (2.26) ne subsiste donc
que les termes de compensation qui du fait de (2.28) s’annulent avec

J.l A;(X;,f)ds. On a donc sur [0, T[:
V]
<ﬁft(i<ps(x)>_ [xj,DJ(xs(x»ds> 0 (2.29)
o \ Ox

Donc sur [0, T[

<f,<§¢,(X))_ (X D](x,(X))> =0 (2.30)

On achéve la démonstration par récurrence. Si Y est un champ de

-1
vecteurs appartenant & E,, on a encore < f, <6£(P' (x)) Y (x, (x))> =0
X
sur [0, T[. On obtient alors sur [0, T[:

<f,<i<p,(x))_ Iy, xi](x,<x»> 0
ox

<f,(%¢,(x))_ [Y,XJ(x,(x»> 0 2.31)

-1
<f,<53<p,(x)) [y, D](x,(x»> —0
X

Donc f est orthogonal a tous les E,(x), ce qui est en contradiction avec
le fait que Vg (x) est presque siirement non nul. []

Remarque. — On voit que les hypothéses (2. 1) et (2.2) jouent un role
purement technique dans la preuve du théoréme II 1 [passage de K{, (%)
a K, (x)].
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222 R. LEANDRE

L’argument développé est ici beaucoup plus simple que dans le cas des
diffusions, et laisse prévoir un type d’interactions non triviales différentes.
Ii faudrait en effet annuler toutes les dérivées de G; ; , dans (2.19). Clest
I'objet du théoréme suivant. Pour simplifier nous ne conserverons dans
Iéquation (2.5) qu’un processus z;. Nous considérerons donc I’équation:

dx, (x)=D (x, (x)) dt + X (x,_ (x)) dz,

Xo (X)=x

(2.32)

La mesure de Lévy g (z) dz du processus z, vérifie encore (1.2) et (1. 14),
mais nous ne supposerons pas cette fois que les champs X vérifient (2. 1).

Introduisons la famille de champs de vecteurs Ej, construite par
récurrence :

j
E7={<EX> X;
Ox

Y _1)p<ix)pﬂx.(x, .., X),j=0,.. .,n} (2.33)

prigi=; 4 \ox ) ox@

—1)? r 5@
E;'H:{ Y =D <—?—X> 0 Y.(X,...,X),j=0,...,n,YeEf}
ptlgl=j 0x ox@

~

ProposiTioN I12. — Supposons quau point x de R U U E!X)
leN neN
engendre tout Pespace R®. La loi de X, (x) posséde alors une densité lorsque
to>0.

Preuve. — Comme la mesure de Lévy du processus z, ne posséde pas
d’atomes, la forme quadratique suivante est bien définie:

K, ()= v(Az(s))

sSto

x <<i(psﬁ (x))—1<l+ 9 X(x, (x))Az(s)>_1 X (x, (x),. >2 2.34)
0x 0x

D’aprés le théoréme 14, il suffit de démontrer que K, (x) est presque
sirement inversible lorsque t,>0 pour en déduire que la loi de x,,(x)
posséde une densité. Supposons que K, (x) ne soit pas presque sirement
inversible : en raisonnant comme dans la proposition précédente, on montre
qu’il existe un temps d’arrét T presque siirement non nul et un vecteur
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déterministe f non nul, tel que K, (x) (f) soit nulle sur I'intervalle stochas-
tique ]O, T[. Posons:

F,(Z)=<ﬂ<a—i<p,_(x)>_ (I+%X(x,_(x»z)_ X(x,_(x»> (2.39)

En raisonnant comme dans le théoréme précédent, on montre que sur
(k)

10, T[, on a pour tout entier k, WF' (0)=0, puisque I'on doit avoir sir
z

o, T[

f g(@)dz< 0 (2.36)
Fi(z2)#0

Cela signifie que sur ]0, T[ :

-1
<f,<3<p,_(x)) (iX(x,_(x»*X(x,_(x)» —0  (2.37)
0x 0x

0 -1 0 -1 0 -1
(— @, (x)) =<— ?_ (x)> (1 + —X(x,_(x)) AZ,) (2.38)
Ox Ox Ox

De plus ’hypothése que v(Az,) F,(Az,) est nul sur ]0, T[ implique que
F,(Az)) est nulle sur un ensemble partout dense de ]O, T[. Un argument
de continuité a droite montre que sur ]0, T[:

-1
<(3<p, (x)) X(x,<x)),f> 0 (2.39)
0x

La mesure de Lévy de ce processus doit étre de mesure finie sur
10, T[. En appliquant (2.38), on voit que c’est I'image de g(z) dz par
'application G, :

2o <ﬁ(%¢,_(x)>_ <I+%X(x,_(x))z>_ X (%, (%) +X (,_ (x))z)>

- < f,(aiw,_(x))A X (x, (x)>>. (2.40)
X
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Pour tout entier k, on doit donc avoir sur [0, T]:

a(k)
%G,(0)=0 (2.41)

1
car f g(z)dz=o0. Sur [0, T[, on a donc pour tout entier k:
-1

9 NG b
P+I2q:|=k <(6x(p"(x)> 4 <6xx(x"(x)))

(q)
a—X(x,_ - (X x, (¥, - XX, (x))),f> =0 (2.42)

X
ax(q)

Cela signifie que pour tout Y de U E}, on a sur o, T :

n=0
a -1

(50 0) Yex ) =0 2.4

Supposons maintenant que pour tout Y de \U EJ], on aie encore (2.43)

n=0
sur [0, T[. Par continuité a droite, on a encore sur [0, T[:

a -1

(#(gow) Yo > ~0 (2.43

Donc la mesure de Lévy du processus

-1
t— < £, (ai(p, (x)) Y (x,(x)) > est de masse finie sur [0, T[. Or C’est la
X

transformée de la mesure g (z) dz par I'application H,:

-1 -1
z*<ﬁ(:—xcp,ﬂ(x)) (I+5‘§X(x,_(x))z) Y(x,_(x)+X(x,v(x»z)>

-1
- <f,<3<p,_ (x)) Y (x,_ (x))> (2.44)
0x

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



REGULARITE DE PROCESSUS 225

1 (k)
Comme L g(@)dz=mo ) o

ce qui signifie que pour tout entier k, on a sur [0, T[:

-1
<f,(i<p,(x)> y & ”( X (x ()))6()Y(x(x»

0x ptial=k P!

——H, (0) est nul sur [0, T[ pour tout entier k,

x (X (x,_ (x)). . .X(x,(x)))> =0 (2.45)

On donc encore (2.43) pour tout Y de U E7,,. O
n=0
Remarque. — Supposons que z; est un processus de Poisson (en particu-
lier ses sauts sont égaux a —1), et considérons I’équation linéaire sur R :

dx;=x;_dz,+x;_dz, (2.46)
Xo=1

P{x;=0} est non nul, et donc la loi de x; ne posséde pas de densité
alors que la loi de la solution x, de I'équation non perturbée en posséde
une:

dx,=x,_dz, 2. 46y

Xo=1

Nous sommes en présence d’un phénoméne de type nouveau, trés génant
du point de vue de la théorie des équations aux dérivées partielles (Tr),
pour laquelle 'hypoellipticité d’un opérateur pseudo-différentiel se déduit
de son comportement le long de la diagonale (c’est-a-dire dans ce cas de
la structure des petits sauts du processus). Le théoréme suivant va nous
permettre d’éviter la condition génante (2.4): nous revenons a la situation
du théoréme 111, a la seule différence que nous ne supposons plus que
(2.4) est vérifiée:

THeoREME I13. — Supposons qu’en tout x de RY U E,(x) engendre R*.
1=1
Alors, pour tout x et tout t,>0, la loi de la solution x; (x) de I'équation
(2.5) posséde une densité.

Preuve. — Appelons T le dernier temps de saut d’un des processus EJ
avant t,. Remarquons que T est indépendant des processus z; z;. Donc
pour t>T, le processus x;(x) a méme loi que le processus x,_,, (y) condi-
tionnellement a8 T=t¢; et & x;(x)=y. D’aprés le théoréme II1, la loi de
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X;o—1; () posséde pour tout y de R? une densité si t,>t,. Comme
P{T=t,}=0, on en déduit que la loi de x; (x) en posséde une. []

III. REGULARITE DES DENSITES

Dans le souci de simplifier les calculs, nous ne mettrons en évidence
que des interactions entre des mesures de Lévy. En effet, estimer la forme
quadratique de Malliavin présente, lorsqu’il y a des interactions entre un
champ de vecteurs et des noyaux de Lévy des difficultés techniques sembla-
bles a celles déja rencontrées dans (L,) et (B,).

Nous considérons dans cette partie une équation stochastique plus
simple que (2. 5):

dx, (x)=D(x,(x))dt+ Y, X;(x,_(x))dz;

3.1
xo =X
les champs de vecteurs d, X, ..., X, et les processus z; vérifiant toutes
les conditions de la deuxiéme partie (en particulier (2. 1)). Posons alors:

Fi(9= (K - X (4) 6.2
Fix)=[F_(X;... X)) UF,_; (x)

TutoreME II1 1. — Supposons qu’il existe un entier 1 tel que:

Inf Y (Y,f)*>0 (3.3)

xeRL || fll=1 YeFi(x)
Supposons qu’il existe un réel o appartenant a 10, 2[ tel que:

lim |z|'**g;(z)>0 (3.4)

z—0

La loi de x,,(x) posséde alors une densité C* pour t,>0.

Avant d’effectuer la démonstration de ce théoréme, qui constitue I’objet
de cette partie, on remarquera que comme dans (B,), (B.G.J.) et (L,), on
doit supposer que la condition de Hormander est vérifiée globalement sur
R? pour que le semi-groupe soit régularisant, ce qui est insuffisant du
point de vue de la théorie des équations aux dérivées partielles (Tr).

Avant de commencer la démonstration, donnons quelques notations:
soit f;(¢) une famille d’applications de R dans R, paramétrée par un
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paramétre i appartenant a un ensemble I. Nous dirons que f;(g)=0;(1)
dés que lim f; (¢) =0 uniformément en i, et que f;(g)=o0;(e®) si pour tout

e~ 0

Dans le cas ou f;(g) est une variable aléatoire dépendant de w apparte-
nant a I'ensemble probabilisé (Q, P), nous dirons que f; (€)= o, (€) s’il existe
un ensemble Q, de probabilité 1 tel que Sup |f;(¢)| tende vers 0 quand

0eQ,iel
¢ tend vers 0. On donne alors une signification évidente au fait que
fi(®)=0;(&").

Nous pouvons maintenant évoquer le principe de la preuve du théoréme
III'1: en utilisant le théoréme I3, on se raméne a4 montrer que I'inverse
d’une certaine forme quadratique est dans tous les L?. Pour ce faire, on
trouve un processus critére qui permet d’assurer que la forme quadratique
n’est pas trop petite si le processus critére est assez grand sur un intervalle
de temps assez grand; pour ce faire, on détermine un nouveau processus
critére, et ainsi de suite. . .

p>1,=—

Preuve du théoréme:

Premiére réduction. — Utilisons le théoréme 13: il suffit de prouver que
pour ||f]|=1:

P{K,,(x) ()<t} =0, () 3.5

K, (x) étant le processus croissant de formes quadratiques:

5 Y vaz,) <( 0. (x)) l

st j=1

: = \2
(14 2%, 982,09 X0 ) 6.6
0x

\ t .
D’aprés (1. 11), on a pour k< -2, entier:
€

-1
P{ !(%wn)

*

>8_1}=0k(8°°) (3.7
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. . t
Donc il suffit de montrer que pour k< -2, ||f||=1, on a:
€

P{K(k+l)e(x)(f)—Kka(x)(f)<8'Ier}=of,k(1) (3.3

t/ 9 -1
.T_l (5;%5(35))

et pour un entier r convenablement choisi.

Notons Vv, (f, k,€) la mesure de Lévy de K, (x)(f) par rapport a la loi
conditionnelle de P par rapport a F, ,: cela signifie que dt ® v,(f, k, €) est
le compensateur de la mesure des sauts de K,(x)(f) par rapport a cette
loi conditionnelle. Pour montrer (3. 8), il suffit de prouver

(k+1)e ©
P{(J dtlﬁ_'l.w[(J‘ dvt(f,k,8)> >8'2|er}=0f'k(l) (3.10)
ke lu|>¢"

pour r, >r, et r convenablement choisis. En effet, introduisons le processus
défini & partir du temps ke:

pour
-1

f 3.9

Y. (fke)=exp[— ¥ 1l 4q(AK,(x)(f))]

kes<s=<t

epr'dsf (l—e—l)dvs(f,k,s)(u)] (3.11)
lu|>¢"

ke

Cest une martingale par rapport a la loi conditionnelle de P suivant
F.. (J). Nous avons donc:

E[Yuip) (k&) |Fel=1 (3.12)
(3. 11) implique donc que
P{ Z 1]:’, ao((AKs(x)(f))=0|er}

kesss(k+1)e
=0, ()+exp(e” =121 )=0,,(1) (3.13)
car r, >r,. Donc:

P{K(k+1)e(x)(f)_Kka(x)(f)<8r|sz}=0f,k(1) (3.14)
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car K,(x) (f) posséde avec une probabilité tendant vers 1 uniformément
quand ¢ tend vers 0 un saut en module plus grand que €" sur [k, (k+1)€],
et car le processus t — K, (x) (f) est croissant positif.

Deuxiéme réduction. — Nous nous sommes ramenés a I’étude de la
«concentration» en petits sauts de la mesure de Lévy du processus
K,(x)(f) sur [ke, (k+1)¢], conditionnée par rapport & F,. Or nous
possédons un critére numérique nous permettant d’estimer cette concentra-
tion. En effet, remarquons que I'on peut choisir y, y, et a, trois réels
positifs pour que si le processus critére Cr(t, f, k, €) défini par

Cr(t_,f,k,e)= )

j=1

-1
<(ai<p,_(x)) X,-(x,_(x»,f>}zn (3.15)
X

est supérieur a m et si <1 lon ait:

0
a P, - (x)

J av, (£ k,€) (W)= Ce ™ (3.16)
lul>e

pour e<n"t. Cela provient d’abord du fait que v,(f, k, &) est la somme
des transformées des mesures de Lévy g;(z) dz par les applications F; ,:

Hv(z)<<%<p,_ (x))' (I+5‘?;X,~(x,_(x»z)_ X, (x,_ (x)),f> (3.17)

qui sont supérieures a v(z)n Y

< <£(P:_ (x))_l X;(x,_ (x)),f> 2dés que
0x

z est inférieur & une certaine constante positive C. De plus v(z) est égal a
229 sur un voisinage de 0. On a donc:

j Idv, (L k,e)(w)=C, fcz gi(2)dz (3.18)
ful>e (

em1/24

pour un j convenable. II ne reste plus qu’a appliquer (3.4) dans (3.18)
pour en déduire (2. 16).
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Quitte a poser le cas échéant &’ =¢?1 pour P, bien choisi, on se raméne
grice 4 (3.7), (3.15) et (3.16) a montrer que:
<gm| F,m}

(k+l)e m
P{J ]S oo[(Z << (ps (x (x))> ,7>’>d8
ke =
=0, (1) (3.19

pour n et n, deux entiers positifs bien choisis.

Troisiéme réduction. — Gréce a la formule (3. 19), nous nous sommes
ramenés 4 un probléme analogue a celui des diffusions (St). Or

<( ?:_ (X)> X;(x,_(x),f >

=Y |Cr(t_, X, £k, 0)| (3.20)

avec

Cr(t,Y,f k€)= <(%¢:(X)>_ Y(x,(x)),f> (3.21)

si Y est un champ de vecteurs dont toutes les dérivées de tous ordres sont
bornées et si t appartient a [ke, (k+ 1) €].

Appliquons maintenant la formule d’Ito: conditionnellement a F,,, nous
obtenons sur [k, (k+1)g[:

dCr(s,Y,f,k,e)=<7d{( 0. (x)) }Y(xs_<x»>
a -1
+<ﬂ<—<ps_(x)> d{Y(xs<x>>}>
0x
<fd[< ms(x)) Y(xs(x»]> (3.22)
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[ ; ]étant le crochet droit associé a un couple de semi-martingales (J). La
formule d’Ito implique que:

d -1 d - - 0
d{(g;%(x)) }=<5;<Ps_(x)> {(*j; axj(xsﬂ(x))dzi)

+< 3 [(I+ ix,.(xs_(x))Az,.(s)>-1
0x

i=1
0 0
I+ —X;(x,_(x))Az; (s)])— —D(x,_ (x))} (3.23)
0x 0x
et

Y (0N} = T Y (rp_ (DX, (5, (),

j=1

+ 25 (x,_ () D(x, (x))ds
0x

+2 [Y (xs_ () + X (x5 (x)) Az;(s))

i=1

=Y (x,_ (x))— %Y (x5 N X (x5 (%)) Az; (S)] (3.29)

Les processus z; étant indépendants, les sauts de ces processus sont
disjoints, et en reportant (3.22) et (3.23) dans (3.24), on obtient:

Cr(t,Y,f,k,€)=Cr(ke, Y, k,€)+ Y. ACr(s,Y,f k¢

kesSsst

+th {A(s,Y,f,k,e)

+<7:{%(ps(x))_ [D,Y1<xs(x»> }ds (3.25)
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avec

m

-1 -1
AGY.fke= Y, <ﬁ j (%ms_(x)) {(I+a%xj(xs_ (x»z)

Y (3, () +X;(x,_ (9)2) =Y (%, (x))
—[X; Y1(x,_ (x))z}gj(z) dz > (3.26)

ceci de fagon analogue aux calculs menés dans (2.24), (2.26) et (2.27) /
t appartenant a [ke, (k+1)€], notons v,(Y,f, k,€) la mesure de Lévy du
processus Cr(t,Y, f, k, €) par rapport a la loi conditionnelle de P suivant
F,.. Remarquons alors que si p>0, on a:

P{|A((k+ D&Y, [k e)|[* > ?|F. } =0, (1) (3.27)

De plus si Y. |Cr(t,[Y,X],f,k,€)|=n, on peut choisir v/, v}, o] réels

ji=1
positifs indépendants de n pour que:

j dv;(Y,f k, &) (u)>Ce™™ (3.298)
lulze
dés que e<M"1 et dés que
t 0 -1
.. X .
‘ (ax o )> |

En effet, v; (Y, f,k, €) est la somme des images des mesures g;(z) dz par
les applications F; ,:

2o <I: (%w (x))_ {(I+ %X,-(x,_ (x))z)_

XY(X:_(X))+X,~(x,_(x))2>—Y(xt_(x))}> (3.30)

t 0 -1|-1
(—(Pka (X)'> ‘ = (3.29)
Ox

dont les dérivées en z=0 vérifient :

3F,-(O)=<ﬁ<3<p,_(x)>_ X, Y] (x,_ () > (3.31)
0z ox
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(3.29) permettant de borner la dérivée seconde de F; ,, (3.28) résulte
immédiatement de I’hypothése (3. 4) et de (3. 31).
Donnons nous maintenant un temps d’arrét T a valeurs dans

[k e, (k+1)¢€], et posons
a -1
( x Pr (x))

Soit Y un crochet de Lie de longueur 1. Considérons le processus
-1
< fr < o, (x)) Y (x, (x))> définit sur [T, (k+1)¢€] pour la loi condi-

tionnelle de P suivant F, les lemmes II12 et III 3 permettront de montrer
que si il existe deux entiers n et n, indépendants de f de norme 1 et si il
~ existe-un temps d’arrét T (k, f, €) a valeurs dans [k €, (k + 1) €] tel que

-1

fr= f (3.32)

P{Vte[[T(k,f,s),T(k,f,ﬁ)+8"‘]]

<< (p,) [xj,Y](xz(x))afT(k,f.e)>

T(k,f,e)+e" < (k+ 1)8|FT(k'f,£)}=l—o,,,‘(a) (3.33)

>et

alors il existe un temps d’arrét T’ (k, f; €) tel que:

P{Vte[T (k,f ), T (k,f, &) +£"]
0 -1 .
I <(5(P:(x)) Y(xt(x)),f'r(k.f,c) >' 2¢" |FT(k,f,e)}=l_of,k(8) (3.34)

et tel que:
P{[T'(k,£,e), T (k, f, &) +&"]
c [T(k,f,€), T(k,f,e)+e"]}=1—0, ;(e) (3.35)

les conditions d’applications de ces deux lemmes étant satisfaites par
(3.25), (3.26), (3.28) et (3.29).
On obtient ainsi une suite d’intervalles emboités de longueur assez

grande sur lesquels I'un des processus < fr < o®, (x)) Y (x, (x))> n’est
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pas trop petit, T étant le début de I'un de ces intervalles. Ceci nous permet
de montrer (3. 19).

LemME II12. — Supposons que i décrive un ensemble de paramétre 1 et
que € décrive [0, 1]. Considérons une famille de semi-martingales spéciales
X;,¢(t) @ valeurs réelles définies sur un espace filtré (Q, ., P, F; ), la
filtration F; , vérifiant les conditions habituelles (J). La décomposition cano-
nique de x; . (t) étant:

X, (=% (0)+M, . ()+ J'r A; () ds (3.36)
0
avec
d{M; . M; . >()=B, () dt (3.37)

supposons que pour tout entier p>0, on a:

P, {|A, . (D|*>e77}=0,(c®) (3.38)
Sup E,.[B;.[*]<x (3.39)
ile[O0, 1]
Si
|x;,.(0)| 2" (3. 40)

P, . presque-siirement, alors

P, {3t=e®"|x,  ()]|£27 e} =0,(1) (3.41)

LemMme II13. — Supposons que la famille de semi-martingales x; , vérifie
encore (3.35), (3.36), (3.37) et (3.38), et qu’il existe un processus Cr; ,(t)
et un processus C; ,(t) possédant la propriété suivante: il existe trois réels
positifs v, v, et o tels que si |C; ()| Se™" et si |Cr; ()| 2¢€", la mesure
de Lévy v; .(t) de M, ,(t) vérifie:

j av; (u)y>Ce™" (3.42)
lulze

pour eSM"L.
Supposons de plus que pour tout p.

P, {|C.e(D[* >} =0,(c®) (3.43)
P, {3te[0,e)|Cr, , ()| S€™ }=0,(e) (3.44)
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pour un certain entier n,. Notons T (n’, €,1i) le temps d’arrét:
T(n', & i)=int {t>0/|x, . (£)| 2" } (3.45)
Alors pour tout p> 0, il existe un entier n’ tel que:
P{T(n,¢i)=€?}=0;(1) (3.46)
Preuve du lemme I112. — En raison de (3. 38),
P, {"|A, (3" ]*247 "} =0,(1) (3.47)
Par I'inégalité de Burkholder-Davies-Gundy, on a:
P {|M; |24}
<Ce™"E, [e*"* |B; . (1) [M]=0;(1) O (3.48)

Preuve du lemme I113. — Quitte & conditionner par rapport a ’ensemble
Fy, ., ; mesurable {Ix,.,a(O) |ga"" }, on peut suppose que P, ; presque sire-
ment |x; ,(0)|<&"". On choisira n”’ ci-dessous. Soit le processus:

Zi, (=Y lp o, o (| AM; () ]) (3.49)

sSt

et soit la martingale de carré intégrable associée :

Yi,E(t)=exp|:—zi,ﬁ(t)+fds(l —e”)f dvi,e(s)(u)] (3.50)
lu|>2¢€"

0

On a donc:
E; . [Yi. (&) 1[0] (Z.', (eN)]£1 (3.51)

Choisissons p>n, et n’>n, y,. Comme
P {|C (D ze ™y, }=0,(c”) (3.52)
(3.51) implique que:
P, . {z . (€)=0}<exp[e’(e”*—1).Ce *"]+0,(1) (3.53)
Donc il suffit de choisir n” pour que an’>p pour que:
P, . {z .(e")=0}=0,(1) 3.54)
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Donc avec une probabilité tendant uniformément vers 1, x; , (f) posséde
au mais un saut de module supérieur a 2¢" sur [0,¢”]. Il ne reste plus
qu’a choisir n”’>n’ pour que (3. 46) soit vérifiée. [
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