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RÉSUMÉ. - Dans ce travail, on obtient une condition nécessaire portant
sur f pour que f(Mt) soit une semi-martingale, où Mt est une martingale
locale, réelle et continue. On obtient en corollaires un théorème de Cinlar,
Jacod, Protter et Sharpe, et une application aux processus de Bessel.

ABSTRACT. - In this work, we obtain a necessary condition for 
to be a semimartingale in the terms of the function f, when Mr is a real
continuous local martingale. As corollaries, we obtain a Theorem of
Cinlar, Jacod, Protter and Sharpe, and an application to Bessel processes.
Key words : Up and down crossing numbers, functions of local martingales.

I. INTRODUCTION

Il a été prouvé dans [1] que, si f est une fonction de classe CI et M une
martingale locale continue, f ( M) est un processus de Dirichlet local, c’est-
à-dire somme d’une martingale locale continue et d’un processus continu
localement à variation quadratique nulle. Une question naturelle est alors :
quelles sont des conditions nécessaires pour que f ( M) soit en
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fait une semi-martingale ? Des questions analogues ont été étudiées par
Fukushima (théorème 4 de [3]), par Cinlar, Jacod, Protter et Sharpe [2]
qui prouvent que si X est un processus de Markov, f est une fonction de
semi-martingale pour X si et seulement si f est localement différence de
deux fonctions excessives, par Wang [5], et par Yor [6].
La condition nécessaire (théorème 1) que nous donnons, étend le résultat

de Cinlar, Jacod, Protter, Sharpe sur le mouvement brownien réel

(théorème 5.6 de [2]), et donne une condition nécessaire pour que
(d)) soit une semi-martingale, où est un processus de

Bessel de dimension d >_ 2 et de mesure initiale v quelconque, cette condition
étant également suffisante dès que v ne charge pas zéro.
Dans cet article, (Q, fFt, P) désignera un espace probabilisé filtré.

II. RÉSULTAT PRINCIPAL

Dans ce paragraphe, on établit le :

THÉORÈME 1. - Soit M une martingale locale issue de zéro, réelle et

continue, et b = ~Sup Mt ~~; a = - I ( Sup Mt- ~~ (éventuellement infinis). Si i
t t

f est une fonction réelle telle que f(M) est une semi-martingale, alors, la

restriction de f " (au sens de Schartz) à ]a, b[ est une mesure de Radon.

Remarque. - Si ou Mt = b] = o, cette condition est égale-
ment suffisante (cf Wang [5]).
Le théorème se déduit du :

LEMME 2. - Soit N une martingale réelle, continue, bornée et issue de
zéro, avec a = - I ( N ~ I I ~; ~3 = I ( N i I i ~ . S i f est une fonction telle que

f (N) = N’ + V; N’ martingale et V processus à variations intégrables, alors,
la restriction de f " à ]ce, (3[ est une mesure de Radon.

Preuve du lemme 2. - Remarquons que si f(N) = N’ + V, f est nécessaire-
ment continue sur ]ce, (3[ (calcul immédiat du nombre de montées et de
descentes autour d’un éventuel point de discontinuité).

Pour tout E positif, soit ou A 1. Si

Eo > 0 est fixé, il existe E1 > o tel que, si cr désigne a et L~ une version
bicontinue des temps locaux de N : E ( Lâ) > E 1 pour tout a dans ]a + Eo,

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



203FONCTIONS DE MARTINGALES LOCALES CONTINUES

Soit B un mouvement brownien indépendant de N, et notons :

qui est alors une martingale continue par rapport à sa propre filtration.
Soit enfin la suite de temps d’arrêt T? définie par :

Par hypothèse :

est borné dans LI (P), et donc :

est également borné dans R.
Comme f est continue donc bornée sur tout intervalle fermé de ]cx, [i[,

dès que n est assez grand :

est majoré par :

est encore borné, et donc :

est borné.
Si i désigne le premier temps après ce où N atteint le réseau ( l . 2 -" : 1 E Z),

et mk (respectivement dk) désigne le nombre de montées de N de k . 2 -" à
(k + 1) 2-" [respectivement de descentes de k . 2-" à (k -1) 2-"] entre les

Vol. 24, n° 2-1988.



204 J. BERTOIN

instants 0 et t, on a donc :

est borné dans R.

De la formule de Tanaka, on déduit aisément le :

Preuve du lemme 3. - Soit

et la donnée itérative de Up et Vp par :

Par la formule de Tanaka :

Cette quantité vaut en outre [puisque N prend ses valeurs dans le réseau
( l . 2-n; l E Z)] 2 -" si Up  i et Nvp = ( k + 1 ) 2 - n, et o sinon. En remarquant
que = n, on a : 

où M est une martingale nulle en zéro. On a donc :

pour tout k dans Z. En changeant N en - N, on obtient

On a donc, si~.2’"e[a+Eo,P-8o]: E(~)=E(~)~2~.8i.
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NOTATIONS. - Si g est une fonction de R dans R, on note, pour tout x
dans [k. 2-n, (k + 1) 2-n [ :

et

Suite de la preuve du lemme 2. - De ( 1) et du lemme 3, on déduit :

1 1 dt: est borné. La suite de mesures signées dt

sur [a + so, admet donc une sous-suite qui converge étroitement
vers une mesure borélienne signée J.l. Montrons que sur ]ce + 2 Eo, ~i - 2 Eo[,
f " (au sens de Schwartz) = p :

Si g est une fonction de classe C~ à support dans [a + 2 £o, ~i - 2 Eo] g" (x)
converge uniformément en x vers g (x); et donc :

Or, pour n assez grand :

soit:

Comme Ong (x) converge uniformément en x vers g" (x) (car g est de
classe C~) et f" converge uniformément vers f sur [a + Eo, [i - £o] (car f est
continue sur [a + Eo, [i - Eo]), on a :

Pour toute g de classe C~ à support dans [a + 2 Eo, [i - 2 Eo]

Il est donc sur ]a + 2 Eo, ~i - 2 Eo[ la dérivée seconde au sens de Schwartz
de f, ceci pour tout Eo > o. On en déduit que f" est une mesure de Radon
sur ]a, (3[.

Preuve du théorème 1. - Toujours à l’aide du nombre de montées et
de descentes, il est aisé de voir que f est continue sur ]a, b[. Pour tout
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~ > 0, A > 0, par localisations successives, on se ramène à M martingale
continue bornée, ( ~ M ~ ~ ~ ~ >_ ( b - E) ^ A, ~ ~ M ~ ~ I ~ >_ ( - a - E) ^ A et f ( M)
processus continu, somme d’une martingale et d’un processus à variations
intégrables. Grâce au lemme 2, f " est une mesure de Radon sur

]{ a + E) v - A, ( b + E) ^ A[ pour tout E > 0 et tout A>O, d’où le théorème.

II. DEUX APPLICATIONS

Du théorème I, on déduit les :

COROLLAIRE 4 (Cinlar, Jacod, Protter, Sharpe). - Si B est un mouvement

brownien réel, de mesure initiale quelconque, alors f (B.) est une semi-

martingale si et seulement si f est différence de deux fonctions convexes.

Preuve. - Soit T le premier temps d’atteinte de 0 par B, et soit Bt = Bt + T.
B est un mouvement brownien issu de zéro, etf(B) est une semi-martingale
dans la filtration de B. f " est donc une mesure de Radon sur (~ (a = - oo,
b = + oo dans ce cas), f est donc différence de deux fonctions convexes.

Remarque. - Le théorème 1 se ramène au théorème de Cinlar, Jacod,
Protter, Sharpe par changement de temps si, P presque sûrement,
Sup Mt= + oo et Inf Mt = - oo .

t t

COROLLAIRE 5. - Soit d un entier supérieur à 2, et X un processus de
Bessel de mesure initiale v et de dimension d. Si f est une fonction réelle
telle que f(X) est une semi-martingale, alors la restriction de f " à Rt est
une mesure de Radon.

- Si d = 2, Z = log Y~ est une martingale locale nulle en zéro (pour sa
propre filtration); Il Sup Zt 1100 = + 00, Il Sup Soit

t t

g (x) = f (exp (x)); g(Zt) est alors une semi-martingale, donc g" est une

mesure de Radon sur R, et comme f (x) =g (log (x)), f " est une mesure de
Radon sur 
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Soit g (x) = f ((x + 1 ) 1 O2 - d)) ~ est donc une semi-martingale
donc g" est une mesure de Radon sur ] - 1, + oo [. Commet) = g (y2 ~ d -1 )
f " est, sur une mesure de Radon.

Remarque. - Si v ne charge pas zéro, P p. s. X n’atteint pas zéro, de
sorte que si f vérifie les conclusions du corollaire 5, f (X ) est une semi-
martingale.
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