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REsUME. — Dans ce travail, on obtient une condition nécessaire portant
sur f pour que f(M,) soit une semi-martingale, ou M, est une martingale
locale, réelle et continue. On obtient en corollaires un théoréme de Cinlar,
Jacod, Protter et Sharpe, et une application aux processus de Bessel.

ABSTRACT. — In this work, we obtain a necessary condition for f(M,)
to be a semimartingale in the terms of the function f, when M, is a real
continuous local martingale. As corollaries, we obtain a Theorem of
Cinlar, Jacod, Protter and Sharpe, and an application to Bessel processes.

Key words : Up and down crossing numbers, functions of local martingales.

I. INTRODUCTION

Il a été prouvé dans [1] que, si f est une fonction de classe C! et M une
martingale locale continue, f(M) est un processus de Dirichlet local, c’est-
a-dire somme d’une martingale locale continue et d’'un processus continu
localement a variation quadratique nulle. Une question naturelle est alors:
quelles sont des conditions nécessaires pour que f(M) soit en
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202 J. BERTOIN

fait une semi-martingale? Des questions analogues ont été étudiées par
Fukushima (théoréme 4 de [3]), par Cinlar, Jacod, Protter et Sharpe [2]
qui prouvent que si X est un processus de Markov, f est une fonction de
semi-martingale pour X si et seulement si f est localement différence de
deux fonctions excessives, par Wang [5], et par Yor [6].

La condition nécessaire (théoréme 1) que nous donnons, étend le résultat
de Cinlar, Jacod, Protter, Sharpe sur le mouvement brownien réel
(théoréme 5.6 de [2]), et donne une condition nécessaire pour que
f(BES, (d)) soit une semi-martingale, ou BES,(d) est un processus de
Bessel de dimension d =2 et de mesure initiale v quelconque, cette condition
étant également suffisante dés que v ne charge pas zéro.

Dans cet article, (Q, &,, P) désignera un espace probabilisé filtré.

II. RESULTAT PRINCIPAL

Dans ce paragraphe, on établit le:

THEOREME 1. — Soit M une martingale locale issue de zéro, réelle et
continue, et b=||SupM," ||,; a= —||SupM; ||, (éventuellement infinis). Si
t t

f est une fonction réelle telle que f(M) est une semi-martingale, alors, la
restriction de f” (au sens de Schartz) a la, b| est une mesure de Radon.

Remarque. — Si P[At:M,=a ou M,=>b]=0, cette condition est égale-
ment suffisante (cf. Wang [5]).
Le théoréme se déduit du:

LeEMME 2. — Soit N une martingale réelle, continue, bornée et issue de
zéro, avec o= —|Ni |l.; B=||N{|lo. Si f est une fonction telle que
f(N)=N’+YV; N’ martingale et V processus a variations intégrables, alors,
la restriction de " a Jo, P[ est une mesure de Radon.

Preuve du lemme 2. — Remarquons que si f(N) =N’+V, fest nécessaire-
ment continue sur Jo, B[ (calcul immédiat du nombre de montées et de
descentes autour d’un éventuel point de discontinuité).

Pour tout ¢ positif, soit o,=inf{¢t=0:N,=a+¢ ou N,=f—¢c} A 1. Si
€ >0 est fixe, il existe €, >0 tel que, si o désigne o,,, et Li une version
bicontinue des temps locaux de N: E(L%) >¢, pour tout a dans Ja+eg,,

B—egol.
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FONCTIONS DE MARTINGALES LOCALES CONTINUES 203

Soit B un mouvement brownien indépendant de N, et notons:
N,=N, si t<o,
N,=N,+B,—B, si t>o
qui est alors une martingale continue par rapport a sa propre filtration.
Soit enfin la suite de temps d’arrét T? définie par:
To=0 et T, =inf{¢>T}:|N,—Np|=27"}.
Par hypothése:

{Z|E[f(NT:J+1M)“f(NT;tM)l?_ﬁx,\c]lznel\l}

est borné dans L! (P), et donc:

{2 X |BUS(Npyy 00 =S (k.27 Iy g Mgy, 0]

i keZ

:neN}

est également borné dans R.
Comme f est continue donc bornée sur tout intervalle fermé de Jo, B[,
deés que n est assez grand:

E [Z 'f(NT{’+ 1) —f(NT,"+ 1 /\0) I 1Tf<c]
est majoré par:

2 Sup|f(¥)], ou I=[a+ %, - 3—0], de sorte que:

tel

{2 2 EMS Ny, ) (k.27 Ly g Ingy_, -]

i keZ

:neN}

est encore borné, et donc:

{(EYIB{f(k+1)27 —f(k.27™}
k i

X 1T?<61NT2‘=k.2"' 1ﬁT?+1=(k+1)2_"]
+E[{f(k—1)27")—f(k.27"}

X 1T§'<0 1NT;'=k. 27n lﬁT;'“:(k—l)z"']

:neN}

est borné.

Si © désigne le premier temps aprés o ou N atteint le réseau (1.27":1e2),
et m; (respectivement dj) désigne le nombre de montées de N de k.27 " a
(k+1)27" [respectivement de descentes de k.2~ " a (k—1)27"] entre les
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204 1. BERTOIN
instants O et 7, on a donc:

{(L{f+1D2™—f(k.2"" } E(m})

+H{f((k=1)27")—f (k.27 }E(dp)|:neN} (1)

est borné dans R.
De la formule de Tanaka, on déduit aisément le:

LEMME 3. — E(m2)=E(d)— 2" E(L**7"(Ny).

Preuve du lemme 3. — Soit
Ug=inf{t>0:N=k.27"} A1
Vo=inf {t>U:N,=(k+1)27"} a1,
et la donnée itérative de U, et V, par:
U, =inf{t>V,:N,=k.27"} A1
Vo =inf{t>U, ;: ,=(k+1).2_"}/\r

Par la formule de Tanaka:
(va—k.2_")+—(Nup—k.2‘")+=J 18>, 2~ dNG+ - [L“ "—Lk2 ]
UP

Cette quantité vaut en outre [puisque N prend ses valeurs dans le réseau

(.27 leZ)] 27" Sl U,<tet NV =(k+1)27" et 0 sinon. En remarquant

que L2 "=Ly:?"", on a:

- i[(ﬁvp—k.z-"r — (N, —k.27) =M, + -12— LE27(R,
ou M est une martingale nulle en zéro. On a donc:
E(n) = 2L 27 (V)
pour tout k dans Z. En changeant N en —N, on obtient
E(d)=- 2"E(L" 27" ().
On a dong, si k.27 "e[a+¢&g, B—go]: E(mP)=E(dp)=2""".¢,

Annales de UInstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



FONCTIONS DE MARTINGALES LOCALES CONTINUES 205

NortaTions. — Si g est une fonction de R dans R, on note, pour tout x
dans [k.27" (k+1)27"][:

gn(x)=g(k.27")
et
Ag()=22"[g((k+1)27")+g((k—1)27")—2.g(k.27"].

Suite de la preuve du lemme 2. — De (1) et du lemme 3, on déduit:

B—c¢,
{ j ° |A,f(8)|dt:neN } est borné. La suite de mesures signées A, f(t) dt

+eo
sur [ou+¢€, P—¢,] admet donc une sous-suite qui converge étroitement
vers une mesure borélienne signée p. Montrons que sur Ja+2gy, B—2 g,
f” (au sens de Schwartz) =p:
Si g est une fonction de classe C? & support dans [0 +2 €y, B—2¢,] g, (x)
converge uniformément en x vers g (x); et donc:

p—¢

lim f T gy () Ay, f() = f

P ©Jatgg

* g (0) ().

+&g0
Or, pour n assez grand:

Y2k 27N ((k+ 127 +f(k—1)27")—2.f(k.27")]
k
=Y fk.27[g(k+1D)2™)+g((k—1)2")—2.g(k.27")],
soit:

B-eo B—eo
f & () A, f(x)dx= fi(x) A, g (x) dx.
ateg a+sgg
Comme A, g(x) converge uniformément en x vers g’ (x) (car g est de
classe C?) et f, converge uniformément vers f sur [a+ &, B—&,] (car f est
continue sur [a+¢gy, B—gg]), on a:
Pour toute g de classe C? a support dans [a+2 &g, B—2&,]

B—eg B—eo
J g(x)p(dx)= g’ (x)f(x)dx.

+go a+gg

p est donc sur Ja+2¢g, B—2¢,[ la dérivée seconde au sens de Schwartz
de f, ceci pour tout £,>0. On en déduit que f” est une mesure de Radon
sur Jo, B[

Preuve du théoréme 1. — Toujours a I'aide du nombre de montées et
de descentes, il est ais¢ de voir que f est continue sur ]a, b[. Pour tout
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206 J. BERTOIN

£>0, A>0, par localisations successives, on se raméne a M martingale
continue bornée, |[MJ || 2(b—¢) A A, |[My|,2(—a—€) A A et f(M)
processus continu, somme d’une martingale et d’un processus a variations
intégrables. Grice au lemme 2, f” est une mesure de Radon sur
Ja+e)v —A, (b+¢) A Al pour tout £>0 et tout A >0, d’ou le théoréme.

II. DEUX APPLICATIONS

Du théoréme I, on déduit les:

CoroLLAIRE 4 (Cinlar, Jacod, Protter, Sharpe). — Si B est un mouvement
brownien réel, de mesure initiale quelconque, alors f(B) est une semi-
martingale si et seulement si f est différence de deux fonctions convexes.

Preuve. — Soit T le premier temps d’atteinte de 0 par B, et soit B,=B,, 1.
B est un mouvement brownien issu de zéro, et f (B) est une semi-martingale
dans la filtration de B. 1’ est donc une mesure de Radon sur R (a= — oo,
b=+ oo dans ce cas), f est donc différence de deux fonctions convexes.

Remarque. — Le théoréme 1 se raméne au théoréme de Cinlar, Jacod,
Protter, Sharpe par changement de temps si, P presque slirement,
SupM,= + o et Inf M,= — co.

t t

COROLLAIRE 5. — Soit d un entier supérieur a 2, et X un processus de
Bessel de mesure initiale v et de dimension d. Si f est une fonction réelle
telle que f(X) est une semi-martingale, alors la restriction de f” a R% est
une mesure de Radon.

Preuve. — Soit T=inf {t20:X,=1} A 1, et soit Y:
Y, =(X;—p Lsrlr<y+ s +Hlhicree
— Sid=2, Z,=log Y, est une martingale locale nulle en zéro (pour sa

propre filtration);  ||SupZ||,=+00, ||SupZ ||,=+0c. Soit
t t

g(x)=f(exp(x)); g(Z,) est alors une semi-martingale, donc g”’ est une
mesure de Radon sur R, et comme f(x)=g (log(x)), f” est une mesure de
Radon sur R%.

— Si d=3:Z,=Y2 ?—1 est une martingale locale nulle en zéro,
|SupZ;* || o= + o0, || SupZ; ||, =1.
t t
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Soit g(x)=f((x+1)/*"9), g(Z)=f(Y,) est donc une semi-martingale
donc g”’ est une mesure de Radon sur ]—1, + oo[. Comme f(y)=g (32 " ¢—1)
[ est, sur R*, une mesure de Radon.

Remarque. — Si v ne charge pas zéro, P p.s. X n’atteint pas zéro, de
sorte que si f vérifie les conclusions du corollaire 5, f(X) est une semi-
martingale.
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