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Calcul de Malliavin et probabilité invariante d’une
chaîne de Markov

J. B. GRAVEREAUX

I.R.M.A.R., Institut de Recherche Mathématiques de Rennes,
Université de Rennes-I, Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cedex, France

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 24, n° 2, 1988, p. 159-188. Probabilités et Statistiques

RÉSUMÉ. - On considère une chaîne de Markov d-dimensionnelle

admettant une probabilité invariante 11 et on donne, en utilisant une

forme simple du calcul de Malliavin, des conditions entraînant l’absolue
continuité de 11 relativement à la mesure de Lebesque de f~d.
Mots clés : Calcul de Malliavin, chaîne de Markov, processus markovien de sauts,

équations aux différences aléatoires.

ABSTRACT. - We consider a Markov chain with state space I~d and
which have an invariant probability 11 and we stay, by a simple utilisation
of Malliavin calculus, sufficient conditions of absolute continuity for 11.

I. INTRODUCTION

On considère, sur un espace de probabilité (Q, F, P), une suite 1

de v. a. indépendantes à valeurs dans E, ouvert borné de de même loi
unif orme sur E.

Classification A.M.S. : 60 J 10, 60 G 30.
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160 J. B. GRAVEREAUX

On suppose, pour simplifier que À (E) = 1, où À est la mesure de Lebesgue
sur E. Soit également (p : (Rd x E -~ mesurable.
A 1 et (p on associe la chaîne de Markov (Xn)" > valeurs dans
définie par : 

-

Il s’agit de la forme la plus générale de chaîne de Markov, à valeurs
dans (Rd, à probabilité de transition stationnaire.
On notera (resp.: DZ cp) la différentielle de l’application partielle

x -+ tp (x, z) cp (x, z)~.
On définit de la même manière DxZ p, cp, D2x2 cp et D;2 (p.
On fait les hypothèses (H.l) et (H.2) suivantes :

(H.l) (p est de classe C~ sur (Rd x E, Dx cp et sont bornées et, de

plus, il existe 8 >_ 0 et K > 0, telles que : Dz (p (x, z)  K ( 1 + x ~~,

(H.2) La chaîne de Markov o admet une probabilité invariante
11, et de plus, pour la valeur 9 introduite dans (H.1), on a :

(H. 2) signifie encore qu’il existe une probabilité 11 sur (Rd, B(lRd» telle

que l’on ait :

‘ 

pour toute fonction f : ~8d --~ R, continue bornée,

et de plus avec un moment d’ordre 2 1 (d) . 8 si 8 > 0, et pas de condition
supplémentaire lorsque 0 = o.
On va donner, au moyen du calcul de Malliavin, des conditions qui,

rajoutées à (H.l) et (H.2), entraineront que 11 a une densité (relativement
à la mesure de Lebesgue de Rd).
On fixe une fois pour toutes une fonction p telle que :
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161CALCUL DE MALLIAVIN

et on associe, à la chaîne o, le processus (~J; )" ~. o suivant, à valeurs
dans l’espace M des matrices d x d (réelles) symétriques de type positif :

(AT désigne la transposée de A).
On verra, au paragraphe II, qu’on peut associer à la suite 1 un

opérateur de Malliavin L (au sens de [1], chapitre IV) tel que, si r est

l’opérateur carré du champ associé à L, le terme ~.Jn~ c~.’~ de la matrice ’CJn
ne soit autre que I‘’ (~n~ ~, ~~° ~). Toujours au II on obtient directement,
sans utiliser les résultats de [1] et par des intégrations par parties simples
dans R, des formules classiques de calcul de Malliavin (par exemple la
formule (7) de [3]).
Dans toute la suite on se place sur l’espace (0, ~~ P), où x Rd, ,

Notant x) ~ ~n (~) et ~CT" (~, x) .= Un (w), on verra (aux
paragraphes III et que l’on a la proposition suivante :

( 1. 5) PROPOSITION. - Sous (H. 1) et (H. 2) et si de plus il existe no à 1,
tel que Û no soit s. inversible, ~ a une densité.

Remarques :
la Si, pour 11 x ~,=presque tout (x, z), on a : det cp) (D~ (x, z)] ~ 0,

alors par (1.4), Ci est P-p. s. inversible.
2° Cas où d = 2, 1.

D~ (p (x, z) est un vecteur colonne à deux composantes et on a :

La condition du 1° n’est donc pas réalisée. On donnera plus loin une
condition simple entraînant que ~Jz est P-p. s. inversible.

3° On voit facilement que la condition ~ â s. inversible exprime
que et que le rang de la différentielle de l’application de (~"~ ~ ~
dans (zi, ..., -+ ~ ô est d en presque tout point. (On a une
« submersion ».) Ce qui entraîne l’existence d’une densité pour la loi de
~no [et qui donne une autre méthode pour obtenir (1.5)]. 

,

Vol. 24, ~° 2-1988.



162 J. B. GRAVEREAUX

On verra, au paragraphe III, que si on a :

~ 

et avec une condition supplémentaire d’intégrabilité du même type que
( 1.6) (iii) faisant intervenir deux processus auxiliaires, on obtient encore
l’existence d’une densité pour 11 [théorème (3.7)].

Voici maintenant, les conditions (H.3), (B) et (C) qui vont intervenir
dans le théorème principal de cet article (notation (B) en référence à la
condition correspondante de [1]).

et si on pose :

(B) s’écrit, en notant la sphère unité centrée en 0 de (~a :

(B) Il existe un ouvert D de (Rd vérifiant 11 (D) > 0 et tel que, pour tout
xeD et pour tout on ait :

Enfin (C) s’écrit :

presque tout zEE.

( 1. 8) THÉORÈME. - Sous les conditions (H. 1), (H . 2), (H . 3), (B) et (C)

la probabilité 11 a une 
densité et il n’y a pas d’autre probabilité invariante.

(H . .1 ), ( H . 2) et ( H . 3) entraînent ( 1. 6) ( i) et (iii) et la condition supplé-
mentaire non énoncée (voir les paragraphes IV et VI); il suffirait d’ailleurs

de (H. 1), (H. 2) et de la condition (H’. 3) suivante [bien plus faible que
(H. 3)] pour obtenir (1.6) (i) :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



163CALCUL DE MALLIAVIN

On verra au paragraphe V que (H. 1), ( H . 2) et ( H . 3) entraînent l’unicité
de la probabilité invariante et qu’en rajoutant (B) et (C) aux hypothèses
(H,i), i =1, 2, 3, on obtient (1.6) (ii). On aura ainsi prouvé le

théorème (1.8). A

Remarques :
4° (B) est intéressante essentiellement lorsque d > 1; elle exprime que ~

charge un ensemble ouvert de x pour lequel C (x, z) n’est « pas trop
dégénérée » lorsque z appartient à des ensembles éventuellement petits,
dépendants de x et de y, dont la mesure est strictement positive. La matrice
C ( x, z) et les conditions (B) et (C) interviennent de manière très simple
au V dans la comparaison de rg(Ûn) et de rg ( Û" _ 1 ) [rg(M) signifie rang
de M]. [Voir le début du V (a) et l’appendice pour des conditions équivalen-
tes à (B).]

5° Le théorème ( 1. 8) est encore vrai si on remplace (B) par la condition
plus générale (B.O) qui suit dans laquelle zi, ..., zj désigne la

matrice obtenue en remplaçant dans ( 1.7) z par (zl, ... , C par Ci et
les dérivées partielles de (p par celles de cpj définie par :

(B.0) Il existe un ouvert D de IRd vérifiant 11 (D) > 0 et un entier l ~ 1
tels que, pour tout xeD et pour tout on ait :

La condition (B) se réduit évidemment à la condition ( B.1 ) suivante :

(B.l) Il existe un ouvert D de IRd vérifiant ~(D) > 0 et tel que, pour
tout x e D, on ait :

[ou encore à la condition équivalente obtenue en remplaçant, dans (B.1),
C(x, z) par Dz cp (x, z))T].

7° Dans le cas général on note encore (B.l) la condition obtenue en
remplaçant C (x, z) par det (C (x, z)) dans ce qui précède. Lorsque d > 1,
(B.l) est plus forte que (B) et on a vu dans la remarque 2 un cas où ( B.1 )
ne peut être réalisée. Dans tous les cas il est facile de déduire ( 1.6) (ii) de
( B.1 ), (C), (H. I), ( H. 2) et (H’. 3). [Là encore on a une condition équivalente
à ( B.1 ) si ( Dz cp (x, z)) ( Dz cp (x, remplace C ( x, z). ]

Vol. 24, n° 2-1988.



164 J. B. GRAVEREAUX

8° Retour au cas d = 2, 
On a déjà vu que det (C (x, z))=0 pour tout (x, z).
La condition (B.2) suivante est, lorsque d = 2 et ~i =1, plus forte que la

condition obtenue en remplaçant dans (B) le mot ouvert par le mot
borélien.

(B.2) Pour 11-presque tout XE IRd, l’image de la mesure de Lebesgue sur
E, par l’application z - C (x, z), ne charge aucun ensemble de matrices de
la forme C = ~a. M : 0~, où M est une matrice dégénérée.
[(B.2) est équivalente ici à la condition suivante : pour ’Il-p. s. tout XE IRd
et pour tout ~, ( ~z : C (x, z) (y) ~ 0}) =1; en particulier on a

det (Dx cp (x, z)) ~ 0, pour À x 11-presque tout (x, z).]
( B. 2) entraîne, de manière immédiate, que P [rg ( Û 1 ) =1 ] =1.
On va voir que (B.2) entraîne que Û2 est P-p. s. inversible, ce qui

donnera, si on a aussi (H.l) et (H.2), que ~ a une densité. [Par ( 1.5).]
Û2 (~) est, pour P-p. s. tout ~, inversible en même temps que :

U~ (~) + ( p (Z2) . C (X 1, Z2)) (~) par ( 1.4), ( 1.7) et car Dx cp (x, z) est inversi-
ble pour 11 x À-presque tout (x, z). En conditionnant par rapport à

Xo = x, on est ramené à une somme Z2), avec
M déterministe de rang 1.

(B.2) entraîne alors que la loi conditionnelle de Û1 + p (Z2) . C (X 1, Z~),
sachant X o = x, est concentrée sur l’ensemble des matrices inversi-
bles (car il s’agit de matrices 2 x 2 symétriques.) D’où aussi :

Applications

1 ° Processus markoviens de sauts.
On considère un processus markovien de saut (Yt)r >_ o à valeurs dans
solution d’une équation stochastique de la forme :

avec c : IRd x E - E ouvert borné de (~~ et J.l mesure de Poisson sur
de compensateur : v (dt x dz) = dt x À (dz). On supposera encore

pour simplifier que À (E) = 1.
On associe à c l’application (p : IRd x E - (Rd suivante :

et on suppose que (p vérifie ( H.1 ) .

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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On fait l’hypothèse (H’2) suivante :

(H’2) Le processus de Markov (~1 ~t > o a une probabilité invariante 11,
et pour la valeur 8 introduite dans (H.1), on a :

[on rappelle 4 d - 4)].
On a alors le résultat suivant :

(1.11) COROLLAIRE. - Sous ( H.1 ), ( H’. 2), (H.3), (B) et (C) T1 a une densité
et il n’y a pas d’autre probabilité invariante.

Pour obtenir ce corollaire, à partir du théorème ( 1.8), il suffit d’associer
à (yr)t >_ o la chaîne de Markov o définie par : et X~ =y~~,
où (T,~n > 1 est la famille des temps de saut de introduite dans (H’2)
est alors aussi probabilité invariante pour la chaîne (X n)n >_ o et on a le
résultat par (1.8).
Remarquons, pour terminer, que la condition (B) introduite ici est un

peu du même type que l’hypothèse (B) de [ 1 ] lue dans le cas où il n’y a
pas de partie brownienne et plusieurs mesures de Poisson (associées à des
directions); les ensembles de mesure strictement positives remplacent ici
les ensembles de mesure infinie de (B) de [1] et on ne demande plus
l’inversibilité d’une certaine matrice sur un tel ensemble mais une condition

plus faible portant sur le noyau de cette matrice.
2° Équations aux différences aléatoires.
On considère le cas particulier de (1.1) où (p est de la forme :

[M (d) désigne l’espace des matrices d x d à coefficients réels].
( 1.1) s’écrit alors :

(1.1’) est une « équation aux différences aléatoires » et il s’agit du cas
où il y a indépendance : la suite de v. a., à valeurs dans x Rd,
(A (Zn), 1 est formée de termes indépendants (et de même loi). Il

s’agit d’ailleurs, dans (1.1’), de la forme la plus générale d’une telle équation
aux différences avec termes indépendants de même loi.

Vol. 24, n° 2-1988. 
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166 J. B. GRAVEREAUX

(Pour une étude détaillée de (1.1’) lorsque d=l, voir [4] et [8]; voir [5]
par exemple pour le cas général.)

Introduisons l’hypothèse (H’. 1) suivante :

(H’. 1) A et B sont de classe C~ sur E, avec dérivées partielles premières
et secondes bornées.

Remarquons que, comme E est borné, (H’.l) entraîne que A et B sont
bornées (on a donc A, B de classe Cb ) .

(1.12) et (H’.l) entraînent qu’on a ( H.1 ) avec 8= 1, de manière évidente.
D’autre part, la condition (H.3), dans le cas considéré ici, s’écrit :

On montre facilement que (H’.l) et (H".3) entraînent (H.2) et l’unicité

de rt. Comme dans [5], chapitre 3, on associe à o une série de

v. a. d-dimensionnelles convergente ici dans L21 ~d~ (P) et on en déduit que
X~ converge en loi, quand n -~ oo, vers une v. a. X ~, dont la loi 11 vérifie

I 1 x 12/ (d). ,~ (dx)  + oo . En considérant X - X, on obtient, avec ( H". 3),
que Xn converge aussi en loi, quand n - oo, vers X~. D’où le résultat.

[Ne sont intervenus que (H".3) et la condition B bornée. Pour l’unicité
on écrit : r~’ ( f ) = r~’ Pn ( f ) et on applique le théorème de convergence
dominée, d’où ~’ ( f ) = r~ ( f ), pour toute f continue bornée; on a noté
Pn (x, dy) la loi de Xn.]
La condition (B) devient ici :

(B’) Il existe un ouvert D de (Rd vérifiant 11 (D) > 0 tel que, pour tout
xeD et pour tout on ait :

avec

La condition (C) devient ici :

(C’) det (A (z)) ~ 0 pour À-presque tout zeE.
On peut alors énoncer le corollaire de (1.8) suivant :

(1.13) COROLLAIRE. - Si (p vérifie (l.12) et si on a (H’ . 1), (H".3), (B’)
et (C’), alors la chaîne o a une probabilité invariante r~ et une seule
et 11 a une densité.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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[C’est une conséquence immédiate de ce qui précède et de ( 1. 8).]
Remarquons qu’il est prouvé dans [4] et lorsque d =1 que si (p vérifie

(1.12), si la chaîne a une probabilité invariante et si de plus on a :

0, pour À-presque tout z, alors 11 a une loi de type pur (i. e. :
loi qui est soit atomique, soit absolument continue, soit diffuse et étrangère
à la mesure de Lebesgue).

Lorsque A ou B ne dépend pas de z, on a évidemment une expression
plus simple de (B’).

Cas où A ne dépend pas de z

(H".3) s’écrit : Il A Il  1. Les conditions ( H’.1 ) et : Il A Il  1 assurent

donc l’existence d’une probabilité invariante ayant des moments de tous
ordres et, par la remarque 1° et la proposition ( 1. 5), on obtient si on a de
plus : det ((DB) (DB) T (z)) ~ 0 pour À-presque tout z, que Û1 est s.

inversible et donc que ~ a une densité.

( B’) est équivalente ici à :

( B") A est inversible et l’on a,

et (B") entraîne (C’).
On a alors :

(1.14) COROLLAIRE. - Si i (p vérifie (1.12) avec A matrice constante, si

Il A Il  1 (norme opérateur), si B est de classe Cb et si on a (B"), alors il y
a une probabilité invariante et une seule r~ ayant des moments de tous ordres
et absolument continue (par rapport à la mesure de Lebesgue de 

C’est une application immédiate du corollaire (1.13) et du fait que
A = Cte.

Remarquons que l’hypothèse Il A Il  1 signifie que les valeurs propres
À de A (réelles ou complexes) sont telles que 1 À I  1.

Lorsque A n’est pas inversible et est non nulle, il existe p entier ~ 1 tel
que Rd se décompose en : (B F avec F sous-espace vectoriel
stable par A, et en considérant la réduction par blocs correspondante de
A, on obtient facilement encore des conditions rendant 11 absolument
continue.

Remarque. - Toujours dans le cas où A est constant, lorsque DB (z)
est nulle pour presque tout z, il est encore possible que ~ ait une densité
comme le montrent des exemples classiques. On ne peut plus alors utiliser

Vol. 24, n° 2-1988.



168 J. B. GRAVEREAUX

le calcul de Malliavin. Par contre si A dépend de z, si DA(z) n’est pas
presque par tout nulle et si DB (z) = 0 presque partout, on peut utiliser le
corollaire (1.13).

II. INTÉGRATIONS PAR PARTIES ET OPÉRATEUR CARRÉ DU
CHAMP

Rappelons d’abord le résultat classique suivant qui permet de compren-
dre pourquoi, en calcul de Malliavin, on cherche à établir des « formules
d’intégration par parties » (en général dans des espaces très généraux; ici
dans un cadre relativement simple).

(2.1) PROPOSITION. - v. a. d-dimensionnelle, 03A8 une
v. a. positive P-intégrale. On suppose qu’il existe K > 0 tel que, pour toute
f ~ C1b et pour tout i = 1, 2, ... , d, on ait :

alors la loi de 4Y relativement à la mesure i~ . dP a une densité (par rapport
à la mesure de Lebesgue de 
Ce résultat s’obtient aisément, lorsque d==l, au moyen des fonctions

caractéristiques. ( Voir [9] par exemple.) Dans le cas général on utilise la
théorie des distributions. (Voir [6], [7].)
On utilisera la proposition (2.1) au III ainsi que la « formule d’intégra-

tion par parties » prouvée vers la fin de cette partie [proposition (2.15)].
Pour établir cette formule directement (sans utiliser les résultats de [1] et
[3]), on procède par étapes (très simples).
On considère tout d’abord les familles Ri et R 2 définies par :

(2.3) Ri est l’ensemble des classes de v. a. r. C de la forme:
~ = F (Zi, ... , Z"), avec n E I~I * et F : En -+ R de classe Câ.
Remarques :

1° R, est « stable par [idem : si si et si f : IRm - R
est de classe Cp, c’est-à-dire de classe C‘, avec dérivées partielles à crois-
sance polynomiale, alors f (~) E 

2° On a (si XE !Rd et i=l, 2, ..., d; désignant la
i-ième composante de Xn).
Ce résultat s’obtient facilement, par récurrence sur n et en utilisant le

fait que E est borné et (H.l).

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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En faisant une seule intégration par parties, on obtient :

(zj") désigne la m-ième composante de zi.
Preuve. - Les termes à comparer sont des intégrales multiples en dz~

[(n’ . P) intégrations]. On commence par intégrer par rapport à zj" [avec
les z1 fixés pour (j, ~) 5~ (l, m)].
Notant E(z{:j =F m) l’ouvert de f~ parcouru par la composante zm, on

a, en intégrant par parties sur les compacts de m) et en passant
à la limite :

En effet, il n’y a pas de troisième terme car ( f ~ F). p. G tend vers 0

lorsque tend vers la frontière de E [par (1.3)]. En intégrant alors les
deux membres de (2.6) par rapport aux autres variables z~, on obtient (2.5).

F désigne la différentielle de l’application zi --~ F (zl, ..., zn), identi-
fiée au vecteur ligne correspondant.]
r est une application de dans L ~ ( P); elle est bilinéaire et

symétrique.
Par extension, si et ’~ _ ( ~’)~  m, E ( R 1 )’~ , , on notera

encore r (O, ’l’) la matrice m x m’ (r(C’, m, ; __ m. ,

Vol. 24, n° 2-1988.
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On notera également, si 

U (C) est une matrice symétrique, de type positif.

La somme des termes de droite est plus compliquée; elle s’écrit, au

moyen de l’opérateur carré du champ r et de l’ « opérateur de Malliavin »
L associé à r qui est défini comme suit :

(2.10) DÉFINITION [Opérateur de Malliavin (L, R~)]. - Soit l>eR2, avec
... , Z"). On pose :

[AZI désigne le laplacien de l’application : ..., z~)], (L, R~) est
un opérateur linéaire à valeurs dans L ~ ( P) . Il est facile de voir que c’est

un opérateur de Malliavin au sens de [1] (ou [3]]) et que la restriction de
r à R2 x R2 est son opérateur carré du champ. [Idem que :

r (O, 
Par extension, on notera encore L(C) le vec-

teur colonne (L (~~))~  m.
En explicitant les termes de droite, on obtient :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Preuve. - Notant

et

on obtient, en prenant

dans (2.5).

On somme alors (2.14) en ~== 1, 2, ..., d et m = 1, ... , fl et on obtient
immédiatement (2.13), vues les définitions (2.7) et (2.10).
Remarquons qu’on retrouve, dans la proposition (2.12), la formule 7 de

[3] (avec une condition plus faible sur W et évidemment dans un cadre
très particulier et très simple).

Voici maintenant la « f ormule d’intégration par parties » classique qu’on
peut déduire de (2.12) et qu’on utilisera dans toute la suite.
On note !T 3 (d) l’ensemble des «tableaux T à trois indices » :

(isomorphe à (~8d3). On a le résultat suivant :

(2.15) PROPOSITION. - classe

C; et g: R - R +, de classe C1b, telle que g - a e R et g’ (ce)/ce ~ b ~ R
quand ce - 0. On a alors, pour i = 1 , 2, ... , d :

[det (M) désigne le déterminant de M, I . | une norme quelconque et Il. Il la
norme opérateur].

Vol. 24, n° 2-1988.



172 J. B. GRAVEREAUX

Preuve. - On applique la formule (2.13) et

k : M (d) -+ R de classe Cp. [C’est possible car les composantes de U (~)
sont dans Ri et car R 1 est stable par On obtient :

Considérons maintenant l’ application h de M (d) dans M (d) suivante :

h est de classe C;. On peut donc appliquer la formule (2.18) avec

k (u) = (h (u)~~ i. On obtient alors, en sommant sur j entre 1 et d, la formule
( 2.16) avec :

Comme, lorsque det (u) ~ 0, [C (u) ~
transposée de la matrice des cofacteurs associée à u] et comme

Li et comme est bornée sur les termes

sont majorés en norme par On a de même
d’où l’inégalité (2.17) et la proposi-

tion (2.15).
On a déjà vu, dans la remarque 2°, que : pour tout 

tout n ~ N et tout i = l, ..., d [par (H. l) et car E est bornée]. On peut
donc appliquer la proposition (~.15), On pose :

[Un est définie en ( 1.4)].
Ona alors :
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avec G’ : M (d) x (Rd x ff 3 (d) --~ (~ vérifiant (2.17).

Par suite, on obtient, par récurrence sur n >_ 1, que :

(C’est immédiat si n =1. )
(b) Il suffit d’appliquer le (a) et la proposition (2.15).

Remarque. - On verra au VI que o et (VV~" ~ o vérifient des
équations aux différences aléatoires du même type que ( 1.4) [mais faisant
intervenir (Xi, o à la place de (X~" > o].

III. RÉSULTATS GÉNÉRAUX SUR L’EXISTENCE D’UNE
DENSITÉ POUR 11

On suppose que (H.1) est vérifiée et que la chaîne de Markov (X~)~ ~ o
a une probabilité invariante (non nécessairement unique) 11. [Si 8 -= 0 dans
(H. 1), cela correspond à (H. l) et ( H . 2).] On se place sur (n, F, P) où :

(Xj est une chaine de Markov stationnaire sur ~~ P), de probabilité
invariante 11.

Si, pour (tout) n > 1, |Un|4d-4, |Vn|2 et sont P-intégrables, on
peut intégrer la formule (2.23) par rapport à 11 et on obtient (avec les
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hypothèses sur f et g données en 2.22 (b) pour (tout) n >_ 1 et pour tout
i=1, 2, ..., d :

[par (2.17) et le théorème de Fubini].
Fixons g : vérifiant les conditions données en 2.22 (b) et telle

que l’on ait de plus : > 0 si ex =1 0.

On a tout d’abord le résultat suivant :

(3.4) PROPOSITION. - Si on a (H. l), s’il y a une probabilité invariante r~
et s’il existe no >__ 1 tel que I Un0 I4 d - 4, I Vno I 2 et I W"o I 2 soient P-intégrables
avec de plus Û no P p. s. inversible, alors ~ a une densité.
Remarque. - On verra au IV (resp. : VI) que, sous (H.l) et (H.2),

I Ûn 14 d - 4 est P-intégrable pour tout n >- 1 (resp. : |Vn|2 et sont P-

intégrables pour tout n >_ 1).
Preuve de (3.4). - D’après (3.3) et ( 2.17) on obtient, à cause de la ÎS-

intégrabilité de I Ûno I4 d - 4, 1 Vno 12 et 2, par l’inégalité de Schwarz, et
en prenant f E Cb ( quelconque) :

(3.5) étant vraie pour tout i =1, 2, ... , d, on obtient, par la proposition
(2.1), que la loi de relativement à la probabilité Pno définie par :

a une densité. Comme Û"o est P-p. s.
inversible et comme on a g (a) > 0 si ex 1= 0, Pno est équivalente à P. Donc
la loi de Xno sous P, qui est ~ par définition de P, a une densité.

Introduisons maintenant la condition suivante :

On a alors le théorème suivant qui sera utilisé avec les résultats des IV,
V et VI pour obtenir le théorème ( 1.8).

(3.7) THÉORÈME. - Si on a (H. 1), s’il y a une probabilité invariante ~, si
les conditions (1.6) (i), (ii) et (iii) sont vérifiées et si de plus on a (3.6), alors
~ a une densité.
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D’autre part, (1.6) (i) entraîne tend

quand n --> + oo. On a donc :

pour tout i =1, ... , n et toute f E Cb Donc, par la proposition (2.1),
la loi de X ~ sous P’, où P’ =g a une densité.

D’où le résultat car Û ~ étant P-p. s. inversible > 0 si 0], P’
est équivalente à P et enfin car la loi de X ~ sous P est r~. (Puisque Xn a
la loi 11, pour tout n E ~.)

IV. ÉTUDE DU COMPORTEMENT DE (Xn, Un) QUAND 11 TEND
VERS L’INFINI

On suppose, comme au III, que (H.l) est vérifiée et que la chaîne

(xn~n >_ o admet une probabilité invariante rt. Avec les notations du III,
( 1.4) devient, si on pose,

De (4.2) on déduit un premier résultat, complétant la proposition (3.4) :

(4.3) PROPOSITION. - Si on a (H . 1) et (H . 2), alors I est fi-
intégrable. En particulier ( Un (4 d - 4 est intégrable pour fi.
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Preuve. - On va utiliser les inégalités suivantes, sur A et B définies en
(4.1), qui se déduisent immédiatement de (H. I) :

norme opérateur.)
On fait une récurrence sur n pour obtenir la proposition (4.3). Si n= l,

’ 

ona:

et donc, par (4 . 4), on obtient 1 Un+ 11  K~~ . (I LJn ( + I X" IZ e + 1). D’où le
résultat car Xn a la loi r~, par (H.2) et par l’hypothèse de récurrence.

L’équation (4.2) est une « équation aux différences aléatoires dans le
cas markovien »; on en a une résolution immédiate par une récurrence sur

n. On obtient :

On en déduit le résultat suivant qui sera utilisé pour prouver le résultat
principal de cette partie (théorème 4.10) :
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[Puisque est indépendante de o(Xo, ..., ]
En par

le produit des normes et en conditionnant d’abord par rapport à

a (Xo, ..., la puissance de ce produit, ensuite par rapport
à o(Xo, ... , 2), ... enfin par rapport à 03C3 (Xo, ... , on

obtient :

D’où le résultat par (4.4) (ii) et (H.2).
(4.6) entraîne de manière immédiate que sup . +00; en

particulier on obtient ( 1. 6) (iii).
En vue de prouver ( 1.6) (i), sous les hypothèses (H. I), (H.2) et (H. 3),

on associe à la chaîne de Markov stationnaire (X:n, o sur

(g? F..1 P) une chaîne à valeurs dans (Rd indexée par Z, sur un espace
auxiliaire (Q*, F*, P*), stationnaire, de même probabilité de transition et
admettant 11 x À comme probabilité invariante. (Par le théorème de Kolmo-
gorov. )
On note (X,*, cette nouvelle chaine de Markov. On aura, pour

[On a l’inégalité de gauche car les deux chaînes ont même probabilité de
transition et celle de droite par stationnarité de la chaîne (X,*, Zn + 1 ~n E 7L’ ~

(4.10) THÉORÈME. - Sous (H . 1), (H. 2) et (H. 3), on a (1.6) (i) et (1.6)
(iii) .

Preuve. - On vient de montrer (1.6) (iii) comme conséquence de. la
proposition (4.6). Pour obtenir ( 1.6) (i), on pose :
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Un est la n-ième somme partielle d’une série dont le terme général, premier
terme non compris, a même loi, par (4.9), que :

Par suite, d’après la proposition (4.6), la suite {U,*) est convergente dans

De (4.9) on déduit encore, avec (4.5) et (4.11), que Un a même loi que
U,*, pour tout n >_ 1. Par suite (Ûn)" > 1 converge en loi quand n -+ + oo.

Pour obtenir ( 1.6) (i) on considère le couple 
Notant U~ la limite dans Ll ~d~ (P*) des Un , U,*) converge dans

LI ~d~ (P*), donc en probabilité et aussi en loi vers U~). Or, par (4.9)
avec m = n et par (4.5) et (4.11), on a :

D’où la propriété (1.6) (i).

V. ÉTUDE DE L’INVERSIBILITÉ DE Û ~

(a) Préliminaires

La condition (B) introduite au 1 est équivalente, de manière simple, à
la condition ( B . c) suivante. ( Voir l’Appendice.)
( B . c) Il existe une constante c e]0, 1] ] et un ouvert D’ de vérifiant

11 (D’) > 0, tels que, pour tout xeD’ et pour tout y E (~d - ~0~, on ait :

[La condition plus faible obtenue en remplaçant dans (B. c), pour tout
xeD’ par : pour 11-P. s. tout xeD’, serait suffisante pour l’étude faite du

V (b).] ]
D’autre part, pour obtenir l’unicité de la probabilité invariante, il suffit

de montrer que converge en probabilité vers 0 quand n -+ + o~o,

pour tout couple x, y. En effet, si (p est continue à support compact et

si ~1 et ~2 sont deux probabilités invariantes, on a :
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et on conclut en considérant pour x et y fixés > e}
et son complémentaire. ~

Les hypothèses (H.l) et ( H . 3) vont permettre d’obtenir la propriété
plus forte suivante :

(P) Pour tous x, y e Rd, on a X n - X n --~ 0 quand n -+ + 00.
On démontre (P) en considérant, pour Xo E IRd fixé, l’application

L’hypothèse (H. 1) et une récurrence sur n permettent d’ob-
tenir que, pour tout n >_ 1, appartient à tous les LP (P) (p >_ 1).
On obtient également pour p fixé, que l’application précédente considérée
comme transformation de IRd dans LP (P) rst différentiable en tout point.
Prenant p = 2 (d), le théorème des accroissements finis et l’hypothèse (H. 3)
entraînent l’inégalité (I) suivante :

D’où la propriété (P) par (I) et le lemme de Borel-Cantelli.
On va montrer maintenant la propriété ( P’) suivante qu’on utilisera

au (b).

(P’) Pour tout (Xn) passe P-p. s. une infinité de fois dans tout
ouvert C tel que ~ (C) > 0.

Puisque 11 est probabilité invariante, pour toute partie C de f~8d, on sait
que, pour 11-P. s. tout x E C, Xn passe P-p. s. une infinité de fois dans C.
Si on a 11 (C) > 0, on en déduit qu’il existe un y E f~d tel que (X~) passe P-
p. s. une infinité de fois dans C. Supposant de plus que C est ouvert, on
obtient, au moyen de (P) la propriété ( P’) .

Sur (03A9, F) on notera : Zi, ... , Z") et, pour T un (F’n)-
temps d’arrêt, FT sera définie de la manière habituelle.

Toujours sur (S~, ~ ), on note So = 0 et on pose, pour
k >_ 1 : Sk=inf {/ > avec D’ vérifiant (B. c) (avec la conven-
tion inf 0=+oo). Chaque Sk est un d’arrêt et on a :

P[Sk  + oo] =1 pour tout k >_ 0. [Comme conséquence de (P’)]. On pose
également, pour k >_ 0, Tk = Sk + 1.

(b) On suppose qu’on a (H.l), (H. 2), (H. 3). On va étudier la suite
aléatoire o [rg(M) désigne le rang de M]. Remarquons tout
d’abord que (1.4), la définition (1.7) de C et le passage à (S~, F, P) donnent,
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pour n >_ 1 :

On obtient par suite, si on a (C) :

Rappelons d’autre part le résultat classique suivant : si M et N sont des
matrices symétriques de type positif on a :

On déduit alors de (5.3) et du fait que p est strictement positive :

(5.4) Si on a (B. c), alors, pour k >_ 1 et n >_ k + 1, on a :

D’autre part o est tel que XE D/.] ]
Des résultats précédents on déduit la proposition suivante :

Preuve. - On rappelle qu’on a posé et que Sk est le k-ième
temps de passage dans D’. De ( 5. 2) on déduit que l’espérance conditionnelle
à majorer est égale à la somme sur n >_ k + 1 des probabilités conditionnel-
les suivantes :
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Comme Z~ est indépendante de a (ho, Z1, ..., Zn-l) et a la loi uniforme
sur E, cette dernière espérance conditionnelle s’écrit encore :

D’où le résultat par (5.4).

Remarque. - Lorsqu’on a les hypothèses de la proposition (5.5) et que
c =1 dans ( B . c), on déduit, de manière évidente, de (5.5) que
fi [det ( UTd) ~ 0] =1.

Voici maintenant le résultat principal du V qui se déduira aisément de
la proposition (5.5)

(5.7) THÉORÈME. - Sous (H.l), (H. 2), (H. 3), (B) et (C) la v. a. Û~,
limite en loi des Û", est P-p. s. inversible.

Preuve. - Il suffit de montrer que P[Tk  + oo,  d] - 0 quand
k - + oo (car on a :

Pour le voir on utilise (P’), (4.9), une famille Tk, n de temps aléatoires sur
l’espace auxiliaire et les U,* définis en (4.11) pour étudier

 d]. Voir l’Appendice.)
On va prouver que l’on a :

[ce qui donnera le résultat car ce]0, 1] et donc Ck -1. ( 1- c)k - d + 1 ~ ~
quand k - + oo ].
Pour obtenir (5.8), il suffit de montrer que l’on a, si m = 1, 2, ..., k, si

En effet, si et si d-1, on ne peut avoir

rg(ÛT) > rg(Ûs) qu’en au plus d -1 valeurs de j entre 1 et k et il reste
au moins m = k - d + 1 autres valeurs.

(5.9) se démontre par récurrence sur m (-- k). Si m =1 c’est une consé- -

quence immédiate de (5.6). Le passage de m à m + 1 au moyen de la
formule (5.6) est également immédiat. D’où le théorème (5.7).
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VI. ÉTUDE DE 

On revient provisoirement sur l’espace (Q, F, P). On va montrer tout
d’abord que o et (Wn)" > o sont solutions d’équations aux différences
aléatoires faisant intervenir la chaîne de Markov (Xn, o et la suite

o. On a précisément le résultat suivant :

( 6 .1 ) PROPOSITION. - Notant Y ( 2) n = ~V n, pour ï=l et 2
et n E N, Y (i): s’exprime ainsi :

avec

lA et B sont définis en ( 4.1 ); de plus, si p) (n), A 2. Test

l’élément de ~% 3 (n) suivant :
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Preuve. - Pour obtenir (6.2) dans le cas où i = 1, on utilise l’expression
de V~ obtenue en ..., Z~) dans (2.11), l’expres-
sion de Dzl Fn donnée en (2.24) et l’expression suivante de 0394zl FI consé-
quence de (2.24) :

Lorsque i =1, (6.2) avec les expressions de A 1 et B 1 données par (6.3)
est immédiate pour n=O et n= 1. [Par (2.24) et (6.4).] Pour n >_ 2, on
écrit, toujours par (2.24) et (6.4) pour 1= n :

et donc, par (2.24) et (6.4) pour l  n -1 :

[En utilisant la définition (2.8) et son extension (2.9) de r (~, avec

~-~-Xn.~
D’où le résultat dans le cas où i = 1.
Si i = 2 on utilise l’expression de W: obtenue en prenant 03A6 = Uxn et

dans (2.8) [ou plutôt dans son extension, avec la notation

... , Zn)]~
En plus de (2.25), on aura besoin de l’expression de Dzl Hn (zl, ... , Zn)

qui va suivre.
Rappelons que l’on a :

avec A et B définis en (4.1).

Vol. 24, n° 2-1988.



184 J. B. GRAVEREAUX

On en déduit alors le résultat suivant :

On a et 0, Zi) par

(2.25) et (6.6). Pour n ~ 2, on a, en utilisant encore (2.24) et (6.6) pour
l=n :

et encore, par (2.24) et (6.6) pour l _ n -1 :

ce qui, avec la définition (4.1) de A donne (6.2) avec A2, B2 définis en
(6.3).

Voici maintenant un résultat qui complète la proposition (4.3).

6. 7. PROPOSITION. - Si on a (H . l) et (H. 2), alors Vn I2 et I W" (2 sont
P-intégrables (pour tout n >_ 1).

Preuve. - On va utiliser les inégalités suivantes sur A~ i et B~, qui se
déduisent immédiatement de (H. 1) [et des définitions (4.1) de A et B, (6.3)

On fait alors une récurrence sur n. Lorsque n =1, on a :
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On obtient donc la P-intégrabilité de |V1|2 et |W1|2.
[Par ( 6. 8), ( H . 2) et l’inégalité de Schwarz.] ] .

Supposons maintenant que I ~" ~ 2 et 1 Vin 12 sont P-intégrables. On a, par
(6.2), pour i =: 1 et 2, et en notant Y (i)n (c~, x) = Y (~) :

D’où, en utilisant (6.8) :

On obtient alors, la P-intégrabilité de ~ + 1 I2 pour i =1 et 2.
[Par (Ho. 2), l’inégalité de Schwarz, l’hypothèse de récurrence et la P-

intégrabilité de conséquence de (4.3).]
Les propositions (3.4), (4.3) et (6.7) démontrent le résultat énoncé en

(1.5). Pour obtenir le théorème (1.8) on utilise les théorèmes (3.7), (4.10),
(5.7) et la proposition suivante : .

6 .11. PROPOSITION. - Si (H.l), (H. 2) et (H . 3), alors ~ (3.6) est

vérifiée.

Preuve. - On va montrer, par récurrence 1, que l’on a : .

avec a définie par :

On a (6.12) pour n =1 par la proposition (6.7). Supposons que (6.12)
est vraie à l’ordre n. On a alors, par (6.3) et (6.9) :

( Sur on a pris d’autre part les termes

Un, 112J1/2 sont majorés par L" indépendante de n par
(6.8), car Xn a la loi 11, par (H.2), et car on a montré au IV que

,

n >_ 1

Posant :
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ona:

[Puisque X" est cr (Xo, ..., X n)-mesurable et car Z" + 1 est indépendante
de ce (ho, ..., et de loi uniforme sur E.] ] Par suite, en conditionnant
par rapport à ..., Xn) à l’intérieur des deux espérances de droite
de ( 6.14), on obtient :

[On a appliqué, en plus de (6.16), le fait que Hk (x) _ a2 pour tout x E!Rd
et pour k = 2 et 6.]
On a donc (6.12) pour n + 1.
( 6.12) et (H. 3) entraînent alors (3.6) de manière évidente.

APPENDICE

(a) Équivalence de (B) et de (B. c)

(B. c) entraîne (B) de manière évidente. Il suffit, pour prouver l’implica-
tion inverse, de montrer que, si c (x, y) _ ~, ({z: C (x, z) (y) ~ 0~), alors

(x, y) -+ c (x, y) est semi-continue inférieurement (s. c. i.) en tout point
(x, y). [En effet on utilisera (B) et le caractère s. c. i. sur un compact de
!R2 d de la forme K x avec K compact contenu dans D. On prendra
D’ = K avec K tel que K 5~ 0 et r~ ( K) > 0.] ]

Soient et tels que c (x, y) > 0. On considère un zeE
tel que C (x, z) (y) 7~ 0. (H. l) entraîne qu’il existe un voisinage Vz de x tel
que : det (Dx cp (x’, z)) ~ 0, pour tout x’ Par suite x’ - C (x’, z) est

continue sur V~. D’où en particulier la continuité au point (x, y) de
l’application (x’, y’) - C (x’, z) (y’) (pour le point z considéré). On en
déduit facilement que, pour toute suite (x", yn) tendant vers (x, y), on a :
C (xn, z) (yn) ~ 0 à partir d’un certain rang. Donc :

{z : C (x, z) (y) ~ 0~ c lim inf {z : C (xn, z) (~~) 5~ 0~. Ce qui entraîne, par le

lemme de Fatou, que l’on a : c (x, y) _ lim inf c (xn, y"). D’où le caractère
n+oo

s. c. i. en (x, y) de l’application étudiée (et bien sûr aussi en tout (x, y) tel
que c (x, y) = 0).
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(b) Autre formulation de ( B) et complément

Posons cx= inf c (x, y). L’ensemble 0~ n’est pas forcément
yeSd-1 i

ouvert; (B) exprime que cet ensemble contient un ouvert chargé par 11.
Considérons maintenant la condition (B. b) obtenue en remplaçant dans

(B) le mot ouvert par le mot borélien. (B. b) est plus faible que (B).
On obtient un théorème du même type que ( 1. 8) si on remplace (B) par

(B. b) et si on ajoute l’hypothèse suivante : il existe un entier k >_ 1 tel que
l’application x - E [1F (Xk)] soit continue sur (~d pour tout borélien F de

(Idem : le noyau P~ défini par : F) = E [1F (Xk)] est fortement
fellérien.)
En effet la condition précédente et (P’) entraînent la récurrence au sens

de Harris de la chaîne relativement à 11. Ce qui s’exprime par :

(P") Pour tout (Xn) passe P-p.s. une infinité de fois dans tout
borélien F tel que ~ (F) > 0.

(Car on a, pour tout x ~ Rd et avec a > 0 suffisamment petit et

F borélien tel que 11 (F) > 0 :

On applique alors la méthode du V à partir de (B.b) et (P") et on

obtient l’inversibilité P-p. s. de Û ~. 
’

(c) Démonstration de l’inégalité

Soit n >_ 1. On a tout d’abord, en utilisant (5.2) et (C), l’inégalité
suivante :  d] >_ rg(Ûn)  Jj. D’autre part,
en passant à l’espace auxiliaire introduit à la fin du IV et en utilisant la
famille (Tk, n) de temps aléatoires définis, pour n >- 1 et k >- 0 par :

avec et, pour k >_ 1, > on obtient

l’égalité suivante :

D’autre part, d’après le IV, on a :
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Comme ~Tk n _ n} c {T,*, n + 1 ~ n + 1 ~, on en déduit facilement que :

D’où l’inégalité cherchée par (4.9) et (P’).

[1] K. BITCHELER, J. B. GRAVEREAUX et J. JACOD, Malliavin Calculus for Processes
with Jumps, Gordon and Breach Science Publishers LTD, 1987.

[2] L. BREIMAN, Probability, Addison-Wesley, 1968.
[3] J. B. GRAVEREAUX et J. JACOD, Opérateur de Malliavin sur l’espace de Wiener-

Poisson, C.R. Acad. Sci. Paris, t. 300, série I, n° 3, 1985.
[4] A. K. GRINTSEVICIUS, On the Continuity of a Sum of Dependent Variables

Connected with Independent Walks on Lines, Theory Prob. Appl., vol. 19,
1974, p. 163 à 168.

[5] E. LE PAGE, Théorèmes de renouvellement pour les produits de matrices
aléatoires. Équations aux différences aléatoires, Séminaire de Probabilités,
Rennes-I, 1983.

[6] P. MALLIAVIN, Stochastic Calculus of Variations and Hypoelliptic Operators,
Proc. Int. 1. Conf. on Stoch. Diff. Equa. Kyoto, 1976, p. 195 à 263, New York,
Wiley, 1978.

[7] L. SCHWARTZ, Théorie des distributions, Hermann, Paris, 1966.
[8] W. VERVAAT, On a Stochastic Difference Equation and Representation of Non-

Negative Infinitely Divisible Random Variables, Adv. Appl. Prob., vol. 11,
1979, p. 750 à 783.

[9] M. ZAKAI, The Malliavin Calculus, Acta Applicandae Math., vol. 3-2, 1985,
p. 175 à 207.

(Manuscrit reçu le 16 juin 1986)
(révisé le 9 octobre 1987.)

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques

RÉFÉRENCES


