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REsUME. — On considére une chaine de Markov d-dimensionnelle
admettant une probabilité invariante m et on donne, en utilisant une
forme simple du calcul de Malliavin, des conditions entrainant I’absolue
continuité de n relativement a la mesure de Lebesque de R°.

Mots clés : Calcul de Malliavin, chaine de Markov, processus markovien de sauts,
équations aux différences aléatoires.

ABSTRACT. — We consider a Markov chain with state space R? and
which have an invariant probability | and we stay, by a simple utilisation
of Malliavin calculus, sufficient conditions of absolute continuity for n.

I. INTRODUCTION

On consideére, sur un espace de probabilité (2, F, P), une suite (Z,), » ,
de v. a. indépendantes a valeurs dans E, ouvert borné de RP, de méme loi
uniforme sur E.

Classification A.M.S. : 60 J 10, 60 G 30.
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160 J. B. GRAVEREAUX

On suppose, pour simplifier que A (E) =1, ot A est la mesure de Lebesgue
sur E. Soit également ¢: R? x E —» R’ mesurable.

A (Z,), > , et ¢ on associe la chaine de Markov (X}), » o, 4 valeurs dans

R?, définie par :
X3=x
(L.1) et,pourn > 1,
X: = (P(X:— 1 Zn)

Il s’agit de la forme la plus générale de chaine de Markov, a valeurs
dans R?, a probabilité de transition stationnaire.

On notera D ¢ (resp.: D, o) la différentielle de 'application partielle
x = @(x, z) [resp.: z > ¢ (x, 2)].

On définit de la méme maniére D2, ¢, D2, ¢, D22 ¢ et D2 ¢.

On fait les hypothéses (H.1) et (H.2) suivantes :

(H.1) o est de classe C* sur R?xE, D, ¢ et D22 ¢ sont bornées et, de
plus, il existe 8 > 0 et K > 0, telles que: | D, ¢ (x, z)| S K (1+|x[9),
|IDZo(x, 2)| SK(1+|x]) et |D2 o (x, 2)| SK(1+|x|%.

(H.2) La chaine de Markov (X}), > o admet une probabilité invariante
1, et de plus, pour la valeur 0 introduite dans (H.1), on a:

J | x[*1@97 (dx) < + o0, ou l(dy=max (4, 4d—4).
[

(H.2) signifie encore qu’il existe une probabilité n sur (R? B(RY) telle
que Pon ait :

[ J S (o (x, 2)) A (dz)n (dx)= Ldf (x)n (dx),
E

1.2
(1.2 pour toute fonction f: R? - R, continue bornée,

et de plus avec un moment d’ordre 2 1(d).0 si 8 > 0, et pas de condition
supplémentaire lorsque 6=0.

On va donner, au moyen du calcul de Malliavin, des conditions qui,
rajoutées a (H.1) et (H.2), entraineront que 1 a une densité (relativement
2 la mesure de Lebesgue de RY).

On fixe une fois pour toutes une fonction p telle que :

p: E—10, oo, declasseC;,
(1.3) avec
p(z) — 0 quand z tend vers la frontiére de E,
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CALCUL DE MALLIAVIN 161

et on associe, a la chaine (X3), » o, le processus (U}), » o suivant, a valeurs
dans I'espace M (d), des matrices d x d (réelles) symétriques de type positif :

Uz=0

et, pourn = 1,

(1.4)
Ur=D,0(X;_1, Z)U;_; (D, o(X;_\, Z))"

+p(Z)D, 9 (X;_1, Z)(D, ¢(X;-,, Z,)"

(AT désigne la transposée de A).

On verra, au paragraphe II, qu’on peut associer 4 la suite (Z,), > , un
opérateur de Malliavin L (au sens de [1], chapitre IV) tel que, si I" est
'opérateur carré du champ associé a L, le terme U @9 de la matrice U*
ne soit autre que I'(X*% X*J). Toujours au Il on obtient directement,
sans utiliser les résultats de [1] et par des intégrations par parties simples
dans R, des formules classiques de calcul de Malliavin (par exemple la
formule (7) de [3)).

Dans toute la suite on se place sur 'espace (&, F, P), ou O=QxR?,
F=F®B(R% et ou P=P®n.

Notant X, (o, x)=X¥(0) et U,(0, x)=U>(w), on verra (aux
paragraphes III et IV) que 'on a la proposition suivante :

(1.5) ProposiTioN. — Sous (H.1) et (H.2) et si de plus il existe ny = 1,
tel que fJ,,O soit P-p. 5. inversible, 1 a une densité.

Remarques :

1° Si, pour n x A-presque tout (x, z), on a: det (D, ¢) (D, ¢)" (x, z)] # 0,
alors par (1.4), U, est P-p. s. inversible.

2° Casoud=2, p=1.

D, ¢ (x, z) est un vecteur colonne a deux composantes et on a :

det[(D, ¢) (D, 9)"(x, z)]=0, pour tous les couples (x, z).

La condition du 1° n’est donc pas réalisée. On donnera plus loin une
condition simple entrainant que U, est P-p. s. inversible.

3° On voit facilement que la condition Uy, P-p.s. inversible exprime
que n,.B = d et que le rang de la différentielle de I'application de R"o-?
dans R*: (zy, ..., z,))—> X% est d en presque tout point. (On a une
«submersion ».) Ce qui entraine 'existence d’une densité pour la loi de
X [et qui donne une autre méthode pour obtenir (1.5)].

Vol. 24, n° 2-1988.



162 J. B. GRAVEREAUX

On verra, au paragraphe III, que si on a:

0 X, U)X, 0.)
avec U, telle que :
(1.6) (ii) Pldet(U,) # 0]=1
(iii) Sl>lp1 El|T,][*** < + co.

" et avec une condition supplémentaire d’intégrabilité du méme type que
(1.6) (iii) faisant intervenir deux processus auxiliaires, on obtient encore
I’existence d’une densité pour n [théoréme (3.7)].

Voici maintenant, les conditions (H.3), (B) et (C) qui vont intervenir
dans le théoréme principal de cet article (notation (B) en référence a la
condition correspondante de [1]).

(H.3) sup | ||D,o(x, 2)|[*'®X\(dz)<1, avec||.|: norme opérateur,
xeRIJE

et si on pose:

(D)™ (x, 2)(D, ) (x, 2)(D, )" (x, 2) (D, 9) " T (x, 2)
1.7 C(x, 2)= si det(D, 0 (x, z)) #0

0 sinon.
(B) s’écrit, en notant S,_, la sphére unité centrée en 0 de R*:
(B) 1l existe un ouvert D de R? vérifiant (D) > 0 et tel que, pour tout
xeD et pour tout yeS,_,, on ait:
L({z: C(x, 2)(y) # 0}) > 0.

Enfin (C) s’écrit :

(C) On a det (D,¢(x, z)) # 0, pour n-presque tout xeR? et pour A-
presque tout ze€E.

(1.8) THEOREME. — Sous les conditions (H.1), (H.2), (H.3), (B) et (C)
la probabilité n a une densité et il n’y a pas d autre probabilité invariante.

(H.1), (H.2) et (H. 3) entrainent (1.6) (i) et (iii) et la condition supplé-
mentaire non énoncée (voir les paragraphes IV et VI); il suffirait d’ailleurs
de (H.1), (H.2) et de la condition (H’.3) suivante [bien plus faible que
(H. 3)] pour obtenir (1.6) (i) :

(H'.3) J‘ f Log(|| D, ¢ (%, 2)|) n (dx) A (dz) <O.
r4 JE
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CALCUL DE MALLIAVIN 163

On verra au paragraphe V que (H. 1), (H. 2) et (H. 3) entrainent Iunicité
de la probabilité invariante et qu’en rajoutant (B) et (C) aux hypothéses
(H.i), i=1,2,3, on obtient (1.6) (ii). On aura ainsi prouvé le
théoréme (1.8). .

Remarques :

4° (B) est intéressante essentiellement lorsque d > 1; elle exprime que n
charge un ensemble ouvert de x pour lequel C(x, z) n’est « pas trop
dégénérée » lorsque z appartient a des ensembles éventuellement petits,
dépendants de x et de y, dont la mesure est strictement positive. La matrice
C(x, z) et les conditions (B) et (C) interviennent de maniére trés simple
au V dans la comparaison de rg(U,) et de rg(U,_,) [rg(M) signifie rang
de M]. [Voir le début du V (a) et ’appendice pour des conditions équivalen-
tes a (B).]

5° Le théoréme (1.8) est encore vrai si on remplace (B) par la condition
plus générale (B.0) qui suit dans laquelle C,(x, z,, ..., z;) désigne la
matrice obtenue en remplagant dans (1.7) z par (z,, ..., z), C par C, et
les dérivées partielles de ¢ par celles de ¢, définie par :

(pl (x’ Zl)=(P(X, zl)
et, pour l > 1,
G (X 245 oo 2)=Q (@ (X, 245 « - o5 Z11)s Z)).

(B.0) 1l existe un ouvert D de R? vérifiant (D) > 0 et un entier I > 1
tels que, pour tout xeD et pour tout yeS,_,, on ait :

AM{zy oo, 2): Ci(x, 2y, ..., 2) () #0}) > 0.

6° Cas oud=1.
La condition (B) se réduit évidemment a la condition (B.1) suivante :

(B.1) 11 existe un ouvert D de R? vérifiant (D) > 0 et tel que, pour
tout xeD, on ait :

A({z: C(x, z) #0}) > 0.

[ou encore a la condition équivalente obtenue en remplagant, dans (B.1),
C(x, z) par D, ¢(x, 2)(D, 9 (x, 2))"].

7° Dans le cas général on note encore (B.1) la condition obtenue en
remplagant C(x, z) par det(C (x, z)) dans ce qui précéde. Lorsque d > 1,
(B.1) est plus forte que (B) et on a vu dans la remarque 2 un cas ou (B.1)
ne peut étre réalisée. Dans tous les cas il est facile de déduire (1.6) (ii) de
(B.1), (C), (H.1), (H.2) et (H'. 3). [La encore on a une condition équivalente
a (B.1) si (D, ¢ (x, 2))(D, ¢ (x, z))' remplace C(x, z).]

Vol. 24, n° 2-1988.



164 J. B. GRAVEREAUX

8° Retour au cas d=2, p=1.
On a dé¢ja vu que det (C(x, z))=0 pour tout (x, z).
La condition (B.2) suivante est, lorsque d=2 et B=1, plus forte que la

condition obtenue en remplagant dans (B) le mot ouvert par le mot
borélien.

(B.2) Pour n-presque tout xe R? I'image de la mesure de Lebesgue sur
E, par 'application z — C (x, z), ne charge aucun ensemble de matrices de
la forme C={a.M: a = 0}, ot M est une matrice dégénérée.

[(B.2) est équivalente ici 4 la condition suivante : pour n-p.s. tout xe R?
et pour tout yeS,_, A({z: C(x,z)(») #0})=1; en particulier on a
det(D, @ (x, z)) # 0, pour A x n-presque tout (x, z).]

(B.2) entraine, de manié¢re immédiate, que P[rg(T,)=1]=1.

On va voir que (B.2) entraine que U, est P-p.s. inversible, ce qui
donnera, si on a aussi (H.1) et (H.2), que 1 a une densité. [Par (1.5).]

U,(®) est, pour P-p.s. tout ®, inversible en méme temps que:
U, (@) +(p(Z,).C(X,, Z,))(®) par (1.4), (1.7) et car D, @ (x, z) est inversi-
ble pour mxA-presque tout (x,z). En conditionnant par rapport a
Xo=x, Z,=2z, on est ramené 4 une somme M+p(Z,).C(X,, Z,), avec
M déterministe de rang 1.

(B.2) entraine alors que la loi conditionnelle de U, +p(Z,).C(X,, Z,),
sachant X,=x, Z, =z, est concentrée sur 'ensemble des matrices inversi-
bles (car il s’agit de matrices 2 x 2 symétriques.) D’ou aussi :

1=P[det(T,+p(Z,).C(X,, Z,)) # 0]=P[det (T,) # 0]).

Applications

1° Processus markoviens de sauts.
On considére un processus markovien de saut (Y,), » o 4 valeurs dans
R solution d’une équation stochastique de la forme :

(1.9) YE=x+(c(YX) * ),

avec ¢: R*xE - R% E ouvert borné de RP et p mesure de Poisson sur
R* xE de compensateur: v(dtxdz)=dtx\(dz). On supposera encore
pour simplifier que A(E)=1.

On associe a ¢ 'application ¢: R? x E — R? suivante :
(1.10) o(x, 2)=x+c(x, 2)

et on suppose que ¢ vérifie (H.1).

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



CALCUL DE MALLIAVIN 165

On fait I'hypothése (H’2) suivante :

(H2) Le processus de Markov (Y7), > o a une probabilité invariante n,
et pour la valeur 0 introduite dans (H.1), on a:

J | x|*1@-® 7 (dx) < + 0.
IRd

[on rappelle que I(d)=max (4, 4d—4)].
On a alors le résultat suivant :

(1.11) CoroLLAIRE. — Sous (H.1), (H".2), (H.3), (B) et (C) N a une densité
et il W’y a pas d’autre probabilité invariante.

Pour obtenir ce corollaire, a partir du théoréme (1.8), il suffit d’associer
a (Y), » o la chaine de Markov (X3), » o définie par: Xg=x et X7=Yj,
ou (T,), > , est la famille des temps de saut de p; n introduite dans (H"2)
est alors aussi probabilité invariante pour la chaine (X}),», et on a le
résultat par (1.8).

Remarquons, pour terminer, que la condition (B) introduite ici est un
peu du méme type que I'hypothése (B) de [1] lue dans le cas ou il n’y a
pas de partie brownienne et plusieurs mesures de Poisson (associées a des
directions); les ensembles de mesure strictement positives remplacent ici
les ensembles de mesure infinie de (B) de [1] et on ne demande plus
Pinversibilité d’une certaine matrice sur un tel ensemble mais une condition
plus faible portant sur le noyau de cette matrice.

2° Equations aux différences aléatoires.

On considére le cas particulier de (1.1) ou ¢ est de la forme :

(1.12) ¢ (x, )=A(9).x+B(2)
avec A:E—-> M(d), B: E— R?et A, B mesurables.

[M (d) désigne I'espace des matrices d x d a coefficients réels).
(1.1) s’écrit alors :
X5=x
(L.1) et, pourn =1,
X;=A(Z,).X;_,+B(Z).

(1.1") est une « équation aux différences aléatoires » et il s’agit du cas
ou il y a indépendance: la suite de v.a., a valeurs dans M (d) x R?,
(A(Z,), B(Z,), » , est formée de termes indépendants (et de méme loi). Il
s’agit d’ailleurs, dans (1.1’), de la forme la plus générale d’une telle équation
aux différences avec termes indépendants de méme loi.

Vol. 24, n° 2-1988.



166 J. B. GRAVEREAUX

(Pour une étude détaillée de (1.1°) lorsque d=1, voir [4] et [8]; voir [5]
par exemple pour le cas général.)

Introduisons ’hypothése (H’.1) suivante :
(H.1) A et B sont de classe C* sur E, avec dérivées partielles premiéres
et secondes bornées.

Remarquons que, comme E est borné, (H'.1) entraine que A et B sont
bornées (on a donc A, B de classe C2).

(1.12) et (H'.1) entrainent qu’on a (H.1) avec =1, de maniére évidente.
D’autre part, la condition (H.3), dans le cas considéré ici, s’écrit :

(H”.3) J |A@|*'®.L(dz) <1 (norme opérateur).
E

On montre facilement que (H".1) et (H”.3) entrainent (H.2) et 'unicité
de n. (Comme dans [5], chapitre 3, on associe a (XY), o une série de

v. a. d-dimensionnelles convergente ici dans L?'®(P) et on en déduit que
X? converge en loi, quand n - oo, vers une v.a. X, dont la loi 1 vérifie

J | x|*'®.n (dx) < + 0. En considérant XX — X9, on obtient, avec (H".3),
Rd
que X; converge aussi en loi, quand n — oo, vers X . D’ou le résultat.)

[Ne sont intervenus que (H”.3) et la condition B bornée. Pour I'unicité
on écrit: ' (f)=n"P,(f) et on applique le théoréme de convergence
dominée, d’ou n’(f)=n(f), pour toute f continue bornée; on a noté
P, (x, dy) la loi de X}.]

La condition (B) devient ici :
(B’) 1l existe un ouvert D de R? vérifiant n (D) > 0 tel que, pour tout
xeD et pour tout yeS,_,, on ait :

A({z: det(A (2)) # 0 et C(x, 2)(y) # 0}) > 0,
avec

C(x, z2)=A (z) " L.(DA (z2) x+DB(z)) (DA (z) x+DB(2))".A(z) "' ™.
La condition (C) devient ici :
(C) det(A (2)) # 0 pour A-presque tout zeE.

On peut alors énoncer le corollaire de (1.8) suivant :

(1.13) CoroLLAIRE. — Si ¢ vérifie (1.12) et si on a (H'. 1), (H".3), (B)
et (C), alors la chaine (X}), > o a une probabilité invariante M et une seule
et M a une densité.
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CALCUL DE MALLIAVIN 167

[Cest une conséquence immédiate de ce qui précéde et de (1.8).]

Remarquons qu’il est prouvé dans [4] et lorsque d=1 que si ¢ vérifie
(1.12), si la chaine a une probabilité invariante et si de plus on a:
det(A (2)) # 0, pour A-presque tout z, alors n a une loi de type pur (i.e.:
loi qui est soit atomique, soit absolument continue, soit diffuse et étrangére
a la mesure de Lebesgue).

Lorsque A ou B ne dépend pas de z, on a évidlemment une expression
plus simple de (B’).

Cas ou A ne dépend pas de z

(H".3) sécrit : ||A|| < 1. Les conditions (H'".1) et: ||A|| <1 assurent
donc P’existence d’une probabilité invariante ayant des moments de tous
ordres et, par la remarque 1° et la proposition (1.5), on obtient si on a de
plus : det((DB)(DB)"(z)) # 0 pour A-presque tout z, que U, est P-p.s.
inversible et donc que 1 a une densité.

(B’) est équivalente ici a :

(B”) A est inversible et I'on a,
pour tout yeS,_,;: A({z: DB(z) DB(2)" (») # 0}) > 0.

et (B”) entraine (C).
On a alors :

(1.14) CoroLLAIRE. — Si @ vérifie (1.12) avec A matrice constante, si
|A|| < 1 (norme opérateur), si B est de classe C} et si on a (B”), alors il y
a une probabilité invariante et une seule | ayant des moments de tous ordres
et absolument continue (par rapport a la mesure de Lebesgue de R?).

C’est une application immeédiate du corollaire (1.13) et du fait que
A =Cte.

Remarquons que I'hypothése ||A || < 1 signifie que les valeurs propres
A de A (réelles ou complexes) sont telles que |A| < 1.

Lorsque A n’est pas inversible et est non nulle, il existe p entier > 1 tel
que R? se décompose en: R?‘=(Ker A?) @ F avec F sous-espace vectoriel
stable par A, et en considérant la réduction par blocs correspondante de
A, on obtient facilement encore des conditions rendant T absolument
continue.

Remarque. — Toujours dans le cas ou A est constant, lorsque DB (z)
est nulle pour presque tout z, il est encore possible que 1 ait une densité
comme le montrent des exemples classiques. On ne peut plus alors utiliser

Vol. 24, n° 2-1988.



168 J. B. GRAVEREAUX

le calcul de Malliavin. Par contre si A dépend de z, si DA (z) n’est pas

presque par tout nulle et si DB (z)=0 presque partout, on peut utiliser le
corollaire (1.13).

II. INTEGRATIONS PAR PARTIES ET OPERATEUR CARRE DU
CHAMP

Rappelons d’abord le résultat classique suivant qui permet de compren-
dre pourquoi, en calcul de Malliavin, on cherche a établir des « formules
d’intégration par parties » (en général dans des espaces trés généraux; ici
dans un cadre relativement simple).

(2.1) ProrosITION. — Soient ®=(®"); . , une v. a. d-dimensionnelle, ¥ une
v. a. positive P-intégrale. On suppose qu’il existe K > 0 tel que, pour toute
feCl et pour touti=1,2, ..., d, on ait :

2.2) |E[(9f/ox") (@). ¥]| S K. || f ||

alors la loi de ® relativement a la mesure ¥ .dP a une densité (par rapport
a la mesure de Lebesgue de RY).

Ce résultat s’obtient aisément, lorsque d=1, au moyen des fonctions
caractéristiques. (Voir [9] par exemple.) Dans le cas général on utilise la
théorie des distributions. (Voir [6], [7].)

On utilisera la proposition (2.1) au III ainsi que la « formule d’intégra-
tion par parties » prouvée vers la fin de cette partie [proposition (2.15)].
Pour établir cette formule directement (sans utiliser les résultats de [1] et
[3]), on procéde par étapes (trés simples).

On considére tout d’abord les familles R, et R, définies par :

(2.3) R; est I'ensemble des classes de v.a.r. ® de la forme:
®=F(Z,, ..., Z,), avec neN* et F: E" - R de classe C.
Remarques :

1° R, est « stable par C; » [idem : simeN* si ®e(R)™etsi f: R" >R
est de classe Ci,, c’est-a-dire de classe C', avec dérivées partielles & crois-
sance polynomiale, alors f(®)eR].

2° On a X*'eR, (si neN* xeRleti=1,2, ..., d; X* désignant la
i-iéme composante de X7).

Ce résultat s’obtient facilement, par récurrence sur n et en utilisant le
fait que E est borné et (H.1).
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En faisant une seule intégration par parties, on obtient :

(2.4) ProposiTioN. — Soit ®=(®Y), ; ,€(R,)%, avec ¥'=F(Z,, ..., Z),
soit @R, avec ®=p(Z) G(Z,, ..., Z,), ou 1 1< n < n', soit m avec
1 £m £ B, soit enfin f: R - R, de classe C;, on a alors :

d
(2.5) E[( Y (9fox’) (®) (OF/0z") (Zy, . . ., z,,)e]
i=1
= —E[f(®).{0p/0z")(Z).G(Z,, . .., Z,)
+p(Z) (0G/oz7) (Zy, - . -, Z..')}:I-

(z") désigne la m-iéme composante de z,.

Preuve. — Les termes d comparer sont des intégrales multiples en dz}
[(n".B) intégrations]. On commence par intégrer par rapport a z[" [avec
les 2! fixés pour (j, k) # (I, m)].

Notant E(z]: j # m) I'ouvert de R parcouru par la composante z", on
a, en intégrant par parties sur les compacts de E(z]: j # m) et en passant
a la limite :

26 | (@).(f*F)p.G.dz
E(z{:j*m)

=_j  (f*F).0(p.G/oz])dap.
E@{:j#m)

En effet, il n’y a pas de troisiéme terme car (foF). p.G tend vers 0
lorsque z, tend vers la frontiére de E [par (1.3)]. En intégrant alors les
deux membres de (2.6) par rapport aux autres variables zf, on obtient (2.5).

(2.7) DeriniTioN (Opérateur carré du champ I'). — Soient ®, ¥eR,,
avec ®=F(Z,, ..., Z) et y=G(Z,, ..., Z,); on pose:
min (n, n’)
(28) r((b, \I‘) = Z p(Zl) Dle(Zl’ “eey Zn)'(Dz,G(Zl’ ey Zn'))T
=1

[D,, F désigne la différentielle de I'application z, > F (z,, . . ., z,), identi-
fiée au vecteur ligne correspondant.]

I" est une application de R; xR, dans L_(P); elle est bilinéaire et
symétrique.

Par extension, si ®=(®), . ,,e(R,)™ et ¥=(¥),; <, €(R,)™, on notera
encore I'(®, W) la matrice m x m’ (' (&, ¥/))

ismjsm
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On notera également, si ®e(R,)™:
(2.9) U(®)=I (D, D).

U (®) est une matrice symétrique, de type positif.

On va appliquer (2.5) avec @=0, ,,=p(Z).(0F/oz/)(Z,, ..., Z,). 'Y,
ou j=12,...,4d, Fi(Z,, ..., Z,)=®€eR, et avec
Y=H(Z,, ..., Z,)eR,; et ISn<n; en sommant sur I(=1,2, ..., n)
et m(=1, 2, ..., B), on obtient, comme somme des termes de gauche et,
par (2.8) :

d
E[( Y. (afox’) (®).T (¥, Q’)).‘I’].
i=1

La somme des termes de droite est plus compliquée; elle s’écrit, au
moyen de I'opérateur carré du champ I' et de I’ « opérateur de Malliavin »
L associé a I' qui est défini comme suit :

(2.10) DeriNITION [Opérateur de Malliavin (L, R,)]. — Soit ®eR,, avec
®=F(Z,, ..., Z,). On pose:

211) L(@=12) [p(Z)A,F(Z,, ..., Z,)

=1

+sz(zl) Dle(Zl’ st Zn))T]

[A,, désigne le laplacien de 'application: z;, - F(zy, .. ., z,)], (L, R;) est
un opérateur linéaire a valeurs dans L (P). Il est facile de voir que c’est
un opérateur de Malliavin au sens de [1] (ou [3]]) et que la restriction de
I' & R,xR, est son opérateur carr¢ du champ. [Idem que:
e, ¥)=L(®.¥)—-®.LY-¥Y.L®, pour &, YeR,.)

Par extension, pour ®=(®), . ,€(R,)", on notera encore L(®) le vec-
teur colonne (L(®Y); < -

En explicitant les termes de droite, on obtient :

(2.12) PrOPOSITION. — Soient ®=(®), . ;e(R,)*, YeR, et f: R' >R de
classe C;. On a alors, pour j=1, ..., d:

(2.13) E[( (8f10x’) (®). T (¥, mi)).\y]
= —E[f(0).{2¥.L& +T (¥, ®)}].
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Preuve. — Notant

®=F((Z, ...,Z) [avec F e CZ (E")]
et
Y=H(Z, ...,Z) [avec HeCl(E")]

on obtient, en prenant

0=0,,=p(Z)(0F/oz)(Z,, ..., Z,). ¥
dans (2.5).
(2.14) E[( Y. (8f]ox") (@) (0F [0z (Z,, . . ., Z,)

i=1
x p(Z) OF /02" (Z,, . . ., z,g).w]

=—E[f(®).{Y.(0p/0z)(Z) (0F/0z]) (Z,, ..., Z,)
+p(Z)(*F0z)) (Zy, .. ., Z,)
+p(Z)(OF[0z)(Zy, - - ., Z,)(OH[Oz)(Zy, - . ., Z,)].

On somme alors (2.14) en I=1,2, ..., det m=1, ..., B et on obtient
immeédiatement (2.13), vues les définitions (2.7) et (2.10).

Remarquons qu’on retrouve, dans la proposition (2.12), la formule 7 de
[3] (avec une condition plus faible sur ¥ et évidemment dans un cadre
trés particulier et trés simple).

Voici maintenant la « formule d’intégration par parties » classique qu’on
peut déduire de (2.12) et qu’on utilisera dans toute la suite.

On note J ;(d) l'ensemble des «tableaux T a trois indices»:
T=(t; ; 1)i j x < « (isomorphe a IR"3). On a le résultat suivant :

(2.15) ProposiTION. — Soient ®=(®'), < ,€(R,)%, f: R* > R, de classe
C, et g: R— R*, de classe C;, telle que g (0)/a* > acR et g’ (a)/a > beR
quand o.— 0. On a alors, pour i=1,2, ..., d:

(2.16) E[0f/ox' (D). g (det (U (d)))]
=E[f(@).G'(U(®), L(®), [ (U(D), D))]
avec G': M(d) x R x 7 5 (d) - R, vérifiant :
(2.17) |G (w, v, w)| SLL+| a2 o] +|u?9 2. |w])
[det(M) désigne le déterminant de M, | . | une norme quelconque et || . ” la

norme opérateur].
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Preuve. — On applique la formule (2.13) avec ¥=k(U(®)) et
k: M(d) - R de classe Cll,. [Cest possible car les composantes de U (D)
sont dans R, et car R, est stable par CJ.] On obtient :

d
(2.18) E[( ) (0f/ax'")(<l>).U(d))"'"')>.k(U(<D)):|
= —E[f(<1>)-{2k(U(<I>))L(<I>")

d
+ Y (9k/ouP 1) P(U (D)*9, cpi)}].

p,q=1
Considérons maintenant I'application & de M (d) dans M (d) suivante :

(2.19) h(u)z{g(d‘“(u))u‘1 si det(u) #0
. 0 sinon

h est de classe C,. On peut donc appliquer la formule (2.18) avec

k (u)=(h 1)y \. On obtient alors, en sommant sur j entre 1 et d, la formule
(2.16) avec:

d d
(220) G'(u, v, wy=—Y [Z(h(u))j"'.v"+ Y. (oK ouP ) (u). w> “'f].
j=1 p,q=1

Comme, lorsque det(u) # 0, h(u)=(g(det(u))/det (). C(w)" [C(u)=
transposée de la matrice des cofacteurs associée a u] et comme
|ICwW|| SL,||u]|*"* et comme g(a)/o est bornée sur R—{0}, les termes
2h(u)"'.v' sont majorés en norme par L,.||u* *.|¢/|. On a de méme
|(8R"[ouP ) (u)| < Ly (1+||u|[*?~%), d’ou Iinégalité (2.17) et la proposi-
tion (2.15).

On a déja vu, dans la remarque 2°, que: X*‘eR,, pour tout xeR?
tout neN et tout i=1, ..., d [par (H.1) et car E est bornée]. On peut
donc appliquer & ®=X7 la proposition (2.15). On pose :

(2.21) V¥=L(X}) et Wi=TI" (U, X3).
[UZ est définie en (1.4)].
On a alors :

(2.22) PrOPOSITION. — (@) On a: U(X¥) =U? (pour neN et xeR%;
(b) et si f: R>R, de classe C., g: R* >R, de classe C;, avec
g(@/a?—>aeRet g (x)/a—>beR, quand a > 0:

(2.23)  E[(9fox") (X}) g (det (Up)I=E[f (X}). G (U3, V5, W]
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avec G': M (d) x R? x 7 5 (d) - R vérifiant (2.17).
Preuve. — (a) Si on pose X;=F;(Z,, ..., Z,),ona:
D, Fi(?=D,o(x, 2)
et, pour n = 2,
(2.29) D, @(Fi_y(zys - s Zy=1)s Z0)
D, Fi(zy, ..., z)={ xD, Fi_1(zy, ..., 2,-¢) si ISn—1
D,o(Fi_,(z4 -5 Zy-1), 2,) Si l=n.

Par suite, on obtient, par récurrence sur n = 1, que:

Us=Y p(Z)(D,F;)(D,F)'(Zy, ..., Z)=U(X}).
=1
(Cest immeédiat si n=1.)
(b) 11 suffit d’appliquer le (a) et la proposition (2.15).
Remarque. — On verra au VI que (V}), >, et (W}), o vérifient des
équations aux différences aléatoires du méme type que (1.4) [mais faisant
intervenir (X7, Uy), > o & la place de (X}), » ol

III. RESULTATS GENERAUX SUR L’EXISTENCE D’UNE
DENSITE POUR 7

On suppose que (H.1) est vérifiée et que la chaine de Markov (X}), > o
a une probabilité invariante (non nécessairement unique) n. [Si 6=0 dans
(H.1), cela correspond a (H. 1) et (H.2).] On se place sur ({, IE“, P) ou:
Q=0xR, F=F®B(R%
3.1 et
P (do x dx) =P (dw) x 1 (dx).
On note :
{ X, (@ x)=X;(@), U, 9=U;@)
(3.2) -
Vn (0, x)= V:((!)), Wn ((D, JC) = w:(m)
(X,) est une chaine de Markov stationnaire sur (§, F, B), de probabilité
invariante 1.
Si, pour (tout) n 2 1, [0, [**7% |V |?> et |W,|* sont P-intégrables, on
peut intégrer la formule (2.23) par rapport 4 1 et on obtient (avec les
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hypothéses sur f et g données en 2.22 (b) pour (tout) n = 1 et pour tout
i=1,2 ...,d:

(3.3) El(affox) (X, g(det(T)]=E[f(X,).G'(T,, V,, W,)]
[par (2.17) et le théoréme de Fubini].

Fixons g: R —» R™* vérifiant les conditions données en 2.22 (b) et telle
que I’on ait de plus: g(o) > 0 si o # 0.

(Par exemple : g(a)___{ exp(—1/a?) si o # 0)

0 sinon.

On a tout d’abord le résultat suivant :

(3.4) ProposiTiON. — Si on a (H.1), s’il y a une probabilité invariante m
et s'il existe ny 2 1 tel que | U, |*¢7%, |V, | et | W, |* soient P-intégrables
avec de plus U, P-p.s. inversible, alors n a une densité.

Remarque. — On verra au IV (resp.: VI) que, sous (H.1) et (H.2),
|0, [*4~* est P-intégrable pour tout n > 1 (resp.: | V,|*> et |W,|* sont P-
intégrables pour tout n > 1).

Preuve de (3.4). — D’aprés (3.3) et (2.17) on obtient, 4 cause de la P-
intégrabilité de | U, [**7%, |V, |* et | W, |°, par 'inégalité de Schwarz, et
en prenant f € C} (quelconque) :

(3.5 |EL(@ffox) (X, - g (det (T, )| < K, || f ||

(3.5) étant vraie pour tout i=1, 2, ..., d, on obtient, par la proposition
(2.1), que la loi de X, , relativement 4 la probabilitt P, définie par:
B,, (do) =g (det (U, (®). P(dw)), a une densité. Comme U, est P-p.s.
inversible et comme on a g(a) > 0si a0 #0, 13,.0 est équivalente a P. Donc
la loi de X, sous P, qui est n par définition de P, a une densité.

Introduisons maintenant la condition suivante :
(3.6) Sup E(|(V,, W) |») <+ 0.

nz1

On a alors le théoréme suivant qui sera utilisé avec les résultats des IV,

V et VI pour obtenir le théoréme (1.8).

(3.7) TueoriME. — Si on a (H. 1), s’il y a une probabilité invariante n, si
les conditions (1.6) (i), (ii) et (iii) sont vérifiées et si de plus on a (3.6), alors
T a une densité.

Preuve. — De (3.3), (2.17), (1.6) (iii) et (3.6), on déduit que:
(3.8) |E[(affox') (X,). g (det (TN < K'.| f|lo»  pour tout n > 1.
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D’autre part, (1.6) (i) entraine que: E[(df/0x")(X,).g(det(T,))] tend
vers E[(df/0x") (X)) g(det(T,))], quand n — + 0. On a donc:

(3.9 |E[(0f/0x") (X,,) g (det (T )| S K. || f [|oos

pour tout i=1, ..., n et toute f € C{ (R%. Donc, par la proposition (2.1),
la loi de X sous P, ou P'(dw)=g (det(U (0)).P(do), a une densité.
D’ou le résultat car U étant P-p.s. inversible [et g(a) > 0 si a # 0], P’

est équivalente a P et enfin car la loi de X sous P est n. (Puisque X, a
la loi n, pour tout neN.)

IV. ETUDE DU COMPORTEMENT DE (X,, U,) QUAND n TEND
VERS L’INFINI

On suppose, comme au III, que (H.1) est vérifiée et que la chaine
(X3 > o admet une probabilité invariante n. Avec les notations du III,
(1.4) devient, si on pose,

AGD- D (x, 2)=(D, ) (x, 2)(D, 9} (x, 2
(4.1) et
B(x, 2)=p(z) (D, 9)(D, 9)" (x, z)
U,=0
(4.2) et, pour n = 1,
ﬁ"=A (Xn—l, Zn) ﬁn—l +B(Xn— 1> Zn)

[Si Me # (d), AM est la matrice N suivante :

d
Nii= ¥ AGH 6D Mk z]_
k 1=1

De (4.2) on déduit un premier résultat, complétant la proposition (3.4) :

(4.3) ProposITION. — Si on a (H.1) et (H.2), alors |U,|'® est P-
intégrable. En particulier | U,|**~* est intégrable pour P.
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Preuve. — On va utiliser les inégalités suivantes, sur A et B définies en
(4.1), qui se déduisent immédiatement de (H.1) :

6)] |A G, 2)|| <K~
(4.9 et
(i) |B(x, 2)| <K”(1+|x|*®) (pour tout xeR? et tout ze E).

(|- ||: norme opérateur.)

On fait une récurrence sur n pour obtenir la proposition (4.3). Si n=1,
ona:

U,(0, x)=B(x, Z;(w)) et |B(x, Z,)| SK"(1+]|x[**).
Donc | U, '@ est P-intégrable par (H.2).
Si |U,|'® est P-intégrable, on a alors, par (4.2) :
|ﬁn+l | é ”A(X", Zn+1)||'lfjn +lB(Xn’ Zn+l)|

et donc, par (4.4), on obtient |U,,,| <K”.(|0,|+|X,[>*+1). D’ou le
résultat car X, a la loi m, par (H.2) et par ’hypothése de récurrence.
L’équation (4.2) est une « équation aux différences aléatoires dans le

cas markovien »; on en a une résolution immeédiate par une récurrence sur
n. On obtient :

Go=0’ fI1=B(Xo, Zy),
et, pour n = 2
(4.5) . - -1
U,=BX,_,Z)+ Y AX,_.,Z)x ...
k=1

X A(Xn—k’ Z, y+1) B(Xn~k— 15 Zy_p)-

On en déduit le résultat suivant qui sera utilisé pour prouver le résultat
principal de cette partie (théoréme 4.10) :

(4.6) ProrosiTiION. — Si on a (H.1), (H.2) et (H.3), alors il existe
L > 0 et a€l0, 1] tels que, pour k et n vérifiant 1 <k <n—1:

@7 ElAK, 0 Z). . Ayp Zysa ) BRyk i Zd [ 9IS L

Preuve. — Posons H (x)= j D, (x, 2)||*'@. A (dz) et a= sup H(x).
E xeRY

a, par (H.3): a< 1. D’autre part, par (4.1), on a, pour

, «..,n—1:

1
48) E(”‘A()’-{n—l’ Zn—l+1)”l(d)/0-()?05 R Xn—l)) é H(Xn—l)‘

-~

—_~
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[Puisque Z,_,,, est indépendante de o(X,, ..., X,_).]

En majorant ||A(X,_1, Z).. .A(X -0 Z,_4 1) B(R,_i_1» Z,_)) || par
le produit des normes et en conditionnant d’abord par rapport a
oXp ..., X, _ 1) la puissance ! (d)-iéme de ce produit, ensuite par rapport
a o(Xp ..., X,_,), ... enfin par rapport a oXp ..., X,_), on
obtient :

E[”A(Xn—l’ Zn) . 'A(Xn—k’ Zn—k+1)B(Xn—k-—1’ Zn—k) Ill(d)]
<d. E[” B(xn—k—l’ Zn—k)”l(d)]'

D’ou le résultat par (4.4) (ii) et (H.2).
(4.6) entraine de maniére immédiate que sup E[|| T,|'®] < +o0; en
n=1

particulier on obtient (1.6) (iii).

En vue de prouver (1.6) (i), sous les hypothéses (H. 1) (H.2) et (H.3),
on associe 4 la chaine de Markov stationnaire (X,, Z,, ), >0 Sur
(Q F, P) une chaine a valeurs dans R? indexée par Z, sur un espace
auxiliaire (Q*, F*, P*), stationnaire, de méme probabilité de transition et
admettant n x A comme probabilité invariante. (Par le théoréme de Kolmo-
gorov.)

On note (X5, Zx, ), .z cette nouvelle chaine de Markov. On aura, pour
meN, neZ:

(4.9 g((xb Zl+1)0 §l§m)=$((xl*? Zt*+1 o SlSm)
_g((xl n Zl*—n+1)0 <1z m)-

[On a T'inégalité de gauche car les deux chaines ont méme probabilité de
transition et celle de droite par stationnarité de la chaine (X*, Z¥, Onez]

(4.10) TuEorEME. — Sous (H.1), (H.2) et (H.3), on a (1.6) (i) et (1.6)
(iii).

Preuve. — On vient de montrer (1.6) (iii) comme conséquence de: la
proposition (4.6). Pour obtenir (1.6) (i), on pose :

B(X*,, Z¥) si n=1
et, pour n = 2,
(4.11) n!
Ur=B(X*,ZH+ Y A(X*,, ZHx. ..
k=1

X A(X*,, Z*, . ) B(X*,_,, Z*).
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Uy est la n-iéme somme partielle d’une série dont le terme général, premier
terme non compris, a méme loi, par (4.9), que:

A (Xn- 1 Zn) .. LA (in—k’ Zn—k+ 1) B(Xn—k—l’ Zn—k)'

Par suite, d’aprés la proposition (4.6), la suite (U¥*) est convergente dans
L} (d)(P”‘).

De (4.9) on déduit encore, avec (4.5) et (4.11), que U, a méme loi que
U¥, pour tout n > 1. Par suite (T)), > 1 converge en loi quand n — + .

Pour obtenir (1.6) (i) on considére le couple (X%, U*).

Notant U¥ la limite dans L'®(P*) des U¥*, (X% U*) converge dans
L'®@(P*), donc en probabilité et aussi en loi vers (X¥, U*). Or, par (4.9)
avec m=n et par (4.5) et (4.11), on a:

(4.12) Z((X$, U=2(X, T,).

D’ou la propriété (1.6) (i).

V. ETUDE DE L’INVERSIBILITE DE U

(a) Préliminaires

La condition (B) introduite au I est équivalente, de maniére simple, a
la condition (B. ¢) suivante. (Voir I’Appendice.)
(B.c) 1l existe une constante ce]0, 1] et un ouvert D’ de R? vérifiant
n(D’) > 0, tels que, pour tout xe D’ et pour tout ye R*—{0}, on ait :
A{z: C(x, 2)(») #0}) = c.

[La condition plus faible obtenue en remplagant dans (B.c), pour tout
xeD’ par: pour n-p.s. tout xeD’, serait suffisante pour I’étude faite du
V(b).]

D’autre part, pour obtenir I'unicité de la probabilité invariante, il suffit
de montrer que X} —X? converge en probabilité vers 0 quand n — + oo,

pour tout couple x, y. [En effet, si @ est continue & support compact et

si ), et n, sont deux probabilités invariantes, on a:

Tll((P)—nz((P):HE [0 (X3) — o (XDINn, (dx) ® N, (dy)
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et on conclut en considérant pour x et y fixés 'ensemble {|X*—X?|> €}
et son complémentaire.]

Les hypothéses (H.1) et (H.3) vont permettre d’obtenir la propriété
plus forte suivante :

P-p.s.
(P) Pour tous x, yeR?, on a X*—X? =50 quand n — + oo.

On démontre (P) en considérant, pour x,eR? fixé, I'application
x = X¥—X%Xo, L’hypothése (H. 1) et une récurrence sur n permettent d’ob-
tenir que, pour tout n = 1, X¥—X>o appartient a tous les L*(P) (p = 1).
On obtient également pour p fixé, que I'application précédente considérée
comme transformation de R? dans L?(P) rst différentiable en tout point.
Prenant p=21(d), le théoréme des accroissements finis et I’hypothése (H. 3)
entrainent I'inégalité (I) suivante :

E[| X:—X}'9) < 8" |x—y|*'® >0, quand n—+o0

D avecd = sup JHD,Jp(x, 2)||*'@ .\ (dz) [< 1 par (H.3)].

xeRd

D’ou la propriété (P) par (I) et le lemme de Borel-Cantelli.
On va montrer maintenant la propriété¢ (P’) suivante qu’on utilisera
au (b).

(P) Pour tout xeR? (XX) passe P-p.s. une infinité de fois dans tout
ouvert C tel que n(C) > 0.

Puisque m est probabilité invariante, pour toute partie C de R? on sait
que, pour n-p.s. tout xeC, X7 passe P-p.s. une infinité de fois dans C.
Si on a n(C) > 0, on en déduit qu’il existe un y e R? tel que (X?) passe P-
p.s. une infinité de fois dans C. Supposant de plus que C est ouvert, on
obtient, au moyen de (P) la propriété (P).

Sur (Q, #) on notera: #,=0(Xy, Z,, ..., Z,) et, pour T un (F))-
temps d’arrét, &, sera définie de la maniére habituelle.

Toujours sur (), #), on note S,=0 et on pose, pour
k21:S,=inf {I>S,_,: X,eD’}, avec D’ vérifiant (B. c) (avec la conven-
tion inf ¥=+o00). Chaque S, est un (& ,)-temps d’arrét et on a:
P[S, < +]=1 pour tout k = 0. [Comme conséquence de (P)]. On pose
également, pour k 2 0, T, =S, + 1.

(b) On suppose quon a (H.1), (H.2), (H.3). On va étudier la suite
aléatoire (rg(ﬁTk)),, > o [1g(M) désigne le rang de M]. Remarquons tout
d’abord que (1.4), la définition (1.7) de C et le passage a (3, F, P) donnent,
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pourn=1:

(51) ﬁn—1+p(zn)'c(in—l’ Zn)

O si det(Dx(p(Xn—l’ Zn))=0

n—1

U
—{ (Dx(P(Xn—I’ Zn))_l‘Un(Dx(p(Xn—l, Zn))—l,T sinon

On obtient par suite, si on a (C) :
rg(fjn)~ = rg(ﬁ,,_ 1 + p(Zn) C(Xn—l, Zn)) g rg(ijru—l)
P-p.s.

P

(5.2)
(pour tout n > 1)
Rappelons d’autre part le résultat classique suivant : si M et N sont des

matrices symétriques de type positif on a:
(5.3) rg(M+N)=rg(M) < Ker(M) < Ker(N).

On déduit alors de (5.3) et du fait que p est strictement positive :
(54) Siona(B.c),alors,pourk=>1letn=>k+1,0na:
A({z: rg(ﬁn—1+ p(2)C(X,-,, 2)

=rg(ﬁn—1)})' Lisy=n—1,rg Opp < S (1—o). Lisy=n—1, rg (Up—1) < dy*
[En effet, pour o fixé tel que Ker(U,_,(®)) # {0}, on a, si on note

M=0U,_,(0) et x=X,_, (®):
{z: Ker(M) =« Ker(C(x, z2))}= N {z: C(x, 2)(»)=0}.
y e Ker (M)

D’autre part o est tel que xeD’.]
Des résultats précédents on déduit la proposition suivante :

(5.5) PROPOSITION. "— Sous les hypothéses (B.c) et (C) [en plus de (H. 1),

(H.2) et (H.3)], on a, pour tout k > 1:

(5.6) P[S, <+ oo, rg(Uy) =18(0s) < d/F )]
=< (1 —C). l(Sk <+ o0, rg (Gsk) < d}

P-p.s.

Preuve. — On rappelle qu’on a posé T, =S,+1 et que S, est le k-iéme
temps de passage dans D’. De (5.2) on déduit que I’espérance conditionnelle
a majorer est égale a la somme sur n = k + 1 des probabilités conditionnel-

les suivantes :
i')[Sk=n_1’ rg(ﬁn—-l'i-p(zn)'c(xn—l, Zn))=rg(ﬁn—l) < d/ﬁn—l]'
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Comme Z, est indépendante de o (X, Z,, ..., Z,_,) et a la loi uniforme
sur E, cette derniére espérance conditionnelle s’écrit encore :

}\,({Z : rg(ﬁn— 1 + p (Z)C (Xn— 1 Z))=I'g(ﬁ"_ 1)})‘1(Sk=n— 1, rg (ﬁn_l) < dj*
D’ou le résultat par (5.4).

Remarque. — Lorsqu’on a les hypothéses de la proposition (5.5) et que
c¢=1 dans (B.c), on déduit, de maniére évidente, de (5.5) que
P[det(T;) # 0]=1.

Voici maintenant le résultat principal du V qui se déduira aisément de
la proposition (5.5)

(5.7) TueorEME. — Sous (H.1), (H.2), (H.3), (B) et (C) la v.a. U,
limite en loi des U,, est P-p. s. inversible.

Preuve. — 1l suffit de montrer que P[T, < + o, rg(ﬁn) < d] - 0 quand
k—>+4+oo (carona:

Pldet(U,) =01=Plrg(T,) < d] < BIT, < + 0, 1g(Ty,) < d].

Pour le voir on utilise (P'), (4.9), une famille T} , de temps aléatoires sur
I'espace auxiliaire et les UX* définis en (4.11) pour étudier
PIT, <n g (ﬁn) < d). Voir I’Appendice.)

On va prouver que I'on a:

(58) P[T, <+o0, rg(Uy) <d] S CI 1 (1 —c)f 9! (pour k> d—1etk #0)

[ce qui donnera le résultat car ce]0, 1] et donc Ci™ 1. (1—c)*"9*1 50
quand k — + o).

Pour obtenir (5.8), il suffit de montrer que I'on a, sim=1, 2, ..., k, si
onal0=sl,<lL<...<l,Zk-1:

(5.9 P[S,, <+oo, rg(Oy,)
=rg(ﬁs,l), cees rg(ﬁ'r,m) =rg(ﬁs,m) <d|=(1—o)™

En effet, si T, <+oo et si 1g(Uy)=<d—1, on ne peut avoir
rg (Ur,) > rg(stj) qu'en au plus d—1 valeurs de j entre 1 et k et il reste
au moins m=k —d+1 autres valeurs.

(5.9) se démontre par récurrence sur m (< k). Si m=1 c’est une consé-
quence immédiate de (5.6). Le passage de m 4 m+1 au moyen de la
formule (5.6) est également immédiat. D’ou le théoréme (5.7).
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VI. ETUDE DE (V)), ET (W,),

On revient provisoirement sur I'espace (Q, F, P). On va montrer tout
d’abord que (V7), » o €t (W}), » o sont solutions d’équations aux différences
aléatoires faisant intervenir la chaine de Markov (X7, U}), s o et la suite
(Z,)n > o- On a précisement le résultat suivant :

(6.1) ProposiTiON. — Notant Y (1);=V; et Y (2);=W53, pour i=1 et 2
et neN, Y (i)} s’exprime ainsi :

Y (i)5=0
(6.2 et, pour n > 1,
Y@r=AX3-1 Z). Y (D51 +Bi(X5-1, Up_ 1, Z7)

n—1s
avec
A, (x,2)=D,0(x, 2)
ALRRGm D (x 2)=(D, @) (x, 2).(D, @) ™ (%, 2) (D, @)*? (x, 2)
B, (x, 4, 2)=1/2[p(2) A, 9 (x, 2)
(6.3)
+Dp(2) (D, 0 (x, 2))1+1/2D2 @ (x, z).u

B, (%, u, 2)=(D, A (x, 2)u+D,B(x, 2)).u.(D,9)"(x, 2)

+p (@) (DA (x, 2)u+D,B(x, 2)).(D, 9)" (x, 2).

[A et B sont définis en (4.1); de plus, si T=(iy, €T 3(n), A,. T est

Pélément de T 5 (n) suivant :

Ay ) p= 3 AGIBGmD ¢ ,,].

I,m,p=1
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Preuve. — Pour obtenir (6.2) dans le cas ou i=1, on utilise 'expression
de V; obtenue en prenant ®=X;=F3(Z,, ..., Z,) dans (2.11), expres-
sion de D, F; donnée en (2.24) et I'expression suivante de A, F, consé-

zZ1'n

quence de (2.24) :
A Fi(@D=A.0(x 2)
et, pour n = 2,
Dx(p(F:—l(zD MR ] Zn—l)’ zn)Ale:—l

(6.4) (Zl, veey Zn—l)

+Dx2(p(F:—l (Zl, S ] Zn—l)’ zn)

X(Dzl F:—l)(Dzl Fﬁ— I)T (Zla LIS zn—l)
sil<n-—1et
Az(p(Fi—l (zl’ et Zn-l)’ zn) si I=n.

A F, Gy, ..o, 2)=

Lorsque i=1, (6.2) avec les expressions de A, et B, données par (6.3)
est immeédiate pour n=0 et n=1. [Par (2.24) et (6.4).] Pour n =2, on
écrit, toujours par (2.24) et (6.4) pour I=n:

n—1

Vi=1/2 ) [p(Z)A,F5(Z,, ..., Z)+D,p(Z)(D,FX(Z,, ..., Z)"]
1=1

+12[p(Z,) A, 0(X3-1, Z,)+Dp(Z,) (D, ¢(X;_ 1, Z,)"]
et donc, par (2.24) et (6.4) pour [ S n—1:
Vi=A(X5-1, Z) Vi +B (X5, Us_y, Z,).

[En utilisant la définition (2.8) et son extension (2.9) de I" (®, ¥), avec
P=¥Y=XX]

D’ou le résultat dans le cas ou i=1.

Si i=2 on utilise I'expression de W} obtenue en prenant ®=U* et
¥=X; dans (2.8) [ou plutét dans son extension, avec la notation
Us=H;(Z,, ..., Z)).

En plus de (2.25), on aura besoin de I'expression de D, H;(z,, ..., z,)
qui va suivre.

Rappelons que 'on a:

(6.5 et, pour n 2 1,
Ui=AX3-1, Z)U;_ +B(X;_y, Z,),

n—1s

avec A et B définis en (4.1).
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On en déduit alors le résultat suivant :
D.Hi(2)=D.B(x, 2)

et, pour n = 1,

AFS_1@y - s 2e-0), 2) D HE (24, -0 20y)

+D, A(Fi-1(zy - - o5 Z5-1), Z4)
xHy 1z o s 2y )DL K1 (Eys oo 20-0)

D, H,(, ..., z)= +D,B(Fi_,(zy, -, Zyy)s Z) DL Fi 2y - ooy Z,y)

sil<n—1,et

D A(F,_ 1y sz 0) 2 Ha o (2gs oo s 24 y)

\ +D,B(Fi_1 (24, - -5 Zy—1)s Zn) si l=n.

On a W§=0 et Wi=p(Z,)D,H}(Z,)D,F,(Z,)=B,(x, 0, Z,) par
(2.25) et (6.6). Pour n =2, on a, en utilisant encore (2.24) et (6.6) pour

l=n:
n—1

Wi= 2 [p(Z)D,H;(Z,y, ..., Z,)D,F;(Z,, ..., Z,)]
I=1

+p(Z,)(D,A(X;-1, Z) U;_ +D,B(X;_,, Z,)) (D, )" (X1, Z,)
et encore, par (2.24) et (6.6) pour [ <n—1:
Wi=A(X;_1, Z). Wi (D, 0) (X;_1, Z) +B, (X5, Us_1, Z,)

n—1>

ce qui, avec la définition (4.1) de A donne (6.2) avec A,, B, définis en
(6.3).
Voici maintenant un résultat qui compléte la proposition (4.3).

6.7. ProposiTioN. — Si on a (H.1) et (H.2), alors | V,|* et |W,|* sont
P-intégrables (pour tout n = 1).

Preuve. — On va utiliser les inégalités suivantes sur A; et B, qui se
déduisent immédiatement de (H. 1) [et des définitions (4.1) de A et B, (6.3)
de A; et B].

”Ai(xa Z)” é L
(6.8) et

‘ By G, w, 2)|| S L. (1+|x P+ u])

IByGx, u, 2)|| S L7 (14| x PO+ +| x> ||u |+ u].

On fait alors une récurrence sur n. Lorsque n=1, on a:

Y (i)} (w)=B;(x, 0, Z, (®)) (pour i=1 et 2).
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On obtient donc la P-intégrabilité de |V, |> et | W, |
[Par (6.8), (H.2) et I'inégalité de Schwarz.]
Supposons maintenant que |V, |2 et |W,|? sont P-intégrables. On a, par

(6.2), pour i=1et 2, et en notant Y (1),, (®, x)=Y (@)F (0):
(69) |Y/\(’i)n+1 = n+1) ”|§‘(l);|+"Bt(Xm ﬁm Zn+1)“'

D’ou, en utilisant (6.8) :

n

L'(Y(Q),|+|X,P+]0,p si i=1,
L'(|YQ,|+|X. P+ +]| XN T+ T sioi=2

On obtient alors, la P-intégrabilité de |Y (Dn+1 |* pour i=1cet 2.

[Par (H.2), l'inégalité de Schwarz, 'hypothése de récurrence et la P-
intégrabilité de “ 0, ||2, conséquence de (4.3).]

Les propositions (3.4), (4.3) et (6.7) démontrent le résultat énoncé en
(1.5). Pour obtenir le théoréme (1.8) on utilise les théorémes (3.7), (4.10),
(5.7) et la proposition suivante :

(6.10) |?(T),+1|g{

6.11. PROPOSITION. — Si on a (H.1), (H.2) et (H.3), alors (3.6) est
vérifiée.
Preuve. — On va montrer, par récurrence sur n = 1, que 'on a :
6.12) [E[|(V, W 1> <L"(1+a+...+o"*!) pourtoutn 21,
avec o définie par :
(6.13) = sup (J”D o (x, 2)||°. k(dz))
xeR?

On a (6.12) pour n=1 par la proposition (6.7). Supposons que (6.12)
est vraie a I'ordre n. On a alors, par (6.3) et (6.9) :

(6'14) E[l (vn+ 15 Wn+l) |2]1/2 =< E[”Dx(p()"{m Zn+1) ”2 |V"|2]1/z
+E[||Dx(p(in, Z,.1) ”6_|W"|2]1/2+L//.

(Sur R*xJ ;(d) on a pris |(v, w)|=|v|+|w|; d’autre part les termes
E[|B;(X,, U,, Z,,,)||"1"/* sont majorés par L” indépendante de n par
(6.8), car X, a la loi m, par (H.2), et car on a montré au IV que

sup E[|| T, < +0.)
n=1

Posant :

(6.15) H, (x)=f D o, 2)|[.A(dz) (pour k=2 et 6),
E
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ona:
(616) E(”Dx(p(xm Zn+ 1)”’(/0-(5(0’ LEURE] )‘Zn)) § Hk(xn)'

[Puisque X, est o(X,, ..., X,)-mesurable et car Z,,, est indépendante
de o(Xy, ..., X,) et de loi uniforme sur E.] Par suite, en conditionnant

par rapport & o(X,, ..., X,) a Pintérieur des deux espérances de droite
de (6.14), on obtient :

(617) E[(vn+ 1> Wn+1) |2]1/2 é L//+u'E[(l(vm Wn) |2]1/2.

[On a appliqué, en plus de (6.16), le fait que H, (x) £ o pour tout xe R?
et pour k=2 et 6.]

On a donc (6.12) pour n+1.

(6.12) et (H. 3) entralnent alors (3.6) de maniére évidente.

APPENDICE

(a) Equivalence de (B) et de (B.c)

(B. c) entraine (B) de maniére évidente. Il suffit, pour prouver 'implica-
tion inverse, de montrer que, si c(x, y)=A ({z: C(x, z) (y) # 0}), alors
(x, ¥) > c(x, y) est semi-continue inférieurement (s.c.i.) en tout point
(x, ). [En effet on utilisera (B) et le caractére s.c.i. sur un compact de
R24 de la forme K x S,_,, avec K compact contenu dans D. On prendra
D’=K avec K tel que K # ¥ et n(K) > 0.]

Soient xeR? et ye R*—{0} tels que c(x, y) > 0. On considére un zeE
tel que C(x, z) (») # 0. (H. 1) entralne qu’il existe un voisinage V, de x tel
que: det(D, o (x’, z)) #0, pour tout x’eV,. Par suite x' > C(x’, z) est
continue sur V,. D’ou en particulier la continuité au point (x, y) de
l'application (x’, ") - C(x’, z)(y") (pour le point z considéré). On en
déduit facilement que, pour toute suite (x,, y,) tendant vers (x, y), on a:
C(x, 2)(y,) #0 a partir d’un certain rang. Donc:
{z: C(x, 2)(¥) # 0} = lim inf {z: C(x,, z)(y,) # 0}. Ce qui entraine, par le

n—>+o

lemme de Fatou, que I'on a: ¢(x, y) < lim inf ¢ (x,, y,). D’ou le caractére

n—+o
s.c.i. en (x, y) de l'application étudiée (et bien sir aussi en tout (x, y) tel
que c(x, y)=0).
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(b) Autre formulation de (B) et complément
Posons c,= inf c(x, y). L’ensemble {x: c, > 0} n’est pas forcément
yeSi—1
ouvert; (B) exprime que cet ensemble contient un ouvert chargé par n.

Considérons maintenant la condition (B. b) obtenue en remplagant dans
(B) le mot ouvert par le mot borélien. (B. b) est plus faible que (B).

On obtient un théoréme du méme type que (1.8) si on remplace (B) par
(B.b) et si on ajoute ’hypothése suivante : il existe un entier k=1 tel que
Iapplication x — E[1z(X?)] soit continue sur R? pour tout borélien F de
R% (Idem : le noyau P* défini par: P*(x, F)=E[1(X})] est fortement
fellérien.)

En effet la condition précédente et (P’) entrainent la récurrence au sens
de Harris de la chaine relativement a . Ce qui s’exprime par :

(P”) Pour tout xeR? (X}) passe P-p.s. une infinit¢ de fois dans tout
borélien F tel que n(F) > 0.

(Car on a, pour tout xeR? et avec a>0 suffisamment petit et
F borélien tel que n(F)>0:

Y P(x, )=} P'(x /)

n2k+1 nz1

2(1/a) 3, P"(x, {f>a})=+o0, o f(.)=P*(., F))

n=1

On applique alors la méthode du V a partir de (B.b) et (P’) et on
obtient l'inversibilité¢ P-p.s. de U,.

(c) Démonstration de P'inégalité
Plrg(0,) <d <P[T, <+ oo, l'g(ﬁ'rk) <d]
Soit n = 1. On a tout d’abord, en htilisant (5.2) et (C), linégalité
suivante: P[T, <n, rg(Uy,) <d] 2 P[T, < n, rg(0,) <d]. D’autre part,

en passant a I’espace auxiliaire introduit a la fin du IV et en utilisant la
famille (T} ,) de temps aléatoires définis, pour n = 1 et k = 0 par:

TF =Sk, +1

avec S§ ,=0et, pour k = 1, S§ ,=inf {I > S}_, ,: X*,,,€D’}, on obtient
I’égalité suivante :

P[T, < n, 1g(0,) <d]=P*[T}, < n, rg(U}) <d].
D’autre part, d’aprées le IV, on a :

P*[T¥ , <n, rg(U}) <d] 2 P*[T¢ , < n, rg(U%) <d].
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Comme {T}, < n} = {T§ ,,; < n+1}, on en déduit facilement que :

P[T, <+, rg(Oy) <d] 2 P*[(lim ~ {T¥, < n}) N {rg(U%) <d].

D’ou I'inégalité cherchée par (4.9) et (P).

REFERENCES

[1] K. BrrcHELER, J. B. GRAVEREAUX et J. Jacop, Malliavin Calculus for Processes
with Jumps, Gordon and Breach Science Publishers LTD, 1987.

[2] L. BremMAN, Probability, Addison-Wesley, 1968.

[3] J. B. Gravereaux et J. Jacop, Opérateur de Malliavin sur I’espace de Wiener-
Poisson, C.R. Acad. Sci. Paris, t. 300, série I, n° 3, 1985.

[4] A. K. Grintsevicius, On the Continuity of a Sum of Dependent Variables
Connected with Independent Walks on Lines, Theory Prob. Appl., vol. 19,
1974, p. 163 a 168.

[5] E. Le Pack, Théorémes de renouvellement pour les produits de matrices
aléatoires. Equations aux différences aléatoires, Séminaire de Probabilités,
Rennes-I, 1983.

[6] P. MaLLiaviN, Stochastic Calculus of Variations and Hypoelliptic Operators,
Proc. Int. 1. Conf. on Stoch. Diff. Equa. Kyoto, 1976, p. 195 4 263, New York,
Wiley, 1978.

[71 L. Scuwartz, Théorie des distributions, Hermann, Paris, 1966.

[8] W. VErvaAT, On a Stochastic Difference Equation and Representation of Non-
Negative Infinitely Divisible Random Variables, Adv. Appl. Prob., vol. 11,
1979, p. 750 a 783.

[9] M. Zakai, The Malliavin Calculus, Acta Applicandae Math., vol. 3-2, 1985,
p. 175 a 207.

(Manuscrit regu le 16 juin 1986)
(révisé le 9 octobre 1987.)

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



