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" REsuME. — On montre que les théorémes limites classiques du calcul
des probabilités restent valables dans le cadre de I'indépendance généralisée
qui est présente dans les difféomorphismes d’Anosov.

Mots clés : Chaine de Markov, difféomorphisme d’Anosov, théoréme limite local.

ABSTRACT. — We show that the classical limit theorems of probability
theory remain valid in the setting of Anosov diffeomorphisms.

Key words : Markov chains, Anosov diffeomorphisms, local limit theorem.

On montre ici que les théorémes limites classiques du calcul des probabi-
lités restent valables dans le cadre d’une indépendance généralisée telle
que celle qui apparait dans les difféomorphismes hyperboliques d’Anosov
ou plus généralement les systémes de Smale [15]. On établit ainsi le
théoréme central limite avec reste, le théoréme limite local, le théoréme de
renouvellement. La méthode utilisée consiste 4 se ramener, a ’aide d’'une
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74 Y. GUIVARCH ET J. HARDY

partition markovienne au cas des sous-shifts, puis d’établir des théorémes
limites pour des chaines de Markov convenables sur un espace produit et
enfin d’en déduire les résultats correspondants pour les sous-shifts. Ces
théorémes limites pour des chaines de Markov ont été énoncés en [6] et
appliqués aux produits de matrices aléatoires. Ils reposent sur un théoréme
spectral dont I'idée est due a Doeblin et Fortet [4].

Ce théoréme a été utilisé de maniére analogue en [10] et [14] et on donne
ici un exposé général de ces techniques; ce faisant, pour des raisons de
clarté on a été amené a justifier divers résultats classiques relatifs en
particulier aux sous-shifts.

Comme application du théoréme de renouvellement on justifie la pro-
priété de mélange pour une classe générale de flots spéciaux. De plus les
estimations du théoréme limite local permettant par exemple d’étudier
ergodicité de transformations fibrées (par R* ou Z%) au-dessus d’un
difféomorphisme d’Anosov (a paraitre). Ces estimations ont également des
applications en théorie ergodique ou elles permettent de construire une
classe générale de flots différentiables possédant la propriété K mais non
celle de Bernoulli.

A. UNE CLASSE DE CHAINES DE MARKOV

I. Définitions

On considére un espace métrique compact X, un noyau markovien sur
X noté P(x, dy), une fonction lipchitzienne sur X x X notée f (x, y). Sous
certaines hypothéses relatives essentiellement au noyau P on établit des
théorémes limites précis relatifs aux sommes ergodiques le long d’une
trajectoire (x,) de la chaine :

n—1

S, (@)= Z S (X X4 1)- 1)
k=0

Le noyau P et la fonction f seront fixés dans la suite.
On notera C(X) ou L (X) respectivement les espaces de fonctions conti-
nues ou lipchitziennes. On normera L (X) par :

ol =lel+ || @]l
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DIFFEOMORPHISMES D’ANOSOV 75

ou
[Pl=Sup[|e(x) =0 |/d(x, )], | ¢|le=Sup|e)|.

DerFINiTION 0. — On dira qu’un opérateur linéaire borné Q de C(X)
dans lui-méme vérifie la condition (F) si :

(a) les puissances Q" de Q sont bornées;

(b) il existe des constantes positives p<1, te N*, C>0 telles que :

VoeL(X), [Q¢I<p[¢]+C| @[

Ces conditions permettent d’établir [11] le théoréme suivant :

TrEOREME (Ionescu-Tulcea, Marinescu). — Supposons que I'opérateur
linéaire Q satisfasse la condition F de la définition précédente et considérons
son spectre sur L(X). Les valeurs spectrales de module 1 sont isolées, en
nombre fini. Les sous-espaces caractéristiques correspondants sont égaux
aux sous-espaces propres et de dimension finie.

DEFINITION 1. — On dira que le noyau markovien P(x, dy) sur X est
irréductible si la condition

Po=e"’p[0eR, peL(X)]impliquee’®=1, ¢@=Cte.

En particulier si P vérifie la condition F et est irréductible, la valeur
propre 1 est simple et il existe une unique probabilité P-invariante v telle
que :

VoeL(X), lim|P"o—v(e)| =0.

’
On désignera par S le support de v; c’est le plus petit fermé de X qui
soit P-invariant. Ces propriétés découlent, comme dans le cas d’un espace
X fini, des propriétés spectrales résultant de la condition F et seront
supposées valables dans cette partie A.
La donnée de f (x, y) permet de définir une nouvelle chaine sur X x R de
noyau P : le point (x, ) est transformé en v, t+f (x, ¥)] avec probabilité

P(x, dy). Les trajectoires de cette chaine partant de (x, 0) s’écrivent (x,, S,)
n—1

avec S,= Y f (X Xx+1), Xo=X. On est amené dans I’étude de S, a
V]

remplacer la section triviale x — (x, 0) par d’autres sections x — [x, ¢ (x)]

et ceci introduit les relations d’équivalence suivantes ol le noyau P n’appa-

rait que de maniére « topologique ».
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76 Y. GUIVARCH ET J. HARDY

DEFINITION 2. — On dira que feL (X xX) est a-équivalente [resp. m-
équivalente] a f” s’il existe @ e L(X) [resp. Y e L (X) et A e R] telle que

fe)=fx)=00)—0(x) [resp.e*/ N ED =y ()N (x)]
VxeS et P(x, dy) p. p.
DEFINITION 3. — On dira que f e L(X x X) est dégénérée [resp. nonapé-
riodique] si f est a-équivalente [m-équivalente] 4 une constante.

Si fest m-équivalente a 1 on dira que f est arithmétique.
Introduisons les opérateurs P, transformés de Laplace de (P, f) par :

P, ¢(x)=P[e*’ ¢](x)= ‘[e” “ ¢ () P(x, dy). ()
Ces opérateurs s’introduisent a partir de ’action du noyau P sur les
fonctions de la forme (¢.¢e,) (x, )= (x)e*". On a, en effet :

ii((P- e)=(P,0).e,

L’action de P sur les fonctions de la forme ¢.p ou p est un polynéme
introduit en particulier les deux opérateurs M et X sur C(X), opérateurs
qui jouent le role de moyenne et d’inertie :

Mo (x)= jf (*,3) 0 () P(x, dy)=P[f 9] (x) (3)

Zo(x)= sz (x, ) ¢ ) P(x, dy)=P[f* 9] (x). “4)

Observons que si f'(x, »)—f(x, »)=u@®)—u(x) on a
M’'1—-M1=Pu—u et si u est choisie de fagon que u—Pu=M1-v(M1)
on obtient

M’ 1=v(M1)=Cte=vy(f).

Un tel choix est ici possible et unique a cause de la condition F et de
I'irréductibilité. On appellera la moyenne de f'la quantité :

Y()= jf (x, ) P(x, dy)dv(x) (%)
ou v est 'unique mesure invariante de la chaine de noyau P.
De méme, on appellera variance de fla quantité o2 (f)=v(Z 1)—y2(f)

ce qui s’écrit encore :

o’(f)= j[f(x, M=y () +u@)—u@) P(x, dy)dv(x). (6)
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DIFFEOMORPHISMES D’ANOSOV 77

En particulier f sera non dégénérée si et seulement si 62(f)>0. Le
développement de P, pour A petit est donné par le lemme immédiat
suivant.

LeMME 1. — La fonction . — P, définie par la formule (1) est holomorphe
et pour A petit on a :

P,=P+AM+(A3/2) Z+0(A2) Q)

ou M et T sont définis par (3) et (4).

Comme I'opérateur P, dépend de A de maniére holomorphe et que pour
A=0 la valeur propre dominante est simple et isolée, on définit par
perturbation, au voisinage de A =0, une valeur propre dominante k (£, 1),
également simple et isolée. Le remplacement de f par

66 =1 (% p)+u@)—u(x)

remplace P, ¢ par P, o=(e )P, [pe“]. La fonction k (f; ) n’est donc pas
modifiée par a-équivalence.

Désignant par e, une fonction propre correspondante, on définit un
nouvel opérateur Q, ;. pour |A| <e: A, A€ R par :

Q+iv @(X)=Pyiv[0eJN/K(f, Ve, (8)

Des vérifications simples montrent que, en utilisant |e" L | =1 ainsi que
la petitesse de |A| et la relation P,e,=k (\)e, la condition F est encore
vérifiée par I'opérateur Q, ,;,. pour |A| <e. La fonction k (f, iA) posséde
des propriétés analogues 4 celles d’une fonction caractéristique :

LEMME 2. — Soit f (x, y) une fonction lipchitzienne sur X x X, k (f, A) la
valeur propre dominante de P, définie ci-dessus. Alors pour |\| assez petit
la fonction k ( f, \) est holomorphe, positive sur I'axe réel. Avec les notations
des formules (5) et (6), on a en particulier k(f, 0)=1, k’(J, 0)=v(f),
k" (f, 0)=0*(f)+7* ().

Preuve. — Le fait que k (f, ) soit positif pour A réel découle du fait
que P, est un opérateur positif pour AeR. Pour obtenir le développement
de k(f, ) pour A petit on introduit le projecteur v, relatif a la valeur
propre simple k (f, 1) et 'on écrit v, P, =k (f, A) v, avec

P,=P+AM+12A%Z+0(A\?)
k(f, N)=1+1a+(A22)b+o(?)
v,i=v+In+Aio+o(\3).

Vol. 24, n° 1-1988.



78 Y. GUIVARCH ET J. HARDY

On a ainsi les équations :
av=vM+n—-nP
bv=vi+nM—-an+ocP-o.
D’ou a=v(M1)=y(f).
Pour obtenir b on peut supposer M 1=Cte=7(f) puisque k ( f, \) ne
change pas par a-équivalence. On a alors 1 Ml—-anl=0 et

b=v(E1)=y*(f)+0c>(f). Enfin les propriétés de f sont reliées a celles
de P;, (AeR) par le :

LeMME 3. — Soit f (x, y) une fonction lipchitzienne sur X x X. Avec les
notations des définitions 2 et 3 les conditions suivantes sont équivalentes :

(@) fest dégénérée [resp. non apériodique);

(b) pour tout ) imaginaire pur [resp. pour un A#0 imaginaire pur] il
existe 0e R et

¢ eL(X) avec P o,=¢€%q,.

Enfin f arithmétique équivaut & I'existence de A#0 imaginaire pur avec
P o=,

Preuve :

a=b.

Si fest non apériodique on a e'*/ ™V =¢*® (Y, ())/(V, (x)), P(x, dy)p. p.,
VxeS et donc sur S : P, () =e',.

Comme P, vérifie la condition F sur S aussi bien que sur X, on en
déduit I'existence d’une forme linéaire v, sur L(S) telle que v, P,=¢'®v,.
Cette forme linéaire opére aussi sur L(S) et donc e'® est valeur propre de
P, opérant sur L(X) avec P, ¢, =¢'° p,.

Si fest dégénérée on obtient la relation précédente, pour tout A.

b=>a.
La condition P,¢,=¢®p, donne en passant aux modules :
P(|9,])= | @, | et donc, puisque vP=v: P|g, | = |@,| sur S.

Donc | @, | =Cte sur S et I'on peut supposer |@,| =1 sur S. Ecrivant
alors

el’= J e & (@, (1)/(01 (X)) P(x, dy)
on obtient €'°=e'*/®M (o, (1)/(9, (X)) P(x, dy)p. p., VxeS, ce qui
prouve la deuxiéme partie de b=>a. Pour obtenir la premiére partie on

note que I'hypothése implique |k (f, iL)| =1 pour A réel petit.

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



DIFFEOMORPHISMES D’ANOSOV 79

Le développement de k donne alors au troisiéme ordre pres :
|k (f, iM)] =0 —((*+62)/)N) +1*A*+0 (V)
|k (f, iM)] =1-02A2+0 (\).

On a donc 62=0 et f est bien dégéneéree.
Enfin la condition d’arithmeéticité de f découle des arguments précédents.
Dans la suite interviendra de maniére essentielle la décomposition
spectrale de P, pour A petit et imaginaire pur : si 'on note v, le projecteur
correspondant a la valeur propre simple kK (f, A) on a

P,=k(f, M) v,+r, ou rv,=v,n=0 )

et r, est de rayon spectral borné par 1—e<1 pour A petit. Lorsque A est
imaginaire pur non nécessairement petit, la condition F vaut encore pour
P, et donc, en I'absence de valeurs propres de module 1, on peut affirmer
la décroissance exponentielle de ||Pj|| vers zéro. Les deux théorémes
suivants font intervenir les propriétés de P, pour A petit tandis que les
deux derniers utilisent les propriétés de P, sur I'axe imaginaire.

II. Les théorémes limites

On conserve les notations précédentes et, pour alléger, on remplacera
k(f, \) par k(A), y(f) et o>(f) par y et o [cf. définitions 5 et 6]. On
notera T, la probabilité canonique sur I'espace des trajectoires de la chaine
de noyau P, issues de x et E, désignera I’espérance correspondante.

Etablissons d’abord deux lemmes simples et essentiels dans la suite.

LEMME 4. — Soit f(x, y) une fonction lipchitzienne sur X xX, S, la
somme ergodique correspondante définie par (1). Alors la transformée de
Fourier de la loi de S, sous la probabilité canonique T, vaut P}, 1(x)

Preuve. — Ecrivons pour peL(X) :

Ex [ei rs ¢ (xn)] Pn [(x 0) €. (P] i l ¢ (x)

LEMME 5. — Avec les notations du lemme 4 supposons de plus f non
dégénérée et de moyenne nulle Y(f)=0. Pour oeL(X), la suite
Pl ¢ (x) converge vers e **1? (@) on v est l'unique probabilité inva-
rzante sous P. Il existe deux constantes positives A et B telles que pour
Y \/r—l assez petit la suite || P, /"" soit bornée par A e BV,

Vol. 24, n° 1-1988.



80 Y. GUIVARC’H ET J. HARDY

Preuve. — On écrit pour A assez petit le développement de P}, ¢ (x) :
Pl @ (x)=k"(iA) v;, @ +1"(iR) 0.
Or || ™ (iM)/( \/ﬁ)(p” <C(1—¢)" pour € et A assez petits, C assez grand, et

lim v;, =V,
A0

lim k* (1) /m)=lim (1—(c? A2)/ny =e~ 012",

Ceci donne bien la premiére partie de I’énonce.
1l est clair que pour |L|<¢ ona |k(i})| <e~"> %4 ¢t on en déduit

LA GANDIEC

Comme ||P[‘,AM,J,,<p||§||(p|| [|k"(i)»)/\/ﬁ|+||r"(i7»/\/ﬁ)”] et que pour
|7»/\/;ll§8': ||r"(i7»)/\/ﬁH§C(1—s)"§Ce_“§Ce"“2/"2’

’énoncé est bien vérifiée avec A=C+ 1, B=Sup(c?/4, ¢/¢’ ?).

THEOREME 1. — Soit f (x, y) une fonction lipchitzienne sur X x X, S, (®)
les sommes ergodiques correspondantes définies par (1). On suppose f non
dégénérée et de moyenne nulle. Alors la loi sous T, de S,/c \/71 converge
vers la loi normale standard.

Preuve. — En vertu des deux lemmes précédents on a la convergence

’ . . -2 . .

des transformées de Fourier des lois de S,/o \/71 vers e *2, ce qui établit
le théoréme.

THEOREME 2. — Avec les notations du théoréme 1 on a le théoréme
central limite avec reste suivant :
Sup|P,{(S,/c. . /n)<t}—N(—o0, t)|£C/ /n (10)
teR | \/' ‘ \/>

ou C est une constante et N la loi normale standard.

Preuve. — Pour alléger les notations on fera =1 et on aura besoin du
lemme élémentaire suivant [17].

LEMME. — Soit h(\) une fonction 3 fois dérivable pour A petit avec
h©)=1, K (@©0)=0, h’"0)=-1/2.
Alors il existe une constante A telle que

|h"(7»/\/ﬁ)—e’*2/2|§(A|X|3/\/ﬁ)e”*2/4 pour k/\/ﬁ assez petit.

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



DIFFEOMORPHISMES D’ANOSOV 81

Notons p” la loi sous P, de S,/ \/ﬁ et écrivons, pour A/ ﬁ petit :
pL(AM)=E (" SvP)=P tam1 (%)
BN = k" i/ /) Vs, o147 A/ /) 1.

Observons que ||v“/‘/;,-1—1||§C|X|/\/ﬁ, Hr”(ik/\/ﬁ) 1|=C(1-¢)"
pour ¢ assez petit et C assez grand.
On a donc :

B2 (M) —e 2| <[ k" (A fm)—e 2 [+ C(|A]/ /m)e ™2+ C(1—e)"

Soit |ﬁ;(x)—e—“ﬂ|gC[(1—e)"+e—’~2/4((|x|2/ﬁ)+x3/ﬁ)] en vertu du
lemme. L’inégalité de Berry-Essen s’écrit ici

(B (W) —e M)\ |dr+12/n T.

T
Sup|p%(— o0, )—N(—oo0, t)lgl/nf
t -T

Les inégalités précédentes étant supposées valables pour |7»/\/ n| <¢/, pre-
nant T=¢"_/n, le second terme de I'inégalit¢ de Berry-Essen est majoré
par 12/n¢’ \/ﬁ L’intégrale est majorée par :

C/n[2(1—e)”a’\/ﬂ+1/\/ﬁf+w(l+|?»2|)e_‘2/4d)»], donc par Cte/\/r'z.

Ceci donne la majoration voulue.

Les deux théorémes qui suivent sont des théorémes de convergence
vague vers le produit vx/ de v et de la mesure de Lebesque. Il est
commode de remplacer les fonctions continues a support compact par les
fonctions intégrables de transformée de Fourier a support compact; cet
ensemble de fonctions sera noté 4~ et la convergence sur X~ suffit a assurer
la convergence vague d’aprés [3]. On note I(I) la mesure de Lebesque de
I'intervalle I

THEOREME 3 (théoréme limite local). — Soit f une fonction lipchitzienne
sur X xX de moyenne nulle et apériodique [cf. définition 3]. Alors pour
o eL(X) et I intervalle quelconque on a

E [0 (x,) L(S)I~( D) v(9))/o /2nn 11
ou v est l'unique probabilité invariante de la chaine de noyau P.

Preuve. — On considére la suite de mesures de Radon sur X xR
notée &7

& (@.wy=0 /2nnE, [o(x,)u(S,)]=P"[(x, 0), ¢.u]

Vol. 24, n° 1-1988.



82 Y. GUIVARCH ET J. HARDY

et il faut montrer la convergence vague de cette suite vers v x I.
11 suffit donc [3] de voir que pour ue X :lim&" (¢.u)=v(p)!(u). Or,

d’aprés la formule d’inversion de Fourier :

B, [0 (o) u(S,)]=(1/27) j TP e a0y dh

— 0

£20.0=(01, /20| fa | Pho@u0

M2e

E‘/n

+ j Py, J,,(p(x)u(k/ \/ﬁ) d?»:l.
s 3 Jn

Comme f est apériodique le lemme 3 dit que le rayon spectral de P;, pour

M|>s est strictement inférieur a 1 : le premier terme du second membre

tend vers zéro.

D’apreés le lemme 5, P?M\/,, (0} (2x)21[_E . & ) CONVEIEE, POUT € assez petit,
de maniére dominée vers e ° *7/?, On en déduit la convergence du
deuxiéme terme vers

+ oo 22
v(q»)(o/ﬁn)j e O (0)dh=v (0) | (4).
—

THEOREME 4 (renouvellement). — Soit f une fonction lipchitzienne sur

X x X de moyenne positive et non arithmétique [cf. définition 3]. Avec les

notations précédentes, supposons f non arithmétique, y( f)>0 et notons p,
la mesure sur X x R définie par :

Px (. 1)=E.[} 0 (x,) ;(S,)].

Alors p, est une mesure de Radon et on a

lim p,[¢.1;,,]=0

t—= —

lim p.fo. 1, J=M(@)ID)/y.

t—= +oo

(12)

Preuve. — Définissons pour r entre 0 et 1 les mesures de Radon

PL(e. u)=E.[} "o (x)u(S)]=2r"P"[(x, 0), ¢.u].

Pour justifier la finitude de p,= lim p?, considérons une exponentielle

r—1

e, ()=¢""(L<0) et observons que 'on a k(A)<1 pour A petit négatif en

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



DIFFEOMORPHISMES D’ANOSOV 83

raison de la relation k(A)=1+vA+0(A) ou vy est positif. Prenant u=e, et
¢=0 on a alors :

P"[(x, 0), ¢.6]=P; ¢ (%)
et donc, puisque lim || Py ||'"=k (A) :
P (¢.6)=2Plo(x)< + 0.

Remplagant e, par e, *J,, on a aussi :

Aa

P(p.e,%x8,)=p,(p.e)e”

et donc lim p,(¢.e, *8,)=0. On en déduit puisque 1,,, est majorée

a— —o

par Ctee, *9,:

Px(@. 1) <+ o0, lim p,(¢.1;,,)=0.

En d’autres termes, si p, désigne la mesure symétrique de p,, on a pour

toute fonction continue u a support compact :
lim p,(p.ux3,)=0
a— +ow
et, posant n,=p,+pP, on voit que l'affirmation restante de I’énoncé
revient a :
lim n,(¢.u*x8)=(v(p)l(w)/y.
a— +wo

On aura besoin du lemme fondamental suivant, qui sera justifi¢é plus
loin :

LEMME. — Avec les notations précédentes (f non arithmétique) la mesure
sur R de densité définie a x fixé par Re[(I—rP;,) " ¢ (x)] converge, quand
r tend vers 1, vers (8,m/y)v(@)+Re[(I—P;,) ' @ (x)] ou le second terme
de cette expression est une fonction intégrable de \ sur les compacts.

Comme dans la démonstration du théoréme précédent il suffit [3] de
voir que pour tout ue X" :

limn, (@.u*38,)=(v(¢) I (W)/y.
Supposons d’abord u=0 et =0 : alors on a

Ny (@.u)=lim (p%+ p%) (¢ u).

r—1

Vol. 24, n° 1-1988.
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Or:
2np;(<p-u)=2'[

-0

+ o0 +

r"P?ﬂp(x)ﬁ(?»)dlsz I-rP) ' o(x)a(L)dA.

— @

Le passage de p, a p, revient a changer A en —A dans i ou P;, et puisque

Pix(\l’)zp—ix(\l/), on a

n(p;+i5§)(<P-u)=J Re[(I—rP;) " @ (x)]d(A)dA.
Puisque # est & support compact, le lemme fournit alors :

+ o0

nnx(m.u)=nv(<p)(a(0»/v+f Re[I—P,) ! 0 (9] (A)dA

—

+

nx(fp-u)=V(<p)<j

u(t) dt)/(y) +J ().

On peut maintenant s’affranchir de la restriction ¢ 20, u=0. Le remplace-

ment de u par u* 9, fait apparaitre J(u*§,) comme la transformeée de
Fourier d’une fonction intégrable.

D’aprés la propriétét de Riemann-Lebesque on a donc
lim J[u*x§,]=0, ce qui fournit

t— ©

lim nx(cp.u*s,)=v(<p)(f+wu(s)ds)/v.

t— o —®

Afin de justifier le lemme, notons que si h s’écrit pour A petit sous la
forme h(A)=1+iyA—A*>C(A) ou yeR™ et C(A) est continue on a [3]
pour A petit 4 la convergence vague lorsquer tend vers un de

Re(1/(1—rh(\)) vers (n/y) 8o+ Re(1/1—h (X)) ou le second terme est une
fonction intégrable de A.

En tenant compte de la décomposition valable pour A petit :
Pi=kM)vi+R,
avec ||R, |[£1—e<1 on obtient
(I—rP)  o=[I—rk (V)] v(9)
+[=rk (N} (vir,—V)o+(I-rR; )" o

En dehors d’un voisinage de 0, la fonction de A, (I-rP;;) '@ est
bornée indépendamment de r sur les compacts puisque 1 n’est pas dans le
spectre de P;, et il y a donc alors convergence vague vers la mesure définie
par (I-P;;) ' ¢.
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Lorsque r tend vers un et A petit, les fonctions de A:
[I—rkGN)] 1 (v;,0—ve) et (I—rR;;,)” ' ¢ convergent uniformément vers
des fonctions continues. Donc la limite vague de :

Re[(I-rP;) ' o—(I—rk(iA) ™' v(9)]
existe et vaut :
Re[l—kGM] ' (v, —vo)+Re(I-R; )" 0.

La propriété rappelée plus haut fournit alors I'énoncé du lemme.

Le résultat précédent pourrait aussi se déduire du théoréme général de
renouvellement de [9]. Cependant il a paru utile d’en donner une autre
preuve, plus analytique et plus courte, dans un cadre plus limité mais qui
suffit 4 traiter beaucoup de situations.

B. APPLICATIONS

I. Noyaux lipchitziens

Pour des raisons de cohérence, on rappelle dans ce paragraphe et le
suivant, sous forme concise, la construction classique ([2], [16]) des mesures
de Gibbs sur AZ ou A est un ensemble fini. Considérons d’abord un
espace métrique compact X et o étant un réel positif fixé, posons pour

¢20, @eL(X):A(9)= Sup |logp(x)—loge(»)|/d(x,y) avec la

d(x,y)Sa
convention — o0+ 00 =0. On désignera par Q(x, dy) un opérateur positif
de C(X) dans lui-méme qui conserve L(X) et on l'appellera noyau
lipchitzien. On dira que Q est topologiquement transitif si pour tout £>0,
ol existe n(g) tel que, pour tout x et toute boule de rayon € on ait
P"®(x, B)>0.
On a alors la proposition :

ProprosITION 1. — Soit Q un noyau lipchitzien sur X et supposons qu’il
existe p<1, C>O0 tels que :
VoeL(X), 020, A(Qo)spA(9)+C. (1)

Alors il existe he L(X), h=0 et k>0 avec Q h=kh. Si Q est topologi-
quement transitif, il y a unicité de h a un coefficient prés et on a h>0.
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Preuve. — Fixons une probabilité IT sur X de support égal a X; il existe
donc B>0 tel que pour toute boule B de rayon a, on ait IT(B)=p.
Considérons le cone convexe Cy des @ e L(X), ¢ =0 verifiant A (@) <logK
et notons que Q opére dans Cy si logK <C/(1—p) en vertu de 'inégalité
de I'’hypothése.

Puisque IT est de support X, la condition IT(p)=1 deéfinit une base B
de ce cone; montrons la compacité de B en convergence uniforme. La

condition A(¢@)=<logK, donne sur toute boule B, de centre x et de
rayon o :

¢ (x) ln(x)/K§(P§Kea(P(x) lB(x)
et donc :

1=I1(9) 2 ¢ (x) [1(B,)/K 2 Bo(x)/K

1=II(9)=Ke" o (x)II(B,)<Ke"¢(x)
soit :
1/Ke *Z9p=K/B si ¢eB.

Les éléments de B satisfont donc aussi pour d(x, y)<a:

Ke*(0(x)—0 )L [(e /e (x)—1| = (@& —1)
soit

Ke*|o(x)—0 ()| SK*LogKd(x, y).

D’aprés le théoréme d’Ascoli on a donc la compacité de B en conver-
gence uniforme. Si l'on définit Popérateur Q de B dans B par
Qo=Qo/II(Qo), le théoréme de Schauder-Tychonoff fournit h=0, heB
avec Qh=h, c’est-a-dire Qh=kh et ceci justifie la premiére partic de
I’énoncé. Si Q est topologiquement transitif on a, pour toute ¢ € Cg, ¢ 20,
P" ¢ >0 pour un certain n,. D’ou ici, P"0h=k"h>0.

Pour montrer I'unicit¢ de h on peut supposer Q markovien en le
remplagant par 'opérateur relativisé P(x, dy)=(1/k)(Q(x, dy)) (h(y)/h(x))
qui posséde les mémes propriétés que Q avec de plus P1=1.

Si alors Q' =k’k, k' e C(X), h’ 20 et k' <1 par exemple, on peut consi-
dérer I'ensemble ou le minimum de A’ est atteint: c’est un fermé Q-
invariant et par transitivité topologique il est égal 4 X. Donc h’=Cte ce
qui fournit 'unicité de h'.

On considére maintenant un deuxiéme espace métrique compact Y avec
X < Y et des applications contractantes ge G de X dans Y de rapports
majorés par p<l1. On considére aussi des fonctions lipchitziennes
¢’ (x)=q(x, g) avec SupA(¢°)<C< + o et le noyau lipchitzien Q défini

g
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par Qo(x)= f q(x, g) ¢ (gx)dg ou dg est une mesure de probabilité fixée.

De fagon que Q opére sur C(X), on suppose que q(x, g)>0 et xeX
impliquent gxeX. La proposition précédente admet alors le corollaire
suivant.

COROLLAIRE. — Avec les notations précédentes, supposons le noyau Q
topologiquement transitif. Alors il existe he L(X), (h>0), IT probabilité sur
X et k>0 avec IQ=kII, Qh=kh. Il y a unicité de TI et h a un coefficient
prés. Pour oeL(X), la suite Q"@/k" converge uniformément & vitesse
exponentielle vers I1 (o) h.

Preuve. — Vérifions I'inégalité (1) de la proposition : pour d(x, y)<a
etpelL(X)ona

q(x, g)<e“=Pq(y, g)
@ (gx)Set@WHEN g (gy)

Q(p(x)=fq(x, 8) 9 (gx)dg L elCTP @10 Q(y)

AQo)=pA(9)+C.

La transitivit¢ topologique de Q implique donc I’existence et I'unicité
de heL(X), h>0 avec Qh=kh. Afin de justifier les autres assertions, on
peut comme précedemment supposer Q markovien en le remplagant par
P(x, dy)=1/k Q(x, dy) (h(y))/h (x). Montrons que, alors Q vérifie essen-
tiellement la condition F introduite initialement en A. Pour d x, »)Za
ona:

Qe (x)— Qe ()] éflq(x, 8)—q, 8)| o (gx)ds
+fq(y, 9| o@Ex)—o(gy)|dg
Qe (x)—Qe(y)| < |e™=»_1 |J(<p(gx))q(x, g)dg

+lo*pd(x, y) Iq O, g)dg
ou I'on a posé

[oI*= Sup |@(x)—@®)|/d(x, »)

d(x,y)Sa
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soit
[Qol=plel+Ce™| o]

Il est clair que sur L(X) les deux normes [(p]+||(p”o0 et [(p]"‘+||(p||oo

sont équivalentes et que I'on peut donc appliquer le théoréme spectral
de A.
n—1
Comme 1 est ici valeur propre simple, la suite 1/n ). Q*¢ converge
0

vers I1(¢) ou IT est le projecteur correspondant. Donc Q admet IT comme
unique probabilité invariante.

Montrons enfin I'irréductibilité de Q: si @eL(X) satisfait Qp=¢" o,
le passage aux modules donne Q|| 2 | ¢| et le raisonnement de maximum

effectué¢ a la fin de la preuve de la proposition donne |(p| =Cte. On a
alors :

VxeX, e"°=J(<p(y)/<p(X))Q(x, dy) avec |o(»/e(x)|=L

On en déduit o(O)=0((x)e®, Q(x,dy) p.p. et aussi
0 (»)=0¢(x)e"™Q"(x, dy) p.p. En particulier ¢=Cte sur le support de
Q" (x, .). Or, par transitivité¢ topologique, pour &€ donné, le support de
Q" (x, .) est e-dense pour n=n(g) convenable. On a donc @=Cte sur
X, €®=1 et le théoréme spectral de A donne bien la convergence uniforme
a vitesse exponentielle de Q" ¢ vers IT ().

II. Sous-shifts

Considérons maintenant suivant [2] un alphabet fini A, une matrice
carrée M (a, b)(a, be A) formée de O et 1 et telle qu’il existe n avec M"
strictement positive. Considérons alors la partic £ de A% formée des mots
infinis ®=(®,),.z sur A avec la condition : VneZ, M(o,, ®,,,)=1. Si
AZ est muni de la distance d définie par d(o, ©)=),1/2'*5 (o, ®}) ou

k
8(a, b)=0 si a=b, d(a, b)=1 si a#b, il est clair que X est un fermé de
AZ invariant par la translation 8. On notera =" le fermé de AN formé
des mots infinis suivant la méme régle de construction. Pour meAN et
aeA on notera a® le mot défini par (aw),=a, (a®),=0,_, (k=1).

La condition M” strictement positive donne pour o, @ €X* I'existence
d’une suite g, € A telle que q, ... a,® appartienne 4 * et converge vers
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®’. On dira dans ces conditions que Z-et £* sont des sous-shifts mélan-
geants. On notera L (X)(e>0) I’espace des fonctions lipchitziennes sur
I’espace métrique compact [X, d°] et 'on posera H(X)= U L,(X). Les

>0
éléments de H (X) seront appelés fonctions holdériennes. Le lemme suivant
[2] sera d’un usage constant.

LeMME. — Si f est holdérienne sur X, il existe u holdérienne telle que
f*=f+u°0—u ne dépende que des coordonnées d’indice positif.
Il est commode de donner la

DerFiniTioN 1. —  On dira que les fonctions holdériennes f et f* sur X
sont a-homologues (resp. m-homologues) §’il existe u holdérienne (resp. A
et ¢ avec AeR, |y|=1) telle que f=f'+uc0—u [resp.
e =™ (Yo )],

Considérons alors pour g fixée, les fonctions gq(w, a)=e“ sj
o0, aveX” et g(w, a)=0, si an¢Z" et le noyau lipchitzien Q sur =
défini par Q@ (w) =) g (, a) ¢ (a®). Il est clair que Q est topologiquement

transitif puisque e?*“@>0 si weX* et que [Iensemble des
a,...a0(aeA, keN) est dense dans X 7.

On peut donc appliquer a ce noyau le corollaire de la proposition 1 : il
existe h>0 et k>0 uniques [(he H(Z")] avec Qh=kh. On notera P? le
noyau markovien déduit de Q par relativisation :

PYo (@, do’)=Q(w, do) (h(0")/kh ()
Po(@)=).G(an)¢(aw)

ou G=e?h/kho0; ceci revient a modifier g par a-homologie et addition
d’une constante log k. Ce noyau markovien est inchangé lorsque g est
modifiée par homologie et il est de méme du nombre k=k,. Considérons
la probabilité v sur * qui est P-invariante et montrons que I'adjoint de
P? n’est autre que la translation 6. On a par définition :

vIV. P”<P]=JdV(w)ZG(am)<P(am)\l/(m)=ZaV[G~<P-\|/°9]

puisque 0(aw)=w si o, aneXZt.
D’ou :
VY. PAo]=vP[p.Yob]=V[p. 0]
La convergence des itérés de P? vers le projecteur associé a v a lieu
puisque P? satisfait la condition F sur L, (X*) et implique que 6 est
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mélangeante par rapport 4 v. On peut trouver une unique mesure v sur
qui est O-invariante et de projection v sur X* : il suffit de poser, pour
@0 cC(Z") : V[p]=v[po06 . Tl est clair que v et v sont inchangées
lorsqu’on modifie g par a-homologie; elles seront appelées mesures de
Gibbs associées a g.

IIL. Quelques lemmes

On fixe ici la fonction holdérienne geL,(X*) et donc v et v les mesures
de Gibbs définies ci-dessus; 'opérateur P? sera noté P et on rappelle qu’il
satisfait la condition F sur L (X ™).

On a alors le :

LEMME 1. — Soit f holdérienne sur X, Vv une mesure de Gibbs sur et
ueL' (V) telle que f=u°0—u p.p. Alors u est égale V—p.p a une fonction
holdérienne.

De méme si \ est borélienne de module 1 avec e/ =Y 0)/\ (pp), V est
égale (p. p) a une fonction holdérienne.

Enfin u et \y sont unique a des constantes pres.

Preuve. — L’unicité de u et  aux constantes pres est claire d’apres
ergodicité de 8. Par homologie, on peut supposer feH(Z*) et alors u
ne dépend que des coordonnées d’indice positif. En effet, comme 0 est
mélangeante et v(u)=0 on a VeeL®(V), lim{u-0" ¢)>=0 et donc,

Péquation f=wu-6—u implique la convergence de (). fo6% ¢) vers
0

Cu, @), don u=Y, fo@*eL!(v), puisque ¢ est arbitraire dans L* (v). On
0
en déduit aussi : Pf=P(uc0)—Pu=u—Pu; I’équation u—Pu=Pf admet

comme solution u=Y P*f en raison de la convergence exponentielle de
1

P* f vers zéro dans L (Z%).

Mais I’équation précédente admet une solution unique a une constante
prés car équation u—Pu=0 implique par passage a I'adjoint u=u-6,
u=_Cte.

0

Finalement u solution de f=uo-0—u est égale p.p. 2 Y, P*f qui est dans
1

H,(Z*).
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L’équation multiplicative '/ = (u - 0)/u s’écrit aussi :
f@H)+2n(@")r=v0@0)—v(®@) ou veL®(V),

ou " est la projection de m sur Z* et n(w™) est un entier. Le raisonnement
précédent montre que, en fait v ne dépend que des coordonnées d’indice
positif. Il en est de méme de u=e® et on a e =¢ @000
Ple/ u]=P(uc0)=u. Considérons alors 'opérateur P, sur C(Z*) défini
par P, (¢)=P(e"/ ¢). D’aprés la premiére partie et le paragraphe précédent,
il vérifie la condition (F). Si 1 n’était pas valeur propre de P, dans L (X%),
on aurait d’aprés le théoréme ergodique en moyenne la convergence uni-

n—1

forme de (1/n) ), (P,)* ¢ vers zéro pour ¢eL,(Z*) donc pour peL*®(v).
V]

On ne pourrait donc avoir en ce cas P,u=u, ce qui permet de conclure
par I'absurde a I'existence de u’ e L (27) avec P u’ =u".
Par passage a ’adjoint on obtient :

=0 et u=uweL/ ().

Les notions d’équivalence introduite dans A seront ici relatives a un
noyau Q de la forme Qo (0)=) q(a0) @ (aw) ot geL (X7) est stricte-

ment positive sur £* (et nulle en dehors).

Ces notions sont donc en fait indépendantes de q; elles peuvent se
redefinir sous la forme : on dira que f et f” sont a-équivalentes (resp. m-
équivalentes) s’il existe u resp. ({ et A avec |\|1| =1, Le R) holdérienne avec

faw)=f"(aw)+u(aw)—u(o)resp. e* S @) =S @l — s (3 ) ()

dés que ®, aweX”.
On a alors le lemme suivant qui est simple changement de notations :

LEMME 2. — Pour f et f' holdériennes sur *, on a I'équivalence des
conditions [cf. définition 1]

1° fet f” sont a-homologues (resp. m-homologues) ;

2° fet f’ sont a-équivalentes (resp. m-équivalentes).

Soit f€H(Z) et considérons (pour A petit) opérateur P, perturbé de
P=P* défini par la formule P, o=P[e*/" ¢] : il admet une valeur propre
dominante simple k (f, A). Par prolongement analytique cette fonction est
uniquement définie par ses valeurs sur I’axe réel. Le lemme suivant montre
que k (f, 1) est un-invariant du couple formé par fet le systéme dynamique
mesuré (Z, 0, V).
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LeMME 3. — Soit f holdérienne sur T et A€ R‘j/; une mesure de Gibbs sur

A E fook
Y. Alors la suite de mesures de Radon e © Vv/k"(f, A) converge

vaguement ou k (f, A) est la valeur propre dominante définie ci-dessus.

Preuve. — Par homologie, on peut supposer f L (Z*) et, d’autre part,

on peut tester la convergence vague sur les fonctions de la forme
n—1

©°07'(120) avec peL,(Z*). On a en posant S,= Y fo0*:
(4]

(#519) (007 =V () & w1751

et on peut donc se ramener au cas [=0.
En ce cas :
(e"*v) (¢) =[P}~ ¢]
et

VIPIT ol ~ k"L (M) vi(0) vie)

car Py, converge vers le projecteur v, ® e, associé a la valeur propre
simple k (f, L). Ceci donne la convergence voulue.

IV. Les théorémes limites

Ces théorémes vont s’appliquer & une classe de systémes dynamiques
(V, T, m) admettant un « codage » par un sous-shift mélangeant. Plus
précisément, T est un homéomorphisme de I'espace métrique compact V
qui préserve la mesure de Radon m. On suppose I’existence d’un sous-
shift mélangeant (Z, 6, V) et d’une application holdérienne de X sur V qui
est un isomorphisme des systémes dynamiques mesurés (Z, 0, v) et (V, T,
m). Les lemmes précédents permettent le passage entre ces deux systémes
et fournissent des propriétés des fonctions holdériennes sur V, indépendan-
tes du codage choisi.

En particulier les difféomorphismes hyperboliques d’une variété com-
pacte admettant une mesure riemannienne invariante font partie de la
classe considérée. Il en est de méme, plus généralement des difféomor-
phismes satisfaisant 1’axiome A [2] ou des systémes de Smale [15]; ces
systémes sont supposés restreints a leur ensemble de points non errants et
munis d’'une mesure invariante de Gibbs associée a4 une fonction g fixée.
On donnera donc seulement les énoncés dans le cas des sous-shifts mélan-
geants.
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DEFINITION 2. — On dira comme en A que f est dégénérée (resp. non
apériodique) si f est a-homologue (resp. m-homologue) 4 une constante.
De méme f sera dite arithmétique si elle est m-homologue a la constante 1.

Pour alléger on supposera d’abord que la fonction holdérienne f sur T

est centrée, c’est-a-dire vérifie y=y(f)= j f(x)dv(x)=k’(f, 0)=0.

On notera :
o?=k"(f, 0) (2
n—1
S,(x)=) fo8*(x). (3
0
THEOREME 1. — Soit f une fonction holdérienne sur le sous-shift (Z, 0)

muni de la mesure de Gibbs V. On suppose f non dégénérée et centrée. Alors
ona:

n—1
li ~ : oek < =N{(— s 4
1:nv{x %f (x)_ct\/ﬁ} (—o0,0) 4)

pour tout t avec o défini par (2) et N la loi normale standard.

THEOREME 2. — Avec les notations du théoréme 1 on a le théoréme central
limite avec reste :

Sup V{x; ifoe"(x)<ct\/ﬁ}—N(—oo,t)
n, x 0

<C/ /n (5)

ou C est une constante.

Afin de justifier ces deux énoncés, notons d’abord que le changement
de f par a-homologie modifie S,/ \/ﬁ par addition d’un terme majoré par
K/ /n. )

0{ peut donc, pour démontrer le théoréme 1 supposer feL, (7).

Notons y=(y,), n=0 une trajectoire sur £* de la chaine de noyau P
adjointe de 6 et observons que la loi du point de coordonnée
(6*x) [0<k=<n]e(Z*)"*! est égale a celle de (y,, ¥,_15 - . -, ) OU Y, est

choisi suivant la loi initiale v. Il en résulte que si S, (y)= Y f ), S, (%)
1

et S, (») ont méme loi. Puisque S est non dégénérée au sens de 6 ou de P
le théoréme 1 se déduit du théoréme 1 de la partie A.
L’énonceé du théoréme 2 n’est pas modifié par a-homologie puisque

SupN(t—(K/ /n), t+(K/ /m)SC/ /n
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et on peut donc, pour le démontrer supposer f €L (X*). L’égalité des lois
de S,(x) et S,(y) donne encore le résultat en vertu du théoréme 2 de la
partie A.

Comme en A on notera /(I) la longueur de I'intervalle I. Le théoréme
limite local suivant fournit des estimations essentielles pour I’ergodicité de
certains systemes dynamiques en mesure invariante infinie (& paraitre). Il
permet aussi la construction d’une classe générale de flots différentiables

possédant la propriété K mais non celle de Bernoulli [J.-P. Thouvenot,
communication personnelle].

THEOREME 3 (théoréme limite local). — Soit f une fonction holdérienne
sur le sous-shift (X, 0) muni de la mesure de Gibbs v. On suppose f centrée
et apériodique [cf. définition 2). Alors pour tout intervalle l on a :

n—1
V{x; y foe"(x)el}~l(1)/6 /2mn. (6)

THEOREME 4 (théoréme de renouvellement). — Soit f une fonction holdeé-
rienne sur le sous-shift (X, 0) muni de la mesure de Gibbs V. On suppose f
non arithmétique (cf. définition 2) et de moyenne positive :

Y= J £ (x)dv(x)>0.

On note . la mesure définie par :

r(D= JZ 14[S, ()1 dV (x).

Alors . est une mesure de Radon et 'on a :
lim pI+1)=0
t—= —

lim pd+0)=I1d)/y.

t—> +oo

(N

Ces deux théorémes sont des théorémes de convergence en loi sur R et,
pour pouvoir se ramener a la chaine de Markov de noyau P, on doit
traiter des convergences plus générales. Soit &, la loi du triplet
[x, S, (x), 8" x]. Pour obtenir le théoréme 3 il suffit évidemment de justifier
la convergence vague de o _/2nné, vers vxIxV. Le remplacement de f
par f* =f+4+u-0—u conduit a la loi &, de [x; S, (x), 6"x] qui est 'image
de &, par l'application continue (x, t, y) = [x, t+u (y)—u(x), y] et il suffit
donc d’obtenir la convergence vague de 6 _/2nné&,". Pour obtenir celle-ci
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il suffit de traiter les projections sur les sous-shifts unilatéres ~!(1=0)
correspondant aux coordonnées d’indices = —I. II suffit alors de considérer
le cas [=0 a condition de traiter toutes les fonctions f* - 6, fonctions qui
possédent les mémes propriétés que fet f*. Notons alors &, la projection
de &7 sur T* xRx X+ et désignons par n?° la loi du couple [y,, S, ()]
sous P, . Par passage a I'adjoint P de 0 il est clair que

&= jnﬁo X 8, dv (o).

Il suffit donc enfin de montrer la convergence de o \ﬁl‘[ nnlo, a y, fixé
vers v x [; ce résultat a précisément été obtenu au théoréme 3 de la partie A
sous ’hypothése d’apériodicité qui est ici satisfaite.

Pour une mesure p sur £ x R x X on notera p *x 3, la translatée de p par
(x, a, y) = (x, a+t, p).

Pour obtenir le théoréme de renouvellement il suffit de trouver les

[ ¢} @
limites vagues de ) &, * 8, quant t > +oo. La mesure ) &, se déduit
0 0

Lo}

aussi de )&, par I'application continue (x, a, y) = [x, a+u(y)—u(x), y]
0
0

et on peut donc se ramener a Y &,. Comme plus haut il suffit de traiter
0

les projections sur T 'xRxZ7'(I=0) et donc la projection sur

0

T*xRxXZ*t Cest-a-dire j(}:nﬁ(l) x8,,dv(yo). Or on a vu en A la
0

convergence, a y, fixé de ) nJo*3, vers 0 ou vxI/y(f) suivant que ¢
V]

tend vers —oo ou + oo, dans le cas d’une fonction f non arithmétique
vérifiant y( f)>0.

D’ou le théoréme.

Comme corollaire du théoréme 4 ou plutét de sa démonstration on
obtient la propriété de mélange pour les flots spéciaux définis a partir
d’une fonction holdérienne sur X. Cette connection entre renouvellement
et flots spéciaux a été étudiée par divers auteurs (cf. [1]). Cette preuve est
susceptible de modifications pouvant conduire a des vitesses de convergen-
ces pour certains flots d’Asonov. On considére donc ici une fonction
holdérienne f positive et le compact E des couples (x, s) [0 <s<f (x)] avec
Pidentification [x, f (x)]~(6x, 0).
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Si 'on considére la transformation T sur  x R définie par
T(x, 5)=[0x, s+/ (x)]

E apparait comme I'espace quotient de £ xR par I'action du groupe
T*(keZ). Le flot naturel S sur xR : (x, s) - (x, s+1t) se projette alors
sur E suivant le flot spécial noté S'.

Comme la mesure vx! est S-invariante, sa restriction ¢ a E, qui
peut étre considéré comme un domaine fondamental dans X xR est S'-
invariante; la probabilité correspondante est (1/y(f)) . On a alors le :

COROLLAIRE. — Avec les notations du théoréme 4 et =0, considérons le
flot spécial construit a I'aide de f au-dessus du sous-shift (Z, ©, V). Alors ce
flot spécial est mélangeant.

Preuve. — Si I’on définit pour k>0 S_, (x) par la formule
k
Sk (x)==8,°07 (x)=—} f07'
1

on peut écrire, pour tout neZ :
T (x, 5)=[0"x, s+, (x)].

On définit alors la mesure &, pour neZ comme la loi du triplet
[x, S,(x), 6"x]. On est ici amené a considérer ) &, et le comportement

neZl
[e o]

de cette mesure translatée par t(t — 0o) se réduit a celui de ) &,* 9, et

0
-1

Y. &,%38, lequel découle de I'étude précédente: ). &, est une mesure

— 00 nel
+

de Radon et lim ) &,%8,=vxIxV/y. On a ici:

t= +o -

+ 0

Y6 Wu.g)= J Y V) ulS, ()] @ (8 x) v (x).

Afin d’interpréter ces formules introduisons la fonction ® image canoni-
que dans E d’une fonction @ sur X x R continue a support compact :

+

B(x,5)= ) ®[6*x,s+S,(x)]

Il est clair que I’ensemble des @ ainsi obtenu est dense dans % (E). Si
Pon identific la mesure v a la projection sur E de vx3J, la formule
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+
donnant ) &, s’interpréte en :
= 00
+ o

S' VI (9. w)= _Z (€, %8) (V.u. ).

+
Le comportement de Y &,*8, étudie précédemment nous donne :
lim S'[yv1=v(¥) o/y.
t—>+o .

On peut remplacer dans cette formule Yv par S*(yV) ou
JS" [\V]u (a)da, mesure ayant une densité par rapport 4 o et dont la

masse au lieu de v () vaut v({) I (u).
Donc, pour toute mesure p absolument continue par rapport a ¢ et de
masse |p| on a en convergence vague :
lim S'[p]= | p| o/y.

t +o0
C’est bien la propriété de meélange voulue.

Remarque. — La propriété de mélange faible du flot spécial :
1(° -
lim—f |<S'o,¥)|dt=0
;] e 0

des que o(@)=0 (V) =0 a été étudié par de nombreux auteurs (cf. [1]). Si
f est holdérienne sur le sous-shift X, elle découle simplement de la non-
arithmeticité de f.

Ceci revient, d’aprés ce qui précéde, a supposer f non m-homologue par
une fonction borélienne a la fonction 1.

En effet, si le flot S* n’était pas faiblement mélangeant, il aurait un
spectre discret non trivial : on pourrait trouver ¢ borélienne sur E de
module 1 et LeR avec S'p=e'*" .

Par image réciproque dans X x R, on obtient une fonction encore notée
¢ propre pour le flot naturel : ¢(x, )=y (x)e'** qui est invariante par T.
On a donc, avec ¥ borélienne de module 1 :

‘Il(ex)eik[t+f(x)]:\|!(x)ei).t ou e“‘f=\|109/\ll.

Ceci contredit ’hypothése de non-arithméticité de f.
D’aprés [13] le mélange faible de S' implique la propriété K, donc le
mélange fort.
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