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REsuME. — On donne des conditions nécessaires pour qu’une marche
aléatoire en milieu aléatoire sur un groupe soit récurrente (moyenna-
bilit¢ du groupe, annulation de ’homomorphisme associé & la mesure
invariante), ainsi que des exemples de telles marches réversibles sur R? (d
arbitraire).

Mots clés : Milieux aléatoires, Markov, transience, récurrence.

ABSTRACT. — We give necessary conditions for a random walk in a
random environment (r.w.r.e.) on a group, to be recurrent (the group
must be amenable and the homomorphism associated to the invariant
measure must be null) and also examples of recurrent reversible R.W.R.E.’s
on R? for arbitrary d.

Dans la premiére partie de cet article, nous démontrons la moyennabilité
des groupes récurrents pour les marches aléatoires en milieu aléatoire, et
le fait que ’homomorphisme caractéristique associ¢ a la mesure invariante
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614 C. SUNYACH

d’une marche récurrente est identiquement nul; ces homomorphismes asso-
ciés aux cocycles de mesures invariantes extrémales jouent un réle impor-
tant; dans le cas des marches aléatoires usuelles ils régissent la croissance
(ou décroissance) exponentielle des mesures invariantes. Nous reviendrons
prochainement sur ce sujet.

Dans la deuxiéme partic nous démontrons I’existence de marches
aléatoires en milieu aléatoire réversibles récurrentes sur RY pour toute
valeur de d. Ce résultat, notamment pour d=3, pourrait avoir des consé-
quences inattendues en mécanique statistique.

Je tiens a remercier Y. Guivarc’h et Cl. Kipnis qui m’ont initié¢ au vaste
et difficile sujet des marches aléatoires en milieu aléatoire et O. Adelman,
E. Andjels, J. P. Thouvenot avec qui j’ai eu des échanges stimulants
pendant I’élaboration de ce travail.

La premiére rédaction de ce texte était achevée lorsqu’est paru Iarticle
de R. Durrett dans le dernier numéro des Communications in Math. Phys.
Il démontre notamment P’existence de marches aléatoires en milieu aléatoire
réversibles récurrentes sur Z¢ et surtout le caractére logarithmique de leur
diffusion. Pour la question de la récurrence, nos résultats sont similaires
bien que les points de vue adoptés soient sensiblement différents. Ce texte
développe la Note [13].

I. CONDITIONS NECESSAIRES DE RECURRENCE

A. Moyennabilité

Considérons un groupe infini dénombrable I' et une marche aléatoire
en milieu aléatoire sur I', C’est-a-dire un systéme dynamique ergodique
(Q, o, n, 6%[xel]) et une famille mesurable de noyaux markoviens
P, (x, y) sur I" tels que

VoeQ, Va, xetyel
Poam(x, y)“_‘Pm(a.X, ay)

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



TRANSCIENCE ET RECURRENCE DES M.A.M.A. 615

On notera t° la translation a gauche de a sur I":
(x)=a.x et T (fHx)=f(a.x).

Rappelons la propriété suivante des groupes moyennables :

ProPOSITION 1. — Pour que le groupe T soit moyennable il suffit que
sur tout sous-espace vectoriel séparable de 1° (I'), invariant par toutes les
translations t* et contenant les constantes, il existe une forme linéaire de
norme plus petite que 1 (ou égale), invariante par toutes les translations t°
et égale a 1 sur la fonction identique a 1.

Preuve — Pour tout sous-espace vectoriel séparable E de [®, contenant
les constantes et invariant par toutes les translations a gauche, soit E
I’ensemble des formes linéaires sur [, de norme plus petite que 1, dont la
restriction 4 E est invariante par translation a gauche et prenant la valeur
1 sur la fonction identique a 1.

D’aprés I'hypothése et le théoréme de Hahn-Banach, E est un convexe
non vide o(I®, I°)-compact. Par ailleurs 'ensemble des E est filtrant
décroissant. Par suite leur intersection n’est pas vide. Tout élément de cette
intersection est une moyenne invariante a gauche, la positivité résultant de
la construction et du fait que I° est réticulé pour son ordre naturel.

L’énoncé principal que nous avons en vue est le suivant :

THEOREME 2. — Si pour presque tout ® les fonctions P -harmoniques
bornées sont constantes, alors I' est moyennable.

Preuve. — Soit D une partie dénombrable de [*°(T), dense dans un
sous-espace vectoriel E contenant les constantes, et invariante par les
translations a gauche.

1"
Pour tous feD et xeT, la suite @, (o, f, x)=; Y. PL f(x) est bornée
0

dans L®(n) et a fortiori dans L2 (r). On peut donc trouver par extraction
diagonale une suite infinie n, telle que @, (o, f, x) converge faiblement
dans L*(m), pour tous (f, x)eD xI'. Désignons par m, ,(f) la limite.
Montrons que I'ensemble Q, des o tels que m,,.(f) soit P,-harmonique
pour tout fe D est plein. Soient ge L?(n), feD et xeT. La suite

Y | 0n, (@, f; ) Py (%, ) g (@) T (do)

yell
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616 C. SUNYACH

converge vers ijm, , () Py(x, ) g (0) t(dw). En effet pour toute partie
y

finie K de I', on a les majorations :

2

yeK®

2

yeK®

f(P..,,(OD,f, VP, (x, y)g(m)n(dm)’ <||f ||me(x, K)|g (@) |n (dw),

Jmm, y (NP (x, y)g(m)n(dm)l éllijPm(x, K9 |g (@)|n (dw),

et g, (o, f, y) converge faiblement vers m,, , (f) pour tout ye K.
Les restes ) convergent vers 0 lorsque K 1I" d’aprés le théoréme de
yeK®
Lebesgue, uniformément par rapport a p.
Par ailleurs

n+

1
Y 0u@ £ ) P(x )="T1o.. (@ f, )= 1),

yel n

donc
) f m,, ,(f) P, (x, y)g(w)n(dm)=fma,, + () g (@) (dw).

Comme g est arbitraire dans L?(m), il en résulte que :

Y, (NP (x, p)=m, .(f)

pour presque tout . Par suite Q, est plein, car D x I est dénombrable.
Soit beI'. On a

Poo, () =P, (fot? "o,
d’ou
Mebo, < (F)=mg 4. (fo1 ) 1)

pour presque tout ®.

Par continuité uniforme, les fonctions f— m,, . (f) se prolongent en des
formes linéaires continues sur E=D telles que |m,, . (f)| < || f|| (on aurait
pu aussi supposer que D est un sous-espace vectoriel sur Q, dénombrable).

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



TRANSCIENCE ET RECURRENCE DES M.A.M.A. 617

Posons :
m,(f)= f m,, . (f)n(do).

On sait que m,, ,(f) ne dépend pas de x, lorsque weQ,; donc m, (f) ne
dépend pas de x. De plus m, ,=1"(m,) d’aprés (1). Donc m, est une
forme linéaire invariante a gauche sur E, de norme plus petite que 1 et
m_(1)=1. Il résulte de la proposition 1 que I" est moyennable.

COROLLAIRE 3. — Supposons que pour presque tout ® et pour tout xeI’
il existe un entier n=0 tel que P (e, x)>0, e désignant le neutre de T', et
que lensemble des ® pour lesquels P, posséde au moins un état récurrent
soit de mesure strictement positive. Alors I' est moyennable.
+

Preuve. — Soit R = {xel“ 0 Y Pi(x, x)=+0 }, I’ensemble des états
0

P, -récurrents. L’ensemble des o tels que R, ne soit pas vide est 8-invariant;
d’aprés I’hypothese il est donc de mesure 1. De plus par invariance par
translation, pour presque tout ® et pour tous x et yeI, il existe un entier
n=0 tel que P (x, y)>0. Donc pour presque tout ® la chaine P, posséde
une seule classe récurrente, a savoir I'. Par suite les fonctions P,-harmoni-
ques bornées sont constantes. Il résulte alors du théoréme 2 que I' est
moyennable.

B. L’homomorphisme caractéristique
Si pour presque tout environnement , la chaine P est récurrente, soit
A, une mesure invariante strictement positive. En utilisant 'unicité a une

homothétie prés de la mesure invariante, on voit que A (®, x) = A, (X)/A,, (e)
est un I'-cocycle multiplicatif i.e. C®(a.b)=C®(a).C**(b). Donc

x(x)= j Log [, (x)/A, ()] 7 (dw)

est un homomorphisme de I' dans (R, +) (si I'intégrale existe). Nous
supposerons satisfaite I’hypothése d’irréductibilité du corollaire 3.

THEOREME 4. — Supposons que la marche soit récurrente et qu’il existe
une partie symétrique B de T telle que \U B"=T et que pour tout ®eQ et
n=1

xeB, Log P, (e, x) soit m-intégrable. Alors y, est identiquement nul.

Vol. 23, n° 4-1987.



618 C. SUNYACH

Preuve. — Posons v, (x) =4, (x)/A, () et commengons par montrer que
Log v, (x) est n-intégrable pour tout xeI".

Pour tout entier i, on a P (e, x)<v,(x)<1/P,(x,e), vu que
Y & (x) PL (%, )=\, (»). On voit donc que si x€B,

Log v, (x) est bien -intégrable car P, (x, &) =Pg"1, (¢, x~1).
Si xeB?, écrivons x=x,.X, ou x;€B(i=1 et 2). D’ou

P, (e, x;) Por1, (e, X2) < P2(e, x;. X3)
<V, (X) S 1/P2 (x, €) S 1Pyt (%35 €) X Py (x4, ©)

et par suite I'intégrabilité recherchée. On raisonne de méme pour B" et on
conclut car U B"=T".

La propriété de y est une conséquence directe du théoréme limite
quotient, mais il faut s’assurer de I’équi-intégrabilit¢ de la suite des
quotients.

Désignons par J 'opérateur tel que Jf (x)=f (x) si x#e et (J f)(e)=0,

et posons U, =Y P, (JP,)". Montrons que Log U, (x, ) est intégrable pour
0

tous x et y.
C’est clair si x=e car U, (e, y)=v, (y) et par ailleurs
P,(JP,)" (x, »)<U,(x, y)
<U,(e, »)/P,(JP,) (e, x)
=v, () /P, (JP,) (e, X):
un raisonnement analogue au précédent permet de prouver 'intégrabilité
annonceée.

Posons V f(x)=f (x)+U f(x) si x#e et V f(e)=f(e). On sait que si
le support de fest fini et A,(/)=0, alors f=V f—P(V f), d’ou

n—1

% P f=Vf-PV] 2

(voir [8]).
Soient f et g des fonctions positives a support fini, { et n des mesures
positives a support fini, et posons :

Z,(, & & f)=<2<ﬂ, Pf,,g>)/z< & P, [

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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On sait que Z" converge vers {n, 1> v,(g)/<&, 1) v,(f). Admettons que
Log Z; soit équi-intégrable (voir ci-dessous) et soient a et beT; la suite

'@ M), (8 & N-Z"(M, & £, 8)

converge vers 0 puisque les limites ne font intervenir que les masses des
mesures. Mais

2L (M), Po(g) >=2<M, Py, (g°1) ),
¢ 0

donc
E Log Z"(x*(n), ©*(8); & f)=E Log Z"(n, § g° 7", fo1%),
et par suite
E Log v, (g°t")/v, (fo1)=E Log v, (g)/V, (f).

Donc 'homomorphisme caractéristique x(a)=E Log v, ( fo1%)/v, (f) est
nul. Vérifions maintenant que Z] est bien équi-intégrable. D’aprés (2),

on a
" . v, (2) ; < V, (8) >I
,Pigy— P <2 V([g— 222 , 1D,
§<n g> vm(f)<n » sup| V| g vo)(f)f (n, 1)
d’ou :
n ) Va (&) 2 A
Zo(m, m; g,f)évm(f)+ - X sup V(g v ) (f)f)’m, 1),

2An, Pf

en supposant {v,, /> #0; on peut, dans cette inégalité, remplacer sup par
r
sup, ou A est un ensemble fini contenant le support de f et de g, car V
A
vérifie le principe du maximum.
En utilisant les inégalités

Log(s+1)<Log(1+s)+Log (1+1¢)

et

Log (14+s)<Log 2+Log*s,

. Vol. 23, n° 4-1987.



620 C. SUNYACH

et Pintégrabilité déja démontrée de Log v, (8)/v,, (f) et Log U, (x, y), on
voit que Z'(n, m; &, f) est majoré par une fonction intégrable indépen-
dante de n; et de plus minoré car Z(n, n; & f)Zy (M, n; f, g8)=1.

En raisonnant de maniére analogue sur les mesures (ou en appliquant la
propriété précédemment démontrée a la chaine duale par rapport a A,)
on voit que Log Z! (n, &; f, f) est équi-intégrable. Il en est donc de méme
de Log Zi (0, &; g, f) car

Zon, & g N=2Z,(m,n; & NHZy(M, & £, 1)

CoRroOLLAIRE. — §’il existe un cocycle de mesures invariantes dont I'homo-
morphisme caractéristique n’est pas nul et sous les hypothéses d’intégrabilité
précédentes la marche est transiente.

Pour les marches réversibles, on peut aisément calculer '’homomor-
phisme caractéristique associé a la mesure réversible. En effet

A(x)P(x, )=A() P(y, x),
d’ou
x(x)=E Log A(x)/A(e)=E Log P(e, x)/P(x, e).

Si d=1, on retrouve le critére de Solomon, car les marches ne chargeant
que les proches voisins sont réversibles, dans ce cas [10].

Dans le paragraphe suivant, nous montrerons qu’il existe des marches
réversibles récurrentes sur R%. On peut, en utilisant les critéres de Ichihara
[4], trouver des conditions suffisantes pour qu’une marche réversible
d’homomorphisme nul soit transitoire si d =3 (voir la proposition 6 ci-des-
sus).

Les énoncés ci-dessus peuvent s’étendre aux groupes localement com-
pacts a base dénombrable. Pour une marche usuelle le théoréme 4 dit que
le groupe est unimodulaire (voir [3]).

II. DIFFUSIONS EN MILIEU ALEATOIRE
RECURRENTES

Le but de cette partie est de montrer que la croissance polynomiale des
groupes portant des M.A.M.A. récurrentes réversibles n’est pas limité,
comme pour les marches aléatoires usuelles.

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



TRANSCIENCE ET RECURRENCE DES M.A.M.A. 621

Je vois plutot étudier des diffusions récurrentes sur R?% pour avoir des
exemples de marches aléatoires il suffira de considérer les noyaux résol-
vants a V,=(I—L/o) "%

Je supposerai que le générateur est globalement symétrique, en ce sens
qu’il existe une fonction borélienne >0 et une matrice symétrique boré-
lienne A;;, telles que :

_1c 0 () i
Lf= wzaxi@,,axj) (fe 9 (R%)

au sens des distributions. La matrice A;; est supposée localement uniforme-
ment elliptique : '
pour tout compact K il existe un réel positif A=A (K) tel que

VEERY, VxeK|EAST A, (0)EESAIER

et de méme V est supposée localement minorée et majorée.
On sait que la diffusion minimale associée a L est récurrente si

J‘w r3~ddr
=+ 00
1 (Z Aij (%) x; xj) o, (dx)

en désignant par o, la probabilit¢é uniforme sur la sphére de rayon r
centrée en I’origine (voir Ichihara [4]; cet auteur suppose que y=1. Il est
essentiel pour notre propos de ne pas faire cette hypothése, mais les critéres
de récurrence restent inchangés).

Soient (Q, «, P, 6%, xeR% un systéme dynamique ergodique et des
variables aléatoires Y (x), Afj(x) telles que pour tout m les hypothéses
précédentes soient vérifiées (les constantes peuvent dépendre de ®). Suppo-
sons que pour tout a€R? il existe une variable aléatoire U* () telle que

VY (x)=U" (@) ° (x +a)
et (3
A?}"” x)=U*()Af;(x+a),
pour tous o, x, i et j. Alors la résolvante V¢ est covariante, en ce sens
que :
Ve (f)=[Ve(for Hewt  (@>0).

Rappelons en effet que si f est une fonction borélienne bornée positive a
support compact, et si u, est 'unique solution continue et nulle au bord,

Vol. 23, n° 4-1987.



622 C. SUNYACH

dans la boule B, centrée en lorigine et de rayon n, de I'équation
(a—L®) u,=f, au sens des distributions, alors la suite u, est croissante et
son enveloppe supérieure est Vo f.

Soit aeR? et v, la suite correspondant 3 ® =6 ®. On sait que v, € H'(B,)
et )

L%y, = @13-70 Y o,(A%®9;v) sur B,
donc

1
@014

L%y = Y 0,(A%01°9;0,)  sur B,

L¥0p =[L®(p,o1® )]ot® sur B,

ces transformations ayant bien un sens car 0; v,eL2(B,) pour tout j et
L (v,) L (B,).
Il en résulte que :
f=(@—L")p =[(@a—L*) (v,o1* )]ot* sur B

n

-1 -1 < oqr
donc v,°1* " converge vers VO(fot® '), et v, vers V*( f) ce qui démontre
la covariance annoncée.

THEOREME 5. — Soient (Q, o, P, 0%, xeR? un systéme dynamique
ergodique, (B,), .ra un champ aléatoire a accroissements stationnaires et a
trajectoires continues issues de [origine et a;;(®) une matrice aléatoire
symétrique telle que 0 <o | x|*<(a(w)x, x)SB|x|? ot 0<a<P< + oo sont
des constantes. S’il existe €>0 et >0 tels que :

lim supP( sup B,/Logt<—(d—1)—n)>0,

t—=> o t—e | x| =t

alors pour presque tout o, la diffusion minimale de générateur :

Lo f()me oy 2 <“i. (67 @) > 5@:) )

ij 0% X;
est récurrente.
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Preuve. — D’aprés le critére rappelé ci-dessus, il suffit de montrer que :

Jw dr
=+,
1

r"‘lJ (3 a;; (0™ ) u;u;) ¥ @ du

Jul=1 1, j

ce qui sera assureé si la variable aléatoire Z définie par

® dr
Z= f exp— sup B,,(®) a1
1

ueSj—1

est-elle méme infinie.
Posons B, ;= sup B,. Pour tout £¢>0, on a

rs|x| =s

Z> &

=k§1 ———[1+(k+1)8]"_1 eXp“§1+ke, 1+Gk+1)e

€ -
supP| ——————exp—B, 4. >a|SP(Z>a
kp ([1+(k+1)8]d1 P—D1 ke, 1+k+1) ) ( )

pour tout aeR, i.e. en posant t=1+(k+1)e,

P( LB .. <—@-1-— Log 9)gP(Z>a),
Logt ' log ¢ €

donc si >0, on aura :

1 <
p=lim sup P(thBt—s, - —(d—l)—’ﬂ>§P(Z>a)a

t—= ©

et par suite p<P(Z= + o) puisque a est arbitraire.
Nous venons de montrer que Z est infini sur un ensemble de mesure
positive. Par ailleurs I’énergie de la probabilité d’atteinte de A, soit e, (A)

est la borne inférieure de j A‘;}—éz I

A€ X; OX;
tions feH{_ (A°), continues sur A, égale a 1 sur A et nulles a Iinfini.
La stationnarité de B montre que (3) est satisfaite par le générateur L°.
Dol €4, (A)=U%(0) xe,(A—a) pour tout aeR% Il en résulte que
eg, (A)=0 si et seulement si e, (A —a)=0 et par suite 'ensemble des ®

dx, prise sur I’ensemble des fonc-

Vol. 23, n° 4-1987.



624 C. SUNYACH

tels que L® soit récurrent, qui est aussi 'ensemble des ® tels qu’il existe
une boule K telle que e, (K)=0 (voir [4]) est 0-invariant. Donc, sous les
hypothéses du théoréme, L® est récurrent pour presque tout . La cons-
truction ci-dessus s’étend vraisemblablement aux groupes nilpotents gra-
dués.

Exemple. — Supposons que le champ (B,) soit autosimilaire, i.e. il
existe a>0 tel que les champs (B,,) et (A*B,) aient méme loi pour tout
A>0; la condition ci-dessus est équivalente a P( sup B,=<0)>0. Elle est

Ix|=1
donc satisfaite si le support du champ (B,),, -, contient une fonction
strictement négative, comme me I’a fait rematquer O. Adelman.

Vérifions-le pour les Browniens a d paramétres (voir [11]). Il nous suffit
de voir que si p est une mesure bornée sur la boule unité telle que

2
E(fB, dp (t)) =0, elle est nécessairement concentrée en I’origine.

Or JB,du(t)=0 p.s., dou EJVBSB,du (t)=0 et par suite

J|t|"+|s|“—|t—sl‘*du(t)=0

pour tous se R%. En remplagant s par As et en faisant un développement
asymptotique en A — + 00, on voit que Jtdu(t)=0 et j|t|”du(t)=0 si
0<p<2.

11 s’ensuit que si p est une mesure positive non concentrée en 1’origine,

la loi de jB, du(t) n’est pas dégénérée sur R; si le signe de p n’est pas
constant, la loi de ( j B,du, (v), jB,du_ (t)) n’est pas dégénérée sur R?

d’aprés ce qui précéde, donc celle de JB, d, (t) ne I'est pas non plus sur R.
Terminons par un critére de transience.

PropOSITION 6. — Si le champ (B,) est gaussien et si I'ensemble des 0
sur la sphére unité tels que :

lim sup E (B,g)*/Log t<2(d—2)

t— o©
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TRANSCIENCE ET RECURRENCE DES M.A.M.A. 625

est de mesure de Lebesgue strictement positive, alors pour presque tout ®,
la diffusion minimale de générateur L° est transiente.

Preuve. — Elle découle facilement de la condition de transience de
Ichihara, a savoir que ’ensemble des 0 tels que :

o
J e Bodt/t? ' < + 0
1
est de mesure strictement positive. Si B est gaussien, on a :

0 o)
E f e Buodg/t ! = j DB B pjgd=1,
1 1

et la condition ci-dessus s’en suit en écrivant que :

el/2E|Bg| Z/td~1 §C(0)/t1 +e

avec £>0.

Remarque. — Lorsque d=3 ce résultat est en contradiction apparente
avec ceux de [7] et [9]. Mais ces auteurs, en supposant que la moyenne de
la marche est nulle pour tout environnement limitent de ce fait beaucoup
les effets de I'environnement comme on peut s’en convaincre, et donc la
classe de marche aléatoire qu’ils étudient. Il n’y a vraisemblablement pas
dans cette classe, si d =3, de marches récurrentes.

Signalons enfin les travaux de Andjels, Kalikov, Key et Solomon sur la
récurrence et la transience des marches aléatoires en milieu aléatoire (voir

(11, [5], [6], [10)).
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