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ResuMiE. — Nous montrons que la propriété de convergence presque
N—-1

siire des moyennes N Y f(TPx).g(T"x) sur un systtme dynamique
n=0

probabilisé est conservée par extension isométrique. De plus, nous amé-
liorons les résultats connus sur la convergence en moyenne de ces expres-
sions.

Mots clés : Théorémes ergodiques ponctuels, mesure diagonale, extension isométrique,
systéme distal. ‘

ABSTRACT. — We prove that the property of almost sure convergence
N-1

of the means N Y f(TPx).g(T%x) on a dynamical system is preserved
n=0

by isometric extensions. Moreover, we improve known results concerning
the convergence in the mean of these expressions.

INTRODUCTION

Soit (X, &, p) un espace probabilis¢ muni d’une transformation T
inversible bimesurable et préservant u. On s’intéresse a la convergence des
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594 E. LESIGNE

moyennes
1 N-1
— Y [T goT™ (1
N n=0
ou p et q sont deux entiers relatifs et f, g deux fonctions de carré intégrable
sur (X, &, p). On sait que ces moyennes convergent dans L' (w) (cf. [1]);
le probléme de la convergence presque siire est soulevé par H. Furstenberg
dans [2].
Les entiers p et g sont dorénavant considérés comme fixés.
Nous dirons que le systéme dynamique (X, o7, p, T) vérifie la c. p.s. m.

(convergence presque siire des moyennes) si, pour tous f, g dans L2 (), la
N-1

. 1
suite (ﬁ Z feo T"".goT"") converge p-presque partout.
n=0

Dans un article précédent, [3], nous avons démontré que, pour qu’un
systtme dynamique vérifie la c.p.s.m., il suffit que tous ses facteurs
d’entropie nulle vérifient la c. p.s. m. En particulier la c. p. s. m. est assurée
pour les K-systémes.

Dans [6], D. Berend démontre, entre autres choses, qu'un endomor-
phisme surjectif d’un tore de dimension finie vérifie la c. p.s. m.

Nous démontrons dans la présente note que la c. p. s. m. est une propriété
conservée par extension isomeétrique. En résumé, on appelle extension
isométrique de (X, T) un systéeme du type (X x H/K, T) ou K est un
sous-groupe d’un groupe compact H et ou la transformation T est définie
par la donnée d’une application @ de X dans H et par la relation
T(x, h.K)=(Tx, ¢ (x)h.K). Une définition compléte est donnée dans le
II. 1.

Le principal résultat démontré (théoréme 3) est que si (X, T) vérifie
la c.p.s.m. alors (X x H/K, T) vérifie également la c. p.s. m. Un corollaire
de cette affirmation est que tout systéme distal qui peut étre construit,
partant du systéme trivial, par une chaine transfinie d’extensions isométri-
ques successives, vérifie la c. p.s. m.

Pour démontrer ce résultat, on a besoin de préciser quelques points
concernant la convergence en moyenne des expressions (1); dans le
théoréme 2, on étudie I'ergodicité des mesures obtenues comme limite des
moyennes (1); dans le théoréme 1, on étudie la convergence
« Césaro-uniforme » de (f o TP". goT%) dans L (p).

Le plan de T’article est le suivant :

La partie I est consacrée a I’étude de la convergence en moyenne : on y
démontre les théorémes 1 et 2.
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THEOREMES ERGODIQUES PONCTUELS 595

La partie II est consacrée a I’étude de la convergence presque siire et
des extensions isométriques :

— on commence par donner des définitions preécises (I11.1);

— on rappelle ensuite quelques résultats connus concernant la c. p.s. m.
(I1.2);
— enfin on énonce et on démontre le théoréme 3.

. . 1
Remarque sur les notations. — Dans toute la suite, I’expression « FIZ »

remplace, quand aucune confusion n’est a craindre, Iexpression

1 Nt
«—= ».
N 5

I. ETUDE DE LA CONVERGENCE
EN MOYENNE

Un résultat général sur la convergence en moyennes de suites du type
1 TR .
<§Z fieTh.f oT’i) a été établi dans [1]. Nous allons préciser, dans un

cas particulier, ce résultat.

Considérons un espace probabilis¢é (X, o/, p), muni d’une
transformation T, inversible, bimesurable et préservant p. On suppose que
le systéme dynamique (X, <, p, T?9) est ergodique.

TueorREME 1. — Si f,, f,€L2(p), la suite

1 N-1
(ﬁ Z floTp("+m).f2°Tq(n+m)>
n=0

converge dans L' (1), uniformément quand m varie dans Z.

Remarque 1. — Le fait que, pour tout m fixé, la suite précédente

converge dans L' (i) est un résultat connu (cf. [1]) et la limite est bien sir
indépendante de m.

Remarque 2. — Dans le cas d’une transformation (faire f, = 1), ce
résultat de convergence « Césaro-uniforme » est une généralisation immé-
diate du théoréme ergodique en moyenne.

TueorEME 2. — Il existe sur (X x X, o ® ) une famille {p, | xe X} de
probabilités TP x T%invariantes et, p-presque siirement, TP x T?-ergodiques,

Vol. 23, n° 4-1987.



596 E. LESIGNE

telle que : pour tous fy, f, dans L?(p),
N-1

z S1(T"x). f,(T* x)

. J’ 1
lim —
N->+wo JX N n=0

“j S1(x1) . f2 (x2) dp (x4, x5) | dp(x)=0.
XxX

Remarque 3. — On pourra constater, dans la démonstration du
théoréme 2, que les mesures p, sont obtenues en désintégrant la mesure
produit p ® p au-dessus de la tribu des événements T? x T4-invariants.

Remarque 4. — Gréace a des théorémes de représentation, on peut
demontrer qu’il n’y a pas de restriction réelle a supposer, pour démontrer
les théorémes 1 et 2, que X est un espace compact métrisable, que .o est
sa tribu borelienne et que p est une probabilité réguliére sur (X, 7). (Ceci
est expliqué dans ([2], chap. 5) et dans [4].) On se placera dans cette
situation.

Preuve du théoréme 1. — On supposera que p et g sont non nuls, ce
qui écarte un cas déja traité. On reprend, en la généralisant légérement, la
démonstration de la convergence en moyenne pour m=0, telle qu’elle
figure dans [1]. Notons &5 le sous-espace fermé de L?(n) engendré par les
fonctions propres sous I’action de T. Nous allons montrer que :
si f; €(&4)* ou f,e(&)*, alors

-1

lim ——— Z fioTP" f,oT™"=0, dans L' (1), (2)

N-M->+0o N—M

si fyeé et f,e€8, alors
N-1

lim —l—ﬁ Y fieTP" . f,oT existe dans L1(p). (3)

N-M-+0 N—M oy
Ces deux résultats entrainent que, pour tous f;, f, dans L?(p), les
N-1

Y fieTP . f,oT™" convergent dans L!'(p), quand

n=M

expressions
N

N —M tend vers I'infini. Ceci est bien le résultat annoncé.

Dans la suite de cette démonstration, «

1 .
) » désignera
-M

N M ,=um
Commengons par établir (2).
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THEOREMES ERGODIQUES PONCTUELS 597

Fixons une famille {fy y|NeZ MeZ N-M >0} déléments de
L™ (), vérifiant || fy u||. < 1 pour tout (N, M).
Fixons deux suites (Np)>o € (My),», dans Z telless que
lim N, —M,= + .
k= + o0
On notera g, la fonction fy, v,

Si W est une fonction continue sur X x X, posons

xk(\u)=f 800 IM
X Kk k

Y W (T? x, T x) dy (x).

On peut extraire de la suite bornée de mesures (Ay)y > o sur X x X une
sous-suite (M), » o qui converge étroitement. Fixons une telle sous-suite et
notons A sa limite.

On vérifie sans peine que, pour toutes fonctions mesurables bornées f;
et f,sur X,ona:

M (i ®fz)=fxgk (). ﬁ 2 L1 (TP %) £ (T x) dp (x).

Ceci permet de prouver que la mesure A est T? x T?invariante.
D’autre part, si u et v sont des fonctions continues sur X, on a

NkiMijx|ul(Tp"x). |v] (T x) dp. (x)

|>\‘k(u®v)l =<

1 - n
N M Zf || (T?~2"x). |v|(x) dp (x).
k X
Or, d’aprés la remarque 2 et 'ergocité de T? 7%, on a

lim 1 ZI |u[(T®~2"x). |v] (x) dp(x)

k= + o0 Nk—Mk

=I |u|(x)du(x).f |v] (x)dp (x).
X X

On en déduit que, si u et v sont des fonctions continues sur X, on a:
M) = @W(u|® ).

Ceci entraine que A < p ® M.

Notons ¢ la densité de A par rapport a p® u. La fonction ¢ est un
élément T? x T%invariant de L?(p ® p). La fonction ¢ appartient donc au
sous-espace fermé de L?(pn ® p) engendré par les fonctions de la forme
f1® f, ou f et f, sont dans &.

Vol. 23, n° 4-1987.



598 E. LESIGNE

Si u et v sont des fonctions continues sur X, on a :
lim M (u®v)= @ (g, X2). u(x1). v (xz)dp(xy) dp (x2).
k= + o XxX
On note (gy), (N;) et (M;) la suite de fonctions et les suites d’entiers
associées a la suite A, par
1
Ni—M;

A (4 ® v)= j (%) T u (TP x). v (T x) dp (x).
X

On vérifie sans peine que ’on a encore, pour tous f;, f,€L? (),

lim j 00— 3 £, (T™ ). £, (T™ x) dp ()
x M,

k= + o N;(—
=J @ (x4, x2).fy (x1). 2 (x5) dp (x1) dp (x5).
X xX .

Fixons a présent f, et f, dans L?(p) telles que f; e(&p)* ou f,e(&)*
On a alors:

. 1
lim Lg,: () sy 2 (T £5 (T 5) d (9=0.

Ceci étant vrai pour une suite (Nj, M;) extraite d’une suite (N,, M,)
arbitraire, on a en fait :

lim j P 3£ (T2, (T95) d () =0,

N-M-+o

La famille fy y €tant arbitraire, on peut la choisir de fagon que

1

o 53

1
ZfloTpn.fonqnz N_—I\ZZfl OTP".fZOTq" .

On prouve ainsi la convergence en moyenne vers 0, quand N—M tend
1
oTP" £, oTI" et (2) est établi.
N 2T (2)
Montrons a présent (3).
Soient f; et f, deux fonctions propres sous I'action de T :

vers + oo, de

JSioT=p,.f; et S22 T=p,.f3,
avec py, p,eCet|p,|=|p,|=1.

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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On a

./ 1 0 si ph.pi#1
lim ¥ £, (T ). £ (T )= L
N-M-+0 N—M f1(x). [ (%) St py.p2=1L
L’existence de cette limite est encore vérifiée lorsque f; et f, sont des
combinaisons linéaires de fonctions propres. Mais cette convergence ponc-
tuelle n’est plus vérifiée pour des fonctions f; et f, quelconques dans &'
(c’est déja faux dans le cas d’une seule transformation).

Si g, et g, sont des combinaisons linéaires de fonctions propres sous

l’action de T, alors elles sont bornées et la convergence ponctuelle de

1

N-M Y g, °TP". g, o T entraine la convergence dans L' (1) de ces expres-

sions. C’est cette propriété de convergence en moyenne qui se prolonge
par densité a des fonctions de 7. L’argument est standard et il est inutile
de le détailler ici.

On démontre ainsi ’assertion (3), ce qui achéve la preuve du théoréme.

Preuve du théoréme 2. — Commengons par préciser quelques notations :
nous noterons &£ la plus petite sous-tribu de &/ rendant mesurables toutes
les fonctions propres pour P'action de T sur L2(pn). On a L?(n, ) =46r.
Le systéme dynamique (X, 4, p, T) est a spectre discret (c’est le facteur
maximal a spectre discret du systéme initial). Il est donc isomorphe a une
rotation sur un groupe compact abélien, autrement dit il existe un groupe
compact abélien (G, +), un élément o de G, un élément X, de 4, une
injection ¥ de X, dans G tels que:

— quand G est muni de sa probabilité de Haar mg, la transformation
R: g g+a est ergodique;

- uXY=let T(X)=Xy;

— ¥ est mesurable de (X,, 4) dans G muni de sa tribu borélienne et
¥ envoie  sur mg;

— Ro¥W=W¥-T.

Etudions a présent la convergence des moyennes. On écarte le cas connu
ou I'un des entiers p ou g est nul.

On a démontré (cf. [1] ou preuve du théoréme 1) que, si f;, f,€L2(W),

. 1
la suite <ﬁz fioTP" . fr0 T"") converge dans L (i) et que seules apportent

une contribution a la limite les projections de f; et f, sur &r.
C’est-a-dire :

Lt

1 .1
lim ﬁZfloTv".fon«"zhm EZE(fl | B) TP E(f, | B) T
Ll

Vol. 23, n° 4-1987.



600 E. LESIGNE

Posons f;=E(f; | #) ¥~ ".
On a

1 " " 1
ﬁZfl oRP"(g).f,°R™(g)= EZTI (g+pna).f, (g +qno).
Pour presque tout g dans G, on a donc

lim 1—1}—2 JieR™(g).T,° R (g) =J i (g +ph).J; (g +qh) dh.

N-+ o0

Cette expression définit, pour tout g, une probabilité i, sur G x G.
Celle-ci définit, pour presque tout x, une probabilité p_ sur X x X : si
xeX, si fi, ,eL?(w),

J J1(xe) - 2 () dp (x4, X;)

=j E(f; [ B) oW~ (¥ (x)+ph).E(f, | B) oY~ (¥ (x)+ gh) dh.
G
Dans la suite, on utilisera la notation fonctionnelle suivante :
B (fy ®f2)=J‘ f1(xp) . fo(x5) dp, (x4, X,).
X xX

On a bien convergence en moyenne, pour tous f;, f,€L?(p), de la suite
1
<§2f1 o TP f, oT"") vers la fonction x— p_(f; ® f>).

Les probabilités u, ainsi définies sont bien siir T? x T%invariantes. Nous
allons a présent donner deux arguments distincts pour prouver que les
probabilités p, sont (p-presque siirement) T? x T?-ergodiques. Le premier
argument exploite la forme précise des mesures p, et utilise la désintégra-
tion de la probabilité produit p ® p en probabilités T? x T?-ergodiques. Le
second argument utilise le théoréme 1.

(a) Désintégration de n ®

Dans L?(u ® p), le sous-espace des T? x T4-invariants est engendré par
les fonctions de la forme y, ¥ ® y,>¥ ou vy, et v, sont des caractéres
de G vérifiant v, (pa).v,(qo)=1.

Autrement dit, dans L? (pn ® p), le sous-espace des T? x T?invariants est
engendré par les fonctions de la forme y7-W ® y™?o¥ ou y décrit le
groupe des caractéres de G (4).

Annales de Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Considérons l'application p de GxG dans G définie par

P81, 82) =981 — P8
Notons G la tribu borélienne de G.

L’affirmation (4) est équivalente a : la sous-tribu .# des éléments T? x T4-
invariants de &/ ® «f est, modulo p ® p,

F=¥"1(p"1(Q)).

La désintégration de p ® p au dessus de £ s’écrit

j fi (x)du(X)-f fz(x)du(x)=j [J i (g+Ph)‘fz(g+qh)dh]dg~
X X G G

On voit ainsi que les mesures p, définies précédemment sont exactement
les mesures qui apparaissent quand on désintégre p ® p au dessus de £.
On sait que ces mesures sont ergodiques.

(b) Autre preuve de l'ergodicité des mesures limites p

Pour prouver que, pour p-presque tout x, la probabilité p, est T? x T
ergodique, il suffit de montrer que, pour p-presque tout x, pour toutes

. . . 1

f1, [, fonctions continues sur X, la suite (ﬁz f[1oT"® f2°T“"> converge

faiblement, dans L2 (), vers p (f; ® f5).

11 suffit de montrer que, pour p-presque tout x, pour toutes fi, f5, f3, f4
fonctions continues sur X, on a:

Nlim J‘ [;Zfl(Tp"xl)-fz(anxZ)]fs(xx)_-f4(x2)dux(xl’ X2)
:px(fl ® f2).|.lx(f3 ® f4)

En utilisant la séparabilité de I’espace des fonctions continues sur X, on
constate qu’il suffit de montrer que, pour toutes fi, f5, f3, f4 fonctions
continues sur X, pour p-presque tout x, on a:

N-+ o0

lim Px((’;_]z f1°T"® f, °Tq">-f3 ®f4>=ux(f1 ® f2) 1w (f3 ® f2).

Soient donc f3, £, f3, f4 des fonctions continues sur X.

Soit € > 0.
D’aprés le théoréme 1, il existe NyeN tel que: si N > N, et me Z, alors
N-1
1
| | £ aremy pavemg g0 m|aem <o
X n=0

Vol. 23, n° 4-1987.
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Ona:

—ux(f1®f2).ux(f3®f4)

-1

v L Zfl(Tﬂ"“")x).fz(T“"*'"’x)

mONnO

N-1
f Hx(‘l‘ Y floTl’"®f2°T"".f3®f4)
X N n=0
=M—'+00 L
XS5 (@"0) Sa (T x) —p (f, @ ) - e (s ® )
L Mo
<k =
= len},iuf[‘j‘x M <o

2. (f5(T™x) £, (Tam y)
[ Nt
X <—1:1 ;0 Ji (Tp(m+n)x)-fz(Tq("'"")x)’—Hx(fl ®fz)>

M-1
+j-
<M =

ZO ST ) £ (T ) = (fs ® fo)

ap(x)

dp(x)

dp (x)

I ® ] anco)|

< fslle-ll falloe+0  pour tout N > N,
On a donc:

lim J
N->+w JXx

Or I'expression ici intégrée est bornée, positive et a une limite quand N
tend vers l'infini (d’aprés le théoréme ergodique). Cette limite est donc
nulle p-presque partout, ce qui est le résultat que 'on cherchait a établir.
La démonstration du théoréme 2 est achevée.

1 N-1
ux<ﬁ Z flOTpn®f2°an.f3®f4)
n=0
1 (fi® ) 1 (f3® f)

dp(x)=0.

Il. EXTENSIONS ISOMETRIQUES

1. Ce paragraphe est consacré a I’énoncé de définitions.

La definition des systémes dynamiques réguliers est celle donnée par
H. Furstenberg dans [2). La définition des extensions isométriques est celle
donnée par J. P. Thouvenot dans [5].

DEFINITION 1. —Un systéme dynamique probabilisé (X, o/, u, T) est dit
régulier si X est un espace compact métrisable, si of est sa tribu borélienne
et si n est une probabilité réguliére sur (X, ).

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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DeriNiTioN 2. — Soit (Y, 9, v, S) un systéme dynamique probabilisé.
Soient H un groupe compact métrisable et K un sous-groupe fermé de H.
Notons & la tribu borélienne de H/K et m I'image sur H/K de la mesure de
Haar de H. Soit ¢ une application mesurable de Y dans H. Le systéme
(Y xH/K, 2 ® 8, v® m, T) défini par

T, h.K)=(Sy, (¢ () h).K)

sera appelé une extension isométrique du systéme (Y, 2, v, S).

DEFINITION 3. — Reprenons les notations de la définition précédente. On
dira que (Y xH/K, 9 ® B,v® m, T) est une extension isométrique sans
spectre discret du systéme (Y, 9, v, S) si toute fonction de L*(v ® m) qui
est propre sous T est en fait définie sur Y. Cette condition s’ énonce préciseé-
ment de la fagon suivante : si f e L? (v ® m), si AeC et si, pour presque tout
v, WeY xH, onaf(Sy, () h.K)=A.f (¥, h.K), alors il existe f e L2 (v)
vérifiant, pour presque tout (y, h), f (v, h.X)=F ().

2. Nous rappelons, dans les propositions 1 et 2, des résultats connus.

ProrosiTioN 1. — Soit (X, «, p, T) un systéme dynamique probabilisé.
Si E, et B, sont deux parties de L*(p) qui engendrent des sous-espaces
vectoriels denses dans L2 (W) et si, pour tout f,€E, et tout f,eE,, la suite

1 . .
<§Z f1oTP". f, 0T | converge p-presque siirement, alors ceci est encore

vrai pour tous f, et f, dans L (p).
La démonstration de cette proposition, basée sur une inégalité maximale,
se trouve dans [3] et [4].

ProposITION 2. — Si G est un groupe compact abélien et si o€ G, alors,
pour tous f, et f, dans L*(G), la suite

(-;—zflwpna).fz (g+qnoc))

converge pour presque tout g.

Preuve de la proposition 2. — L’argument figure déja dans la preuve du
théoréeme 1. Soient f;, f, des fonctions continues sur G, et g un point de

G. Appelons H le sous-groupe fermé de G engendré par a. Le théoréme
de Weyl permet d’affirmer que

lim %Z fi(g+pna).f, (g+qn<x)=f fi(g+ph).f,(g+qh)dh.

N-=+w

Vol. 23, n° 4-1987.
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3. Enongons 4 présent le principal résultat.

THEOREME 3. — Soit (Y, 9, v, S) un systéme dynamique régulier. On
suppose que SP, S% et SP~1 sont des transformations ergodiques de (Y, 2, v).

Soit (X, o, b, T) une extension isométrique sans spectre discret du
systéeme (Y, 9, v, S).

Si, pour tous f, f, dans L*(Y, V), les moyennes

N-1

—;— PEACDEACS

convergent pour v-presque tout y, alors pour tous f, f, dans L*(X, p), les
N-1

moyennes N Z J1(T?"x). f, (T x) convergent pour |-presque tout X.
n=0

Remarque. — Si on suppose que la transformation T est continue, on
peut Oter les hypothéses d’ergodicité de S? et S%. Ceci apparaitra clairement
dans la démonstration du théoréme.

Cas des systémes distaux. — Suivant les définitions figurant dans [5], un
systéme dynamique mesuré distal est un systéme que I’on peut construire, a
partir du systéme trivial, par une chaine transfinie d’extensions isométri-
ques successives. On peut imposer que, dans cette chaine, la premiére
extension « absorbe » toute la partie discréte du spectre du systéme. Ainsi,
sous une hypothése d’ergodicité, le théoréme 3 s’appliquera a toutes les
autres extensions. D’aprés la proposition 2, la premiére extension vérifiera
la c.p.s.m. De plus, d’aprés la proposition 1, on peut affirmer qu’un
systéme qui est limite d’une famille totalement ordonnée de systémes
vérifiant la c. p. s. m., vérifie encore la c. p.s. m. On prouve ainsi, par induc-
tion transfinie, que tout systéme dynamique mesuré distal (X, o/, p, T)
vérifie la c. p. s. m. dés que les transformations T?, T? et TP 1 sont ergodiques.

Pour démontrer le théoréme 3, nous aurons besoin de la proposition
suivante dont une démonstration sera donnée aprés celle du théoréme.

ProrosiTION 3. — Soit (X, o/, W) un espace probabilisé régulier et U, V
deux transformations mesurables de cet espace, laissant la mesure p inva-

riante et agissant de fagon ergodique.
Il existe une partie p-négligeable A de X vérifaint : si xe X\ A et si (N,)
est une suite croissante d’entiers tels que, pour tous f,, f, fonctions continues
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1
sur X, la suite (ﬁ Y. f1(U"x). £, (V" x)) converge, alors en posant
k

A(fy ® f)= lim Ni Y £ (U"%). £, (V" x),

k—+ 0 k

on définit une probabilité A sur (X xX, o/ ® /) qui est invariante sous la
transformation U x V.

Résumé de la preuve du théoréme 3. — Soit xeX. Soit A une valeur
d’adhérence faible de la suite (Ay) de probabilités sur X x X définies
par: si f; et f, sont des fonctions continues sur X,

M1 ® f2)=§z f[1(T7"%).£,(T"x). «En général » une telle valeur

d’adhérence sera une probabilité invariante sous T? x T En régularisant
A par convolution de fagon convenable (suivant le procédé classique utilisé
dans I’étude de 'unique ergodicité des produits gauches), on construit
des probabilités qui sont encore T? x T¢-invariantes et qui sont de plus
absolument continues par rapport a p,. Ces régularisées coincident donc
avec [, (quand p, est ergodique). Il ne reste plus alors qu’a approcher A

par de telles régularisées pour prouver que (Ay) n’admet qu’une seule
valeur d’adhérence faible.

Preuve du théoréme 3. — Reprenant les notations de la définition 2, on
suppose que

X, o, 1, TH=(YXxHK, 20 %4, vdm,T)

ou T(y, h.X)=(Sy, o (y)h.K).

On considére la famille {p, | xeX} de probabilités sur X x X définie
dans le théoréme 2. Ce méme théoréme appliqué au systéme (Y, 2, v, S)
permet de définir une famille {v, | ye Y} de probabilités sur Y x Y.

Pour tous f;, f, dans L?(p), on a convergence, dans L* (p), de
1
R o TP" . o Tq"
LT,
vers la fonction
X _’j J1(x0) . f2 () dpy (x4, X5).
XxX
Pour tous f;, f, dans L?(v), on a convergence, dans L (v), de

1
ﬁz froSP". fr08
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vers la fonction

yaj 00> 02 dv, (3 1),

En se réfeérant a la construction des mesures p, et v,, et en utilisant le
fait que (X, &, p, T) est une extension sans spectre discret de (Y, 2, v, S),
on peut affirmer que ces mesures sont liées par la relation suivante : si f;,
feL?(p) et si x=(y, h.K)€eX, alors

f S1Ge) - fr (x2) dp (x4, x32)

=f f101s by K). f5 (2, by K) dVy()’p y2)dhydh,. (4)
YxYxHxH

Remarquons que, pour v-presque tout y, si f; et f, sont des fonctions

. 1
continues sur Y, les moyennes ﬁz f1(SP*y). £, (S y) convergent vers

vy (i ® f2). &)

En effet on sait, d’aprés ’hypothése du théoréme, que si f; et f, sont des
fonctions continues sur Y, alors, pour v-presque tout y, les moyennes
convergent. En utilisant I'existence d’une partie dénombrable dense (pour
la convergence uniforme) dans I’espace des fonctions continues sur Y, on
vérifie que, pour v-presque tout y, les moyennes convergent pour toutes
fonctions continues f; et f, sur Y. La limite presque siire de ces moyennes
coincide avec la limite dans L (v), ce qui prouve (5).

Remarquons que, (X, &, p, T) étant une extension sans spectre discret
de (Y, 92, v, S), I'ergodicité de SP et S sur (Y, 2, v) est équivalente a celle
de T? et T? sur (X, &/, ). En utilisant la proposition 3, on construit une
partie p-négligeable A de X vérifiant la conclusion de cette proposition,
ou U=TP? et V=T4 (Cest a cet endroit de la démonstration qu’intervient
I’hypothése d’ergodicité de S? et S%, que I’on peut remplacer par ’hypothése
de continuité de T.) Considérons un point x=(y, h.K) de X tel que:

— x¢A;

— la probabilité p, est T? x T4-ergodique;

— pour toutes fonctions continues f; et f, sur Y,

) 1
lim ﬁZfl(s""y).fz(sq"y)=vy(f1 ® fo). (6)

N—-+ow
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On sait, d’aprés le théoréme 2 et d’apreés (5) que p-presque tout point de
X vérifie ces trois conditions. Le point x est dorénavant fixé. Considérons a
présent une suite croissante d’entiers (N,), s, telle que, pour toutes
fonctions continues f; et f, sur X, la suite B

({I:Zfl (T7 ). f, (T" x))

converge. Notons A (f; ® f,) sa limite. Nous voulons démontrer que
A=p,. Par densité, on peut prolonger A en une unique forme linéaire sur
% (X x X), qui définit une probabilité sur (X x X, &/ ® 7). Pour tous f;,
f, dans L?(p), la fonction f; ® f, est A-intégrable et I'on a

IMA®L =N fillz- || 122 @]

(cf. preuve de la proposition 3).

Puisque x a été choisi en dehors de A, cette probabilité A est T? x T%-
invariante.

D’aprés (6), la projection de A sur Y xY coincide avec v, (8). Nous
allons & présent construire des « régularisées» de A qui seront encore
TP x T?invariantes et qui seront absolument continues par rapport a p,.

Soient ¥, et ¥, deux fonctions continues, positives et d’intégrales égales
a 1, définies sur le groupe H.

On définit une probabilité A * (¥, ® ¥,) sur X x X par, si f; et f, sont
continues sur X,

(A (¥, ® ¥2) (i ®f2)=j J1 01, Bhy K).f5 (2, B by K)

HxHxXxX
x W, (h). ¥, (W) dhdl d\(x,, X,)

[ou 'on note x;=(y;, h;.K), i=1, 2].

En utilisant (7), on vérifie que cette formule s’étend a tous fy, f, dans
L2 ().
On a:

(A% (¥, @¥)) (f, ® )| = fugl‘l’l(h)l-:ug|‘l‘z(h)l

xj |f1(y1, hh, . K).f, (¥, W hz.K)|dhdh’dX(x1, X,).
HxHxXxX
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En utilisant (8) et (4), on obtient
|(K*(‘P1 ®Y))(fi® fz)l < sup l\P1 (h)l sup |\P2(h)|
heH heH

xj ‘fl (x1)|-|f2(x2)|dux(x1’ X3).

Ceci entraine bien que A * (¥, ® ¥,) < p,.

Ajoutons une hypothése supplémentaire sur les fonctions ¥, et ¥,, a
savoir qu’elles sont invariantes sous les automorphismes intérieurs de H
[si h, W eH, ¥;(h~ ' K b)="P,(h)].

On notera, pour yeY et ke N,

e M=0(5"1»).0(8* 2y)...00)

ainsi, on a, pour x=(y, h.K)eX et ke N, T*(y, h.K)=(S*y, ¢® (») h.K).
Soient f; et f, deux fonctions continues sur X. On a:

A*(P, @Y ) (f1°T?® f,°TY)= f1(8?y1, 0P (y,) hh; . K)

HxHxXxX

X f5(S7y, 0@ ()W hy . K). ¥, (h). ¥, (W) dhdh’ d\(x,, x,)

=f f1(8%yy, ho® () h,.K)
HxHxXxX
X f,(S%y5 W 0@ (3) hy . K) . W, (h). ¥, (W) dhdl’ d\(x,, X,).

On a utilisé ici I'invariance de ¥, et ¥, sous les automorphismes
intérieurs de H. En utilisant I'invariance de A sous T? x T% on obtient

Ax (P, @Y (f1°T?"® £ T)=(h* (¥, ® ¥2)) (f: ® fo).

Nous avons ainsi construit une probabilit¢ A* (¥, ® ¥,) qui est
TP x T%invariante et absolument continue par rapport a p,. La probabilité
n, étant T? x T9-ergodique, on a nécessairement A * (¥, ® ¥,) =pu,.

Nous allons a présent approcher A par une suite de ses « régularisées ».
Notons d une distance invariante a droite et a gauche sur H (une telle
distance d existe toujours si H est compact métrisable) et e I’élément neutre

1 . 1 .
de H. Posons, pour n > 0, v, (h)=— —inf (—, d(e, h)>. La fonction v, est
n n

continue, strictement positive sur la boule {h | d(e, h) < 1/n}, nulle en
dehors de cette boule et invariante sous les automorphismes intérieurs
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de H. On pose:

- 1
Y= Tw

J ¥n (h) dh
H

La fonction 7, vérifie les conditions que nous avions imposées a P, et
¥,. On a donc A*(y,® 7, =H, D’autre part la suite de probabilités
(A*(y,®7,)) converge étroitement vers la probabilité A, quand n tend
vers l'infini. On a ainsi prouvé que A et p, coincident. Conclusion (le point
x est toujours fixé) : du fait que % (X) est séparable, on déduit que: de
toute suite croissante d’entiers, on peut extraire une sous-suite (N,) telle

1
que, pour tous f;, f, €€ (X), la suite (EZ f1(TP"x). f, (T x)) converge.
k
La limite est nécessairement W (f; ® f,). Ceci prouve que
IL\IZ f1(TPx). f,(T? x) converge vers u, (f; ® f,). Finalement on a mon-

tré ce résultat pour p-presque tout x. La démonstration du théoréme est
achevée, grice a la proposition 1.

Preuve de la proposition 3. — On note €(X) l'espace des fonctions
continues sur X muni de la topologie de la convergence uniforme. Plagons-
nous sous les hypothéses de la proposition. La fonction A précédemment
définie est une forme linéaire continue sur un sous-espace vectoriel dense de
% (X xX). Elle s’¢tend donc en une forme lin€aire continue sur € (X x X),
c’est-a-dire en une mesure A sur (X xX, & ® &). Si U et V sont des
transformations continues, le fait que A soit U x V-invariante est évident;
dans ce cas I’hypothése d’ergodicité n’intervient pas et 'on peut choisir
A =¢. Il s’agit pour nous d’établir cette invariance en général. Commen-
gons par construire la partie négligeable A de X.

Notons D une partie dénombrable dense de € (X). Notons C I’ensemble
des fonctions de la forme | f; e U—f,|* ou | f; o V-1, |% avec f;, f, €€ (X).
Notons C’ lensemble des fonctions de la forme |f;cU—f,|> ou
| fie V=1, |2 avec fy, f,€D.

Pour tout fdans C’, on a, pour p-presque tout x,

lim %Zf(U"x)= lim %Zf(V"x)=Lfdu. ©)

N-+ N- +

La famille C’ étant dénombrable, il existe une partie p-négligeable A de
X telle que, pour tout xe X\ A et tout f€C’, I'assertion (9) est vérifiée.
Tout élément de C étant limite uniforme d’une suite d’éléments de C’,
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I’assertion (9) est encore vérifiée par tout xe X'\ A et tout feC. La partie
A de X est a présent construite.

Supposons donnés x et (N,) vérifiant les hypothéses de la proposition,
et définissant une probabilité A sur X x X.

Soient f;, f,e€(X); on a:

1 1 172 1
’EZfl (Unx). 1, (V)| < (ﬁz I |2(U"x>) -<ﬁ2|fz|2(V"x)>

Les fonctions | f;|? et | f,|* étant dans C, on en déduit que :

<([1st)"{[1sr4)"

: 1/2 12
lw1®f2>l§(f|f1|2du) -(J|f2|2du> )

Grice a un petit lemme de théorie de la mesure (cf. [4], appendice II),
on en déduit que, pour tous f;, f, dans L% (p), la fonction f; ® f, est bien
définie modulo A, est A-intégrable et que I'inégalité (10) est encore satisfaite.

Etudions le probléme de I'invariance de A. Soient f;, f, €% (X); soit M
un réel vérifiant sup | f;(x)| < M (i=1, 2); soit & > 0.

xeX

Fixons, dans % (X), deux fonctions g, et g, vérifiant

f |f1°U—g1|2du<82, f !szV—gzlzdu<82
X X

1/2

%z £L(U%). £ (V")

lim sup
N->+ow

Et donc :

etsup g ()| <M  (i=1,2).

xeX
On a:
|7»(f1°U®f2°V)—K(g1®g2)| =< I)v(f1°U®(f2°V“g2))|
+|M((f1°U—g) ®g,| S 2Me, daprés (10). (11)

Ona:

’%2 S UV~ 5 g, (U £,(V)
1 |
b ﬁ , Ji(x). f,(0)—f; (UNX)-fz(VNx”

+ '%Z ([1 (U™ %). (V"1 x)—g, (U"x). £, (V" x))|.  (12)
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On a:

1
EZ (f1 (U1 %). £, (V"1 x) g, (U"x). £, (V" x))
1
gﬁz | LU ) —g, (UmX)|.| (V" x)|

1
+§ZIgl(U"x)I-lfz(V"“x)—gz(V"x)L (13)
Ona:

%2 | £ (U™ ) =g, (U ) |.] fo (V"1 )|

1 1/2
S TRATE)
Enfin, puisque x¢ A, on a:

1/2 1/2
lim (%mfloU—gllZ(U"x)) =(f |floU—g1|2du)/. (15)

N-+w

De (12), (13), (14), (15) et de calculs similaires, on déduit que

fimsup | 3£ (U £,(V0) - T £,(U%).g,(V')| £ 2Me,

N-+ow

et donc Iy"(fl ® f)—A(g ® &) | <2Me.
Associé a (11), ceci entraine que

IM(fioU® £LoV)=A(f1 ® f,)| £ 4 M.

Le réel ¢ étant arbitraire, on a prouvé que, pour tous f}, f,e% (X),
AMfieU® f22V)=A(/f1 ® f2).

Gréce a la densité de €(X) ® ¢(X) dans ¥(X x X), on peut conclure
que A est invariante sous Ux V. Ceci achéve la démonstration de la
proposition 3.
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