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La loi des grands nombres de Prokhorov
dans les espaces de type p

par

Jean-Christian ALT

Université Louis-Pasteur, Département de Mathématique,
7, rue René Descartes, 67084 Strasbourg

RisuMi. — La loi des grands nombres de Prokhorov est étendue a des
variables a valeurs dans un espace de Banach de type p. Dans nos résultats
I’hypothése classique du cas scalaire est remplacée par la suivante :

Ve>0, Y exp(—eh, <o

nz1

A=2"2"sup{ Y E<X, x*>% | x*|p=1}.

2n<i§2n+1

Mots clés : Loi forte des grands nombres, espace de Banach de type p.

ABSTRACT. — The Prokhorov law of large numbers is extended to
random variables taking their values in a type p Banach space B. In our
result the classical assumption of the scalar case is replaced by the following
one:

Ve>0, ) exp(—eA, <o

n=1
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562 J.C. ALT

where:

A, =2"2"sup{ Y E{x* X, 0% || x*|ls <1}

2"+1gig2ntl

INTRODUCTION

L’objet de cet article est d’étendre a une large classe d’espaces de Banach
le théoréme suivant, di a Prokhorov [7].

THEOREME 1.—Soit (X,),.n Uune suite de variables aléatoires réelles
(v. a.r.) indépendantes et centrées, satisfaisant la condition :

d¢>0, VneN, |X,| Scn/Log,n p.s.

(ou Log, x=Log[Log(x v €°)).
Cette suite vérifie la loi forte des grands nombres si et seulement si :

(1) Ve>0, Y exp(—e, <o

nz1

\=2"2" Y  EXZ

2"+1gig2ntl

Ce théoréme est optimal en ce sens que pour toute suite (c,), tendant
vers + o0, il existe une suite (X,), de v.a.r. indépendantes et centrées
satisfaisant la condition de Prokhorov (1) ci-dessus de méme que :

VneN, |X,|<c,n/Log,n

et ne vérifiant pas la loi forte des grands nombres.

Lorsque 'on cherche a généraliser ce théoréme aux espaces de Banach,
une premiere démarche naturelle est de remplacer dans la condition de
Prokhorov (1) les valeurs absolues des v.a.r. par des normes. Cette
démarche est suivie par J. Kuelbs et J. Zinn dans [5], ou ils démontrent le
théoréme suivant.
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LOI DES GRANDS NOMBRES DE PROKHOROV 563

THEOREME 2. —Soit (X,), une suite de v. a. indépendantes & valeurs dans

un espace de Banach réel séparable (B, || || ), vérifiant les conditions :
(1) 3c¢>0, VneN, ||X,||Scn/Log,n p.s.
(2) Vex>0, Y exp(—eA, )<oo
nz1
ou

A=272" Y E|X|”

2"+1gigantl

L’équivalence suivante est alors réalisée :

n! ZX,-—on < n! ZX,-p—'i'O.

i=1 i=1

Cet énoncé a I'avantage d’étre vrai dans tout espace de Banach, mais
nécessite une hypothése (2) trés restrictive. Une seconde démarche consiste
a adopter une condition de Prokhorov moins forte et, en contrepartie, a
imposer des conditions sur la nature de I'espace de Banach considéreé.
Cette démarche est celle de B. Heinkel dans [3] et [4], ou le théoréme de
Prokhorov est étendu aux espaces de Banach uniformément lisses en
employant une condition s’exprimant a 'aide des quantités :

=271 F sup{ECxn X% xSt ),

2"+1gigontt

Le théoréme qui suit, démontré dans [3], a pour cadre les espaces
2-uniformément lisses; on trouvera dans [4] des résultats analogues pour
les espaces p-uniformément lisses (1<p<2).

THEOREME 3. —Soit (X,), une suite de v.a. indépendantes et centrées
a valeurs dans un espace de Banach réel séparable 2-uniformément lisse
@, || -

Supposons vérifiées les trois conditions suivantes :

(1) Jc>0, VneN, |X,||Scn/Log,n p.s.
) lim n=? Y E[|X|[?=0

n—++ow i=1
(3) Ve>0, Y exp(—eX; <.

nz1
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564 J. C. ALT

Sous ces hypothéses la suite (X,), vérifie la loi forte des grands nombres.
La condition (3) du théoréme précédent n’est pas encore pleinement
satisfaisante car on vérifie sans difficulté qu’elle n’est pas nécessaire. En
fait, comme nous le montrerons plus loin (théoréme 4), la condition de
Prokhorov naturelle qui est nécessaire dans n’importe quel espace de

Banach pour la loi forte des grands nombres sous I’hypothése (1) du
théoréme 3 s’énonce :

(CP) Vex>0, Y exp(—el, )<

nz1

Ay=272"sup{ ) E(x* X )%

2"+1<gigontl

x* ”B'él}‘

En octobre 1985, B. Heinkel m’a suggéré d’entreprendre I’étude de la
loi forte des grands nombres de Prokhorov sous I’hypothése (CP) dans
les espaces de type 2 en utilisant une méthode de randomisation gaussienne
introduite par M. Ledoux [6] pour I’étude de la loi du logarithme itéré
dans les espaces de type 2. Cette méthode s’applique aussi de fagon efficace
a I’etude de la loi forte des grands nombres et permet d’obtenir dans tout
espace de Banach de type p (1<p<2) une généralisation optimale du
théoréme de Prokhorov (théoréme 5 ci-dessous). Dans le cas d’un espace
de Banach quelconque, la méme méthode méne a un énoncé « dégénéré »
ne comportant plus de condition de Prokhorov (remarque 4 ci-dessous).

Notations :
— Pour tout neN, I, est 'ensemble {2"+1,...,2"*1}.

— Si (X,), est une suite de v.a. a valeurs dans un espace de Banach B
(de dual topologique B’), on pose :

et

A,=2"2"sup{ Y E{x*X;>% || x*|s =1}

iel,
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LOI DES GRANDS NOMBRES DE PROKHOROV 565

(X,), désignera une copie indépendante de la suite (X,),, (&,), une suite de
v.a. de Rademacher indépendantes, (g,), et (g,) des suites de v. a.r. gaus-
siennes indépendantes, centrées et réduites. Toutes ces suites seront suppo-
sées indépendantes entre elles, de sorte qu’il sera possible de les définir
sur des espaces distincts, et de prendre pour espace probabilisé de base un
produit de ces espaces. On notera alors E, (resp. E;, E,, .. .) I'espérance
par rapport au facteur sur lequel est définie la suite (X,), [resp. (X,),,
€ - - -]

— On posera enfin : m=(E|g|)~!, oi g est une v.a.r. gaussienne
centrée et réduite.

1. NECESSITE DE LA CONDITION (CP)

Sa démonstration repose sur une minoration exponentielle due & Kolmo-
gorov ([8], théoréme 5.2.2).

LeMME. — Il existe deux constantes strictement positives c, et c, telles que
quelle que soit la suite Y, ..., Y, de v.a.r. indépendantes et centrées
vérifiant

3¢>0, Vi=1,...,n |Y;| <cs, p.s.
ou
n
2 2
n = Z EYi’
i=1
on ait pour tout réel >0 satisfaisant les inégalités
£2c¢, et ecsce,
la minoration
P{Y,+...+Y,/s,>e}=exp(—&?).

Le théoréme qui suit montre que pour un espace de Banach quelconque
la condition (CP) est une généralisation nécessaire naturelle de la condition
(1) du théoréme de Prokhorov.

THEOREME 4. — Soient (B, H) un espace de Banach réel séparable, et
(X,), une suite de v.a. indépendantes et centrées a valeurs dans B telles

Vol. 23, n° 4-1987.



566 J.C.ALT

que :
3¢>0, VneN, | X,||Scn/Log,n p.s.

Si cette suite vérifie la loi forte des grands nombres, alors elle satisfait la
condition suivante :

(CP) Ve>0, ) exp(—eX, ')<oo.

nz1

Démonstration. — On se raméne facilement au cas ou les variables X,
sont symétriques et vérifient
VneN, Viel, |[X;||S2"/Logn p.s. (1.1)

Les hypothéses de 1’énoncé entrainent alors ([1], lemme 3.1)

lim E||T,||>=0.

Soit £ >0. Choisissons un réel >0 vérifiant
45<c, et 2&8*<1. (1.2

Soit A={neN|e<2), Logn}.
Pour tout neA, il existe, par définition de A,, un élément f, de B’ tel
que :

Ifllest et A,S2ELS, T, (1.3)
Posons s2 =E {f,, T,>? et remarquons que
ssSE(IA [ TulD? <E[ TW | (1.4
d’ou lim s,=0.
Puisque |7, <1 :
P{||T,||>e8} 2 P{f,(T,)>ed} =P{f,(T,)/s,>¢d/s, };

la probabilité de droite se minore grace au lemme appliqué aux variables
Y.=f,27"X), iel,
On a en effet : s7=7 EY?, et, par (1.4), £8/s, est supérieur a ¢, pour

iely

n assez grand.
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LOI DES GRANDS NOMBRES DE PROKHOROV 567

(1.1) implique d’autre part :
Viel, |Y;|Z||27"X;||£1/Logn=s,/s,Logn,
d’ou, tenant compte de (1.2), (1.3) et de 'appartenance de n a A :
(ed/s,) (1/s,Logn)<2ed/A,Logn<43=c,.
- On déduit alors du lemme :
P{f,(T)/s,>€d/s, } Zexp(—&® 8?/s7)

2exp(—2¢28%A, 1Y) [par (1.3)]
2exp(—eh, ') [par (1.2)].

La suite (X,), obéissant a la loi forte des grands nombres vérifie :

Y P{||T,||>€d} <co.
nz1

Par conséquent, d’aprés ce qui précéde :

Y. exp(—eh, )< oo,

neA
‘et comme de fagon évidente,

Y exp(—¢eh, )< oo,
n¢A

la nécessité de la condition (CP) se trouve finalement démontrée.

2. GENERALISATION
DE LA LOI DES GRANDS NOMBRES
DE PROKHOROV

THEOREME 5. — Soit (X,), une suite de v. a. indépendantes et centrées, a
valeurs dans un espace de Banach (B, || “) réel, séparable et de type p,
pell, 2]

On suppose vérifiées les conditions suivantes :

(1) il existe une suite (C,), de réels positifs tendant vers 0 telle que :

VneN, |X,||£C,n/Log,n p.s.

Vol. 23, n° 4-1987.



568 J.C. ALT

(2) lim n" Y B|X,|]P=0
n—+o i=1
3 Ve>0, Y exp(—eh, )< +o0.

nz1

Sous ces hypothéses, la suite (X,,), satisfait la loi forte des grands nombres.

Démonstration : Premiére étape. — Désignons par C la constante de
type de I’espace B. On a pour tout entier n= 1

E|[S,/n|F<Cn™? ¥ B[ X7
i=1

I’hypothese (2) assure donc la convergence en probabilité de S,/n vers 0,
ce qui permet de se restreindre au cas de variables X, symétriques. On
sait qu’alors la convergence presque siire de S,/n vers 0 équivaut a celle
de T, vers 0, et on aura donc démontré le théoréme si I’on prouve I’égalité :

lim Esup||T,||=0.

k—->w n2k

On se ramenera par commodité au cas ou il existe une suite de réels C;
compris entre O et 1, et tendant vers 0, telle que :

(1) VneN, Viel, |X;||£C,2"/Logn bp.s.

Par symétrie des variables X, :

|

Esup||T,||=Esup2™"|| ¥ &X;
nzk nzk

iely
et d’aprés un principe de contraction :

Esup2|| Y &X,|SmEsup2™"|| Y g X[
=k

nzk iely n iely

La suite de démonstration est une adaptation de celle employée par
M. Ledoux pour prouver la 1. 1.i. équidistribuée dans les espaces de type 2
([6], th. 3.2). Nous commencerons comme dans [6] par utiliser un corollaire
de I'inégalité isopérimétrique gaussienne de C. Borell ([6], lemme 2. 2) pour
obtenir la majoration :

Esup2™"|| Y &:X;|| SK[E,sup {E,27"|| ZgiXiII}+Esug{|g..lc,.}],
=2k =

nzk iel, n iel, n
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LOI DES GRANDS NOMBRES DE PROKHOROV 569

ou K est une constante >0 et

Gn= sup (2~2" Z <x*’ Xi >2)1/2'

II=*l =1 iely,
Nous poserons pour tout keN :

A=Esup27"|| ¥ & X||

nzk iel,
Bszx[SuP{Egz_"“ Zgixi“ }]
nzk iel,

et

C,=Esup{|g.|c,}.

nzk
Avec ces notations, I'inégalité précédente se réécrit :
A, Z<B,+C,. 2.1

Deuxiéme étape. — On montre ici que B, tend vers 0 quand k tend vers
+00. L’espace B étant de type p, il existe une constante C’ >0 telle que :

B,<C'Esup{27"(} || X;|"""}.
nzk

iel,

Soit £>0. Clairement :

B,C§C'[‘¢,+JOO P{sup27"(}, ||XiH”)””>t}dt]

nzk iel,

§C’|:8+ijP{2""Z||Xi|l">t”}dt:| 2.2
n2kJg

iely

Pour tout réel h>0, on obtient au moyen de I'inégalité de Tchebychev et
grace a I'indépendance :

P27 Y ||IX;|P>¢"}

iel,

<exp(—ht")Eexp(2 " h Y || X, ")

iely

=exp(—ht*) [] Eexp(2™" k|| X,|]?). 2.3)

iely

Vol. 23, n° 4-1987.



570 J.C.ALT

Puis pour tout iel,, en tenant compte de I'"hypothése (1') :

Eexp(2™"Ph || X; ||1’)—_— 1+E Z _llhj2'j””|| Xi||j”
j=1]"

R B or \ir—p
st+ 3w (2 e X
j=1j! Logn

z 1

h J
=1+Log?’n2 " "E|X;||? — .
g2 EXr 2, j/(Loan)

On choisit alors h=Log?n, ce qui donne :
Eexp(LogPn2 " || X;||))<1+eLog?n2 " E|| X, ||?

<exp(eLog”n2 " E|| X;|).
Cette derniére inégalité et I'inégalité (2. 3) entrainent

P{27" Y ||X;||’>t*} <exp(—Log’n[t*—e2™" Y E|X,|D.

iely iely
L’hypothése (2) assure I'existence d’un entier k, tel que pour nxk,:

e2™" Y E||X;|?<eP/2.

iely
Par conséquent, pour n2k, et t2>¢:

P{27" Y ||X;||?>t?} <exp(—Log’nt*/2),

iely

ce qui permet d’écrire :

Vnzk,,

j p{2=m}y ]]X,-||”>t”}§f exp(—Log”nt?/2) dt

iel,
éJ exp(—Log?ne? 1t/2)dt
<(2/e?~ ! Log” n)exp (—Log? ne?/2).
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La derniére inégalité (ou p>1) et (2. 2) montrent que B, tend vers 0 quand
k tend vers + co.

Troisiéme étape. — C, se majore grace a 'inégalité de Minkowski :
C.2C+C/ (2.9
ou I'on a posé :

Ci=Esup{|g,| sup 27"| ¥ {(x* X,>*—E{(x* X;>*|'/?}
x*|l =

n=k 1 iel,
et

C,’;=Esup{|g,,| sup 27"( Y, E<x* X;>)'?} =Esup{|g,|M/*}.

n=k I1x*|] £1 iely nzk

— Commengons par prouver que C;’ tend vers 0. Pour tout €>0 on
a:

c,;'ge+zj P{|g,|M2>t}de ‘ %

nzk

Se+ ) J M2~ texp(—t22\,)dt

n2k

<e+ ), 7»:/28_1'[ exp(—¢&t/2,)dt

nzk

=g+2e 2 ) A exp(—¢€?/24,).

nzk
La derniére série écrite est convergente en vertu de I'hypothése (3), ce

qui implique la convergence de C;’ vers 0.
— Posons :

D,=Esup{|g,|> sup 272" ¥ (x* X;D2—E{x* X;>?|}

nzk x*ll =1 iely,

et remarquons que par 'inégalité de Schwarz :
C,. <D}, (2.3

Vol. 23, n° 4-1987.
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Les majorations suivantes utilisent essentiellement I'indépendance et I'iné-
galité de Jensen, et emploient les notations précisées dans I'introduction :

D,=Esup{|g,|> sup 272"

nzk IIx*1l =1
x | ¥ <x* X )2 —E<x% XD}
iely
<Esup{|g,|> sup 272 ¥ (x* X;)2—<x% X)?}
n=k Il x*|| £1 iel,
=BEsup{|g,|* sup 272" ¥ &(<{x* X, 2= (x% XD}
n>k x|l =1 icly
§2mEsup{|g,,|2 sup 2—2"| Z g (x*, Xi>2l}' (2.6)
n=k IIx*|| £1 iely

Fixons a présent les variables liées aux suites (g,), et (X,),, et considérons
sur 'ensemble N (k) x B] [ou N (k) désigne I’ensemble des entiers =k, et
B/ la boule unité fermée du dual B’ de B] le processus gaussien

G(n, x*)=|g,[* X & {x* X%

iel,
On vérifie sans peine que : V x*, y*e B/, Vn#meN (k)
E;[G(n, x*)—G(n, yMP=4|g,|* T || X2 ({x* X > — <p* XiD)?
iely
et

E;[G(ns X*)_G(m’ y*)]2 =|gn|4z <x*, Xi>4+lgm |4 z <J’*, Xi>4’

iel, iely
si bien que I’écart induit par G est majoré par celui induit par le processus
gaussien
G (n, x*)=2g, > ¥ <x* X > [|X; | &
iely
On peut alors appliquer un théoréme de comparaison gaussienne basé

sur le lemme de Slépian (cf. [2], théoréme 2.1.2) et en déduire a partir de
(2.6)

8mEsup{|g,,|2 sup 272 Y xx X || Xl & ]
<1

iel,

—8mEsup{|g,,|22 2 Y & XXl -

iely,
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On obtient ensuite par un principe de contraction, grace a ’hypothése

(1) :

D,<8mEsup {|g,|>(C,2"/Logn)272"|| ¥ 8, X,|| }.

nzk iely
11 vient enfin par indépendance

D,<8mEsup{|g,|*C,/Logn}Esup2™"|| Y & X;||=82A, (2.7)
>k

nzk n iely

si 'on pose : 87=8mEsup{|g,|*C,/Logn}; on remarque que §, tend
nzk

vers 0 quand k tend vers + oo, puisque par hypothése la suite C, tend
vers 0.

(2.1), (2.4), (2.5) et (2.7) permettent d’établir 'inegalite

A Sa(B,+CyY+8, A%

ou o est une constante >0 et B,, C; et §, tendent vers 0 quand k tend
vers 'infini. A, tend donc nécessairement vers 0, ce qui entraine la conclu-
sion désirée.

Remarques. — (1) Dans une premiére rédaction de cet article je n’avais
obtenu le théoréme 5 que sous ’hypothéese plus restrictive

C,=0(1/_/Log,n).

C’est a la suite d’une discussion avec Michel Ledoux que j’ai été a méme
de le démontrer dans la forme énoncée ci-dessus.

(2) La méthode employée pour démontrer le théoréme 5 ne permet
apparemment pas de conclure lorsque la condition (1) est remplacée par :

(17) 3C>0, VneN, |X,||€Cn/Log,n p.s.

Si maintenant I’espace B est de plus supposé réflexif, il est cependant
possible de prouver sous I'’hypothése (1) la convergence faible presque
sire de S,/n vers 0. Dans ce cas en effet 'unique différence avec la
démonstration précédente est que J, est borné (au lieu de tendre vers 0),
et 'on peut seulement affirmer que A, est borné. On en déduit facilement
que la suite S,/n est presque slirement bornée dans B. D’autre part pour
tout élément x* de B’, la suite x*(S,/n) converge vers 0 p.s. d’aprés le
théoréme 1. B étant séparable, il existe une partie D dénombrable et dense

Vol. 23, n® 4-1987.



574 J.C.ALT

dans B’ pour la topologie o (B’, B). La conclusion est alors une consé-
quence immédiate du fait que les topologies o (B’, B) et o(B’, D) coinci-
dent sur les parties faiblement compactes.

(3) L’exemple de Prokhorov [7] mentionné dans I'introduction est encore
utilisable dans le cadre du théoréme 5, car on voit sans peine qu’il en
vérifie la condition (2) pour tout pe[l, 2].

(4) Si I'on ne fait plus d’hypothése de type sur I’espace, on ne peut plus
obtenir qu'une forme « dégénérée » de la loi des grands nombres de
Prokhorov, dont la démonstration est similaire a celle du théoréme 5 :

THEOREME 6. —Soit (X,), une suite de v.a. indépendantes et centrées a
valeurs dans un espace de Banach B réel et séparable. Si les deux conditions
suivantes sont satisfaites :

(1) 3C>0, VneN, ||X,||SCn/Log,n p.s.
@ ~lim a7t Y E[|X, =0
n - oo i=1

alors la suite (X,), vérifie la loi forte des grands nombres.
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