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REsuME. — Nous démontrons que le temps d’occupation dun site dans
I'exclusion simple symétrique converge aprés une renormalisation conve-
nable vers une variable gaussienne.

ABSTRACT. — We prove that properly renormalized the fluctuations in
the occupation time of a site in the simple exclusion converge to a normal
random variable.
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1. INTRODUCTION

L’objet de ce travail est I’étude des fluctuations du temps d’occupation
d’un site dans un processus d’exclusion simple en régime stationnaire. Nous
considérons donc un processus d’exclusion simple sur Z¢ de matrice de

1
transition p(x, y) avec p(x, y) égal a % si|x — y|=1eta zéro dans tous

les autres cas, avec pour distribution initiale une mesure de Bernoulli
de paramétre p, notée désormais p,. La variable d’occupation du site x
a l'instant s étant notée 74x), nous nous intéressons a la quantité

S, = J nJ0)ds
0
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22 C. KIPNIS

qui représente donc la quantité de temps entre O et ¢ ou le site 0 a été occupé
par une des particules du systéme infini.

Puisque les mesures de Bernoulli sont les mesures invariantes extrémales
de I'exclusion simple symétrique, nous savons que S/t tend P, -presque
slirement vers la constante p.

L’étude des fluctuations a I’équilibre consiste a trouver la fonction n(t)
pour laquelle les variables aléatoires

Z, = n(t)S, — tp)

convergent en loi vers une variable aléatoire non dégénérée. Nous démon-
trons ici que la fonction n(t), qui dépend de la dimension d, est donnée par :

7% si d=>3
nt)y= { (tlogt)™* si d=2
(=34 si d=1

et que la loi limite est alors une loi normale.

Les raisons pour étudier les fluctuations d’une telle quantité sont de
deux ordres. D’une part une étude analogue a déja été faite dés 1965 sur
des systémes de particules sans interaction [7]. On pouvait donc espérer
voir les effets de 'interaction sur ces quantités. De ce point de vue les résul-
tats obtenus ici sont décevants car le systéme d’exclusion simple symétrique
se comporte, du point de vue de la fonction renormalisante, exactement
comme le systéme sans interaction. Ce n’est que dans le cas ou la marche
sous-jacente a une dérive non nulle que I'on doit s’attendre a un comporte-
ment différent pour les deux systémes si ’on en croit une conjecture de [9].

D’autre part le temps d’occupation constitue une fonctionnelle additive
du processus de Markov considéré. Sous ’hypothése de symétrie de p(x, y)
la mesure p, est non seulement invariante mais méme réversible. L’étude
du théoréme central limite pour certaines fonctionnelles additives de
processus réversibles a déja été abordée dans [5] sous une hypothése
d’intégrabilité de la fonction de corrélation entre les variables d’occupation
aux temps O et . On voit ici s’'introduire naturellement une généralisation
de ce théoréme, ainsi que les limites de la méthode employée.

Nous donnons au paragraphe 3 une démonstration directe du théoréme
principal, basée sur le fait, particulier a I’exclusion simple, que nous pouvons
calculer explicitement les fonctions de corrélation grace a la propriété
d’association.
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FLUCTUATIONS DES TEMPS D’OCCUPATION 23

2. NOTATIONS, RAPPELS ET RESULTATS

Nous commengons par rappeler les faits essentiels sur le processus
d’exclusion simple qui nous serviront ici. Nous renvoyons le lecteur au
livre de T. Liggett [6] pour les démonstrations.

Etant donnée sur Z¢ une matrice de transition p(x, y) invariante par
translation (c’est-a-dire satisfaisant p(x, y) = p(0,y — x)) et symétrique
(i.e. p(0,z) = p(0, — z)) on considére le processus défini sur {0,1}2* de
prégénérateur L

Lf(n) = Z n)(L — n(y)pCe, V) (™) — f@)].

x,yeZ4

ou #*” désigne la configuration ou les valeurs d’occupation de x et y ont
¢été échangées. Ce processus vérifie la formule d’autoassociation suivante
pour tout ensemble A < 7¢ fini :

([}

ue ueA;

ou I'on identifie une partie finie A avec la configuration qui vaut 1 si xe A
et 0 sinon. Dans la formule précédente A, est la configuration obtenue a
partir de A en suivant Iévolution d’exclusion simple symétrique. On
notera P, le semi-groupe du processus d’exclusion simple.

En particulier si A = { x¢ } cette formule s’écrit

(1 Py(ndxo) = 1) = Zpt(xo, ym(y)

y

ou p,(x, y) désigne le noyau de transition de la marche & temps continu :
n

1
pdx,y) = e 'T = DA(x, ¥). Nous nous spécialisons ici au cas ou p(x, y) = 57
n!

si|x — y| = 1et0sinon.

Les mesures produit u,(n(x;) =1, ...,n(x,) = 1) = p" sont invariantes
extrémales pour le processus d’exclusion simple et elles sont aussi réver-
sibles au sens o l'on a Pégalité :

B, (9o(0)@1(1:,)02(10,) - - - @1:,) =E,, (@4110)@n - 1 (11,1, ) - - - Po(112,)
Vol. 23, n° 1-1987.



24 C. KIPNIS

ce qui se vérifie en remarquant que ’opérateur non borné L est auto-
adjoint dans L2(y,) :

J fLlgdp, = JgLf du, .

Du fait de I'extrémalité des u, parmi les mesures invariantes on obtient
que P, -p.s. et dans L'(P, ) on a en particulier
P P

t=oo t 0

1 1
lim — J n0)ds = p.

Nous démontrons ici le

('t

THEOREME. — Sous P, , les variables aléatoires n(t) | (n,0) — p)ds conver-
Jo
gent en loi vers une variable normale centrée de variance o*(p, d) avec

—d>3nt) =1} *(p,d) = 2p(1 — p) | P,0,0)du

JOo

2
—d=2:nt)=(tlogn)"* o*(p,d) = p(1 - -

2
—d=1:nt)=1t"3* UZ(P,d):pﬂ*p)i-
Jn

Pour établir ce résultat nous aurons besoin par la suite des résultats
suivants :

Pour tout couple x, y les processus

4
3

1
Vit = Zl(ns-(x)=ns(y)=1;ns-<y)—ns(x)=0) - jl’(x, yms(x)1 — nyy)ds
0
s<t
sont des martingales sommes compensées de sauts de taille un et donc
vérifient aussi que

(V&) - Jp(x, (L — ny)ds

0

sont des martingales. De plus les v sont deux a deux orthogonales puis-
quelles n’ont pas de saut commun.
Ces martingales sont les martingales fondamentales au sens ou toute

martingale s’exprime comme une somme d’intégrales stochastiques par
rapport a ces martingales v,
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FLUCTUATIONS DES TEMPS D’OCCUPATION 25

Enfin du fait de la formule (1) nous verrons s’introduire naturellement
par la suite les quantités

g4, x) = j e~ *p (0, x)dt
(0)
et

u(t, x) = Jt A0, x)du

0

[ee}

On notera en particulier, pour d > 3 g(x) = J .0, x)du qui est la limite
0

de g(4, x) quand 4 — 0. Dans le cas qui nous intéresse ces quantités s’étu-
dient a partir de la formule

n

u" 1 .
0,x)=e "T— —— o(0)"e”9*dO
(10 PO =T quo( ye

P(0) = zp((), 2)e* .

z

ou

Pour toute formule relative aux marches aléatoires nous renvoyons a
Spitzer [8] et plus particuliérement au chapitre 2 de ce livre.

Il reste a faire quelques calculs préliminaires qui en particulier explique-
ront d’ou proviennent les normalisations vues ci-dessus.

Pour alléger les notations nous. noterons ) les espérances E, . On
a au vu de la formule (1) :

s}t, p) = <<L (n0) — p)dS) > = p(1 —p)JOdaLpla-s.(O, 0)ds

t
=2p(1 — p)j u(a, 0)da .
0
Ceci montre que si
—d >3 limt st p) = 2p(1 — p)g(0)

2
—d=2 lim(tlogt)~!s%(t,p) = p(1 — p)=
n

—d=1 limt 322, p) = p(1 — p)

8

3/2n

Ceci donne 'ordre de grandeur du terme renormalisant.
Enfin la formule (1a) permet d’établir quand u — oo

d\"* 1
(2) Pu(O, 0) ~ <E> W

Vol. 23, n° 1-1987.



26 C. KIPNIS

qui grace au Théoréme Tauberien (cf. Feller [3] pp. 442 fI) permet d’étudier
lorsque A tend vers zéro certaines quantités du genre de :

Zg(l, x)* = z f dSJ dte™*e™*p (0, x)p(x, 0)
0 0

_ J dsf die= 19, 1(0,0)

0 0

0

) ‘[ ei A"upu((), O)du .

0

3. DEMONSTRATION

Notre stratégie pour démontrer le Théoréme va consister a se ramener
au Théoréme central limite pour les martingales. Cependant nous allons
devoir adapter la méthode différemment suivant la dimension.

3.1. Cas ou d > 3.

Pour A > 0, posons G;(n) = Z g(4, x)(n(x) — p). On vérifie facilement

X

que par auto-dualité du processus d’exclusion simple on a I’égalité :
G, = J. e~ (B, (n{0)) — p)dt
0

et donc que G, vérifie I’équation

AGi(n) — LGs(n) = (n(0) — p)

ou L est le générateur du processus d’exclusion simple symétrique. 11 s’en
suit que l'on a I'égalité :

t

) L(ﬂs(o) — pyds = — Gy(n) + Gino) + 4 j Gi(n)ds + My

0

ou M} est la martingale
T
M} = ZJ Gim2) — Gins-)dvi? = Z Z [g(4, x) — g(4, y) Ivi”.
0
x

Annales de I’ Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



FLUCTUATIONS DES TEMPS D’OCCUPATION 27

Nous allons utiliser la formule (3) avec 4 = 1/t. Vérifions que tous les
termes, hormis le terme martingale, tendent alors vers zéro en probabilité.

1
11 suffit pour cela de vérifier que n { G}, > tend vers zéro. Or
@ <G> =2p(1 - /))z:g(t_‘,X)2 =p(1 - p)[ ve™"'p (0, O)dv .
0

En utilisant les théorémes tauberiens de Feller [3] on obtient la conclusion
désirée pour d > 3.
Quant au terme martingale, on constate que la martingale

M, = Z Z(g(x) — g(y)v?

est bien définie puisque Z p(x, yXg(y) — g(x))* est fini (et vaut 2g(0)) et

X,y
que de plus les martingales M convergent quand A tend vers zéro vers M,.
11 suffit donc d’appliquer le théoréeme central limite pour les martingales.
Rappelons ici la démonstration puisque des modifications de celle-ci nous
serviront dans le cas des dimensions inférieures a trois.
Posons pour alléger les notations :

A0, t)= 2 Zp(x, V) [e0ED 80— if(g(x)—g(y))—1]. f nx)1—=nyy)ds.
0

Alors, puisque Z Z [1 — cos O(g(x) — g(¥))1p(x, y) est convergent, la
x y

quantité N? = exp { iOM, — A(0, t) } est une martingale. Dans ces condi-
tions avec o = 2g(0)p(1 — p)

502 29

E(exp iHM,/\ﬂ) _ e"’ 2 _ E(N?/VT. (eMOVTD e 2)).

De plus on a I'inégalité

< expt z Zp(x, y)(l — cos [\% (g(x) — g(y))D-

X y

(5) NPV

Vol. 23, n° 1-1987.



28 C. KIPNIS

On constate que cette quantité est bornée pour tout ¢, puisqu’elle est
majorée pour t assez grand par exp CZ Zp(x, y)g(x) — g())>.

En notant K ce majorant on en tire

Mt *azo—z
E( exp i97. —e
t

Cette derniére quantité sous le signe espérance est elle-méme bornée

02
—2Z

o
< KE(| A 7 l.

(6)

0 0*
et il suffit donc de vérifier que A(—, t> tend vers — o ) en probabilité.
Or pour t assez grand \/;

2

\A< f > + 2p(1 — p)g(O)g—
\/

+ = Z z (x, )g(x) — g(»)*

Il reste donc a vérifier que le dernier terme tend vers zéro en probabilité,
mais cela résulte de la convergence L' puisque I'espérance de sa valeur
absolue est majorée par

1 t
Z Zp(x, yNglx) — g(y))zE(lths(x)(l — nyy)ds — p(1 = p) l)

qui tend vers zéro par le théoréme ergodique puisque nous travaillons
avec une mesure extrémale u, et parce qu’il n’apparait ici qu'un nombre
fini de fonctions (& une invariance par translation prés).

Nous voyons donc que la démonstration se fait en deux étapes. Dans

1 2
C[— 2p(x, y)g(x) — g(y))] +

N

Jns(X)(— 1 —ndy)ds — p(1 — p)’

un premier temps on démontre que A<—,

7
s 2 e
convergence en probabilité de ce terme vers ¢°. C’est cette structure que
nous reproduisons par la suite.

t> reste borné, puis que 'on a

3.2. Cas ou d=2.

On utilise la méme décomposition (3) que dans le cas précédent. On
voit que { G? ) se comporte asymptotiquement, lorsque A tend vers zéro,
toujours en utilisant la formule (2), comme — log A.

Annales de I Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



FLUCTUATIONS DES TEMPS D’OCCUPATION 29

Avec la normalisation (¢ Log t)~ * les termes distincts du terme martingale
convergent donc encore en probabilité vers zéro si 'on fait tendre 1 vers
zéro comme 1/t. Cependant ici les martingales M} ne convergent pas

lorsque A tend vers zéro puisque E(M7)?)=t. Z Zp(x, g4, x)— (4, y)?
x Yy

diverge comme — log 4 lorsque A tend vers zéro. Néanmoins pour démon-

oM} 62
A> converge vers exp — — o> lorsque t tend vers
Jtlogt 2

I'infini on constate en se reportant a la démonstration précédente qu’il
suffit de vérifier que

6? s 1 1 2( ).t
2tlogt g t’x g t’y X, y).

reste borné (ce qui résulte de l'estimée (2)) et que

1 1 1 2 1 [t
— <g<—, X>—g<x y>> plx, y)‘- j n(x)1 —=ndy)ds—p(1—p)
log t t t t Jo

converge vers z€ro en probabilité. Comme précédemment ceci résulte du
théoréme ergodique et du fait que

1 2[ 1 1 )]2
Togt g(;,x —gl Yy p(x,y)

3.3. Casound=1.

trer que E(expi

reste borné.

La décomposition utilisée précédemment ne nous est plus utile car on
constate rapidement que tous les termes sont du méme ordre et que I'on
ne peut donc se ramener, comme aux cas précédents, a I’étude du seul terme
martingale. Nous allons donc prendre une autre décomposition en intro-
duisant la martingale, a ¢t fixt et 0 <s <t

0

M; = E(J (1.0) — p)du/«%>

- f (140) — pdu + 2([ 2.0, X)du>(ns(X) —p)

0
avec o= Z(’?(X) - P)-Lpu((), x)du .

Vol. 23, n® 1-1987.



30 C. KIPNIS

On écrit donc

(7 j (10) — p)du = zu(t, x)(n(x) — p) + Mi — Mp

0

et il s’agit de traiter simultanément le terme martingale et le terme non
dynamique Mj. Un calcul long mais élémentaire montre que la martingale

s
M. — M{ s’écrit aussi E E J u(t — v, x)dvyY — dvy~,
0
x y

On étudie alors

202

t _g2®
®) E<exp i()t'”“f (n(0) — p)ds)—— e ?
0
—e2®
= E(expift—*My + M} — Mp)) —e 2
ou ¢? = ¢} + 73
Nous pouvons séparer 'étude de M} — Mj et celle de M§ grice a I'inégalité

92

2 2

B, (/M- MbMb) (eitod)3
Hp

= J ) | B> M) =002 [ (/M) R0,
- P

Nous commencons par étudier le premier terme du membre de droite.

Posons a(v, x, y) = u(v, x) — u(v, y) €t commengons par remarquer que
I’expression

T
exp ifr ™ ¥4 Mj—Mj)— Z j (o0 ati=v,x)

0
X,y

- iet_ 3/4a(t -0, X, y) - l)p(x’ y)?’[v(X)(l - nv( y))dl)

est d’intégrale égale a un et est bornée en valeur absolue par :
62 t
expC Z > tmj at — v, x, YY’(1,(x) — ny)*p(x, y)dv .
0
X,y

De plus, dans le cas qui nous intéresse ici les seuls termes non nuls sont

obtenus pour | x — y| = 1 et donc le terme apparaissant dans 'exponen-
tielle est majoré, uniformément en # par :

92 t
Cjt‘WZJ‘a(t —0,xx + 1)%dv.
- 0
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FLUCTUATIONS DES TEMPS D’OCCUPATION 31

Or, chaque terme a*(v, x, x + 1) := b(v, x) croit vers 1 quand v tend vers
Iinfini. Donc on peut majorer encore par :

02 t (v '
C—t_mz J f (Pu0, x) — p0, x + 1))dudv
2 x>0 0Jo

92 t (fv
= C—t'3/2J j .0, 0)dudv
2 0Jo

qui converge lorsque ¢ tend vers l'infini puisque p,(0,0) est équivalent
au~* La majoration uniforme que nous venons d’obtenir prouve que pour
montrer la convergence il suffit d’étudier le comportement sous P,, de

=312 Z fb(t — v, X)(x) — nlx + 1))*dv.

0
X

Par réversibilité du processus d’exclusion simple symétrique il suffit donc
d’établir que

©) f”zL zb(v, ) [(1,(x) — nufx + 1)* = 2p(1 = p)]dv

X

converge vers zéro en P, probabilite et que :

(10) t_mj‘ Zb(u, X)dv)p(l — p) = 2.

0

AN

Pour étudier ces quantités introduisons la fonction
p(u’ J’) = Z(pu(oﬁ n) - pu(oan + 1))1[n,n+1[(y)
n>0

qui permet d’exprimer (10) sous la forme

(§8)) 21732 Jtdvjwdy(va(u, y)du) .
o Jo 0

v

Remarquons tout de suite que J o(u, y)du est positive et bornée par 1.
0

De plus, aprés changement de variable la quantité (11) vaut :

2 f 1 da j " b <_[ tp(ct, b\/E)dc> .
0 0 0

Vol. 23, n° 1-1987. 2



32 C. KIPNIS
A partir de la formule

1 T
P,0,n) = o J e 170 0050 dp
T

(4
on obtient
t

L 1 0
tp(ct, b\ﬂ) =— j sin G(b t+ E) . sinz -exp—ct(1—cos 6)do

T

sin o <b t+ 1) in_? (1 0 >d9
= — = |.sin——exp—ct| 1 —cos—
T Jonyt \/E 2 2\/; \ﬁ

grice a la minoration 1 — cos @ > ¢f* on peut appliquer le théoréme
de Lebesgue et obtenir que tp(ct, b\ﬂ) tend vers

L1” 0 sin 6b o do
— sin Ob exp — ¢ —
2T J-w» P 2

@ 6% b
! j Ecos@b.exp—cidez exp — b*/2c = f(b,¢).

:ﬂ — C c/2nc

De plus :

1 0 a 1 a l
da| db| f(b,c)dc = J daj dc.
L L Jo 0 0 /2mnc

Par ailleurs on a aussi

1 0 a 1 a <5}

(12) J da J dbj tp(ct, by/tydc = j daj de J tp(ct, by/t)db .
0 0 0 0 0 0

Mais

n

[e o] 2 1
J‘ p(us y)dy: Zpu(o’ n) _pu(os n+ 1):P(0, 0)= 2‘*J\ (',’_u(l—~ cosﬂ)de
0 T

0

-n

1 a 1
et donc (12) converge aussi vers J daJ de.
0 0 /2mnc

Les intégrants étant positifs le lemme de Deny-Scheffe implique donc que

J dardbfup(ct,b\/i)- f(b,¢)|de — 0.
0 0 0

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



FLUCTUATIONS DES TEMPS D’OCCUPATION 33

a
Ceci implique en particulier, puisque J tp(ct, b\/z)dc est uniformément
borné, que 0

j 1dardb ‘ < f “ip(et, bﬁ)dc>2 - ( J "o, c)dc>2
0 0 0 0

Ceci montre d’une part que

(t—s/z ft Zb(v, x)dx)p(l - p)
0
- 2p(1 — p)f daj‘oodb(rO \/?exp - a2/2doc)2
0 0 T

a

- 0.

S

[a X

ainsi que la convergence en probabilité vers zéro de

13) = t‘“L Eb(v, x)(1x) — nlx + 1))* = 2p(1 — p))dv
-3 Jt Zw(vt‘l,xt‘%)((m(X) —nx + 1)* = 2p(1 — p))dv

2
(]

v

ou I’on a posé

2
exp — a2/2dfx> .

=

Q

Enfin, la norme L? du second terme de (13) vaut :

14 3 Jtduftdv Z th(vt_ Loxt™H(ur ™, yt~He(u, v, x, y)
o Jo

avec c(u, v, x, y) égal par définition a
B ((1,0x) — nox + DY’(01y) — 0y + D)) — 4p*(1 — p).

Puisque nous avons pour c(u, v, X, y) une majoration de la forme
cu,v,x,5) < Kpju—(0,| x — y|) on voit que multiplié par t* (14) est

1 1

majoré par une quantité qui tend vers KJ dsj dxy(s, x)f E.(Y(v—s, B,
0 R s

ou B, est un Brownien standard et est donc fini.

Vol. 23, n° 1-1987.



34 C. KIPNIS

Enfin il reste a traiter le terme E, (¢ *'*Mb). Mais par indépendance des

variables #(x) ce terme vaut H f{(n) ou f(n) s’écrit :

neZ

filn) = pcos 0.t 31 — plu(t,n) + (1 — p)cos 0.t 3*pu(t, n)
+ i[psin0.t73*1 — pu(t.n) — (1 — p)sin 0. pt ™3 *u(t, n)].

Puisque les quantités ¢~ 3“u(t, n) sont majorées par t~>*u(t,0) qui tend
vers z€éro comme t~'/* on voit que la convergence lorsque ¢ tend vers
I'infini de ces produits infinis se raméne & montrer que t >?X(u(t, n))*
converge et que t~ 2*T(u(t, n))* tend vers zéro. Ceci se fait de la méme
maniére que précédemment pour (10) et nous donne en particulier que
t=%4%u(t, n)® est de 'ordre de t'/* alors que ¢t~ 3*Zu(t, n) tend vers

ES) 1 a2 2 _
J da(j ! e_ﬂdb> =§2—£ [ ]
— 0 ,/27[[7 3 ﬁ

4. REMARQUES ET CONJECTURES

4.1. Lors de la démonstration du théoréme en dimension d > 3 on

aurait pu étre tenté d’introduire la fonction G(n) = Zg(x)(n(x) — p) qui
résout formellement I'équation

LG = n(0) — p.

Remarquons que si d < 4 cette fonction n’est pas dans L2 Le théoréme

de Gordin-Lifsic [4] ne s’applique pas ici et nous avons donc utilisé la
meéthode de [5].

4.2. La démonstration utilisée ici peut évidemment s’étendre a d’autres
marches que celle étudiée ici. Néanmoins nous avons utilisé a plusieurs
reprises que le support de p(0, x) était fini faute d’avoir des estimées suffi-
samment précises dans les théorémes ergodiques. Il est vraisemblable
que le résultat reste vrai pour toutes les marches ayant un second moment
fini.

4.3. Les résultats obtenus ici s’accordent bien avec un résultat partiel
de grandes déviations di a Arratia [/] qui démontre que le logarithme
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t
de P,, (J ns(0)ds = 0> divisé par t* est borné inférieurement et supérieure-
ment. W0

Un probléme naturel dans ces conditions est donc I’étude des grandes

déviations pour les temps d’occupations.
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