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Reésumt. — FEtant donnée une suite de difféomorphismes aléatoires
i.i.d., on étudie les propriétés de la mesure aléatoire stationnaire associée
en fonction des exposants de Lyapounov du flot.

ABSTRACT. — Given a sequence of i.i.d. random diffeomorphisms
we study properties of the associated stationnary random measure related
to the Lyapounov exponents of the system.

Liste de mots-clés : Flots stochastiques, Exposants de Lyapounov, Mesures aléatoires.
Classification AMS : 60 G 57, 60 J 30.

1) Soit V une variété riemannienne compacte de dimension d, G le groupe
des difféeomorphismes de V et v une probabilité¢ sur G.

Notons P le noyau markovien défini par 'identité P f(x)= | f(Tx)w(dT),
f étant une fonction borélienne positive quelconque.

Soit m une probabilité P-invariante sur V. Nous supposerons P ergo-
dique dans L(m).

Posons Q = GZ Nous notons T; les applications coordonnées et 7
Iopérateur de translation naturel sur Q : Tftw) = T4 (). ‘
Q est toujours supposé muni de la probabilité produit P = v®Z. Notons

II(V) le convexe des probabilités sur V.
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112 Y. LE JAN

LEMME 1. — a) Pour presque tout w e, les mesures images de m par
TooT_y...0oT_,(w) convergent vaguement vers une mesure p, € II(V).

b) Les mesures images de m par S (w) = T,oT,_; ... o Ti(w) convergent
en loi vers p,.

Preuve. — a) Pour tout borélien B = V, M¥w) = m(TZ} ... Ty '(B))
est une martingale positive bornée par 1, qui converge p.s. et dans L'
vers M%, avec E(ME) = m(B).

On vérifie que MB = 0 P p.s. si m(B) = 0 et que M5 = M9 si B; est
une suite d’ensembles deux a deux disjoints. D’aprés [N], V.4.3-4, on
obtient I’existence d’une probabilité de transition p,(dx).

b) S,;1 et TgeT_;...oT_, ont méme loi.

On a e, = S(w)u, (mesure image). Les mesures u., forment une
chaine de Markov stationnaire sur I1(V). Nous appelons la loi de ,, I'équi-
libre statistique associé a v (cf. [L1] [L2] [L3] [L4]).

Sur V x Q, on définit une probabilité Q(dx, dw) = u.(dx)P(dw), et une
transformation 6 : 0(x, w) = (Ty(w)x, Tw).

Puisque ., = Ti(w)u,, 0 préserve Q et elle est ergodique du fait de
lergodicité de P dans L(m).

2) Jusqu’ici, nous n’avons pas utilisé la différentiabilité des transforma-
tions. Supposons maintenant :

H1. J‘ v(dT)J m(dx) Log™ (|| DT(x)||) est fini.

Posons B(x, w) = [DT(w)](x). Par simple application du théoréme
ergodique sous additif et du théoréme ergodique, on sait que, si

1 1
B™M=Bof™" ' . ..Bo6.B, —Log(]|B™||) et — Log(det B™]|) convergent
m m

p.s. vers A et o avec dAza>= — oo et oc—-—va(dT)m(dx) Log(|det(DT(x))|)

(les espaces tangents étant munis de la structure euclidienne induite par la
métrique).
Notons p(dx) I’¢lément de volume riemannien sur V.

N.B. — A est le plus grand exposant caractéristique et o la somme des
exposants.

PROPOSITION 1. — a) Si o < 0, y, est PP p.s. étrangere a p.
b) Si m est équivalente a p, o est négatif ou nul. o est nul si et seulement
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EQUILIBRE STATISTIQUE 113

si v est portée par les difféeomorphismes qui préservent m (ce qui implique
que p, = m).
du, e
Preuve. — a) Posons h(x, w) = dL(x). L’identité u.., = S,(w)u,, entraine,
p
du fait que S, est un difféomorphisme, que :

h(x, T'0)p(dx) = S(@)h(x, ®)p(dx) ;
c’est-a-dire que pour tout f e C(M),
jf (Sux)h(x, w) p(dx)
= Jf ()h(x, T"w) pldx) = J.f (Sw)h(Sx, T"w) | det (DB™(x, ) | p(dx)

P. p.s. (par changement de variable).

Donc  h(x, w) = h(0"(x, w)|det (DB™(x,w)) | p @ P p.s.

Supposons E<Jh(x, a))p(dx)) =k > 0. Posons Q = %h(x, ) p(dx)P(dw).
L’identité ci-dessus est aussi valable Q p.s. Vu que
h(x, Tw) p(dx) = T(w)(h(x, ®)p(dx)),
0 préserve Q, h et ho 0" ont méme loi sous (~) Par ailleurs
det | (DB™(x, w))| — 0
Q.p.s.etdonc Q p.s.Onendéduitqueh = 0 Q p. s. d’ou une contradiction.

b) Posons f(x) = Z—’: (x) et F(x, w) = | det (B(x, w)) |
Ona o= J Log (F)dQ .

Par ailleurs, vu que J f(T(x) | det (DT(x))| p(dx) = 1 pour tout difféo-
morphisme T,

on a JF(X, w)(f(Ty(w)x)/ £ (x)m(dx) = 1
et donc, du fait que Ty(w) et u, sont indépendantes,

jF(x, o)(f(Ty(w)x)/ f())Qdx, dw) = 1,

Vol. 23, n° 1-1987.



114 Y. LE JAN

ou JF.(} 00/f)dQ =1 avec f(x,w)= f(x).

Par '’hypothése H1, Log* F est Q-intégrable. Par ailleurs si
j | Log fdQ = Lf(x) | Log f(x)] p(dx)

est fini, 'inégalité de Jensen s’écrit

0= Log q [F.(f ©0)/f1dQ) > f Log (F)dQ = «

(du fait que 6 préserve Q, f Log (f < 0)//)dQ = o).

On a égalité si et seulement si F .(]N‘ ° 6)/]‘ =1 Q p.s. c’est-a-dire que
|det(DT(x))| . f(Tx)/f(x) =1 m® v p.s. On en déduit que pour tout
ge C(V),

jg(X)m(dX) = Jg(TX)f (Tx)|det(DT(x))| p(dx) = fg(T(X))m(dX) vp.s.

et donc, Tm = m v p.s.
Dansle cas ou j | Log (f(x)) | f(x)p(dx)n’est pas fini, un argument supplé-
mentaire est nécessaire.

LEMME 2. — Soit 0 une transformation ergodique sur (X, &, Q). Soient
F>0et h>0 tels que

j(F.hoH/h)dQ =1 et jLog*(F)dQ <.

On a jLog (F).dQ < 0 avec égalité si et seulement si G = F.ho60/h =1
Qp.s.

1
Preuve. — Pour tout xeX, notons u;(dy) la mesure — Zéoy(dy)
n

m=0
lim JGduﬁ =1 Q p.s. d’aprés le théoréme ergodique.

n— oo

Donc 0 > lim j Log (G)du,™.

n— oo
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Or Log(G) = Log (F) + Log(h-6) — Logh, et donc
1
jLog G)du; = fLog (F)dy; + - [Log (h 0" '(x)) — Log (h(x)].

Définissons une sous-suite infinie m(x) en posant par exemple ny = 0;
Mes 1 = inf(m > m, K™ 1x) < \/m).
L’inégalité procede alors du fait que klim ~!‘Log Fdu;, = jLog (F)dQ

Q p.s. Pour le cas d’égalité, raisonnons par 'absurde :

SiQ({G #1})>0, il existe a < 0, JLog(G)dQ < a et donc Q p.s.

il existe N(x), j Log (G)du; < a/2 pour tout n > N(x). Il suffit de choisir n

assez grand dans la suite m(x) pour pouvoir conclure.

b) a été établi dans [B2], sous I’hypothése que f est de classe C? et dans
le cas d’un flot stochastique.

3) Nous introduisons maintenant une hypothese supplémentaire.
Notons 2I le rayon d’injectivité de V et posons :
81(T) = sup(d(T, T,)/ || exps 'y ||), (x,») € V2,0 < d(x,y) £ 1)
et 05(T) = sup(|| expr,' (Ty) — DT(x) exp< '(») ||/ || exp< * (),
(x, ) €V240 < d(x,y) < L d(T(x), T(y) £ T).

On suppose vérifiée :
H2 jlogJr (01(T) + d,(MHv(dT) < 0.

L’hypothése H2, et a fortiori 'hypothése H1, est assez peu restrictive.
Elle est en particulier vérifiée lorsque dans un systéme de cartes, la norme
uniforme des dérivées premicres et secondes est v-intégrable. C’est le cas
lorsque v est & support fini ou lorsqu’elle est induite par un flot brownien
(cf. [L.W] [H] [B1] [K] [B] [E]) considéré ou temps 1. Le principe de
la preuve consiste alors a utiliser les inégalités de Sobolev.

LEMME 3. — Si 4 < 0, pour tout ¢ > 0,36 > O tel que, pour (x, ) en dehors
d’un ensemble E de Q-mesure inférieure a ¢, lim sup Log(d(S,x, S,y) <1 +e¢,
dés que d(x, y) < 0. e

Ce résultat est un cas particulier du théoréme des variétés stables de
Pesin. (Cf. [R] [C)).

Vol. 23, n® 1-1987.



116 Y. LE JAN

Ces résultats étant d’un abord assez difficile, donnons une preuve simple
de ce lemme. (Elle emprunte son principe a Pesin).
Draprés ’hypothése H2 et le théoréme de Birkhoff,

1
lim — Log™ (64(T,) + 6,(T,)) = 0.
n—w g

Fixons g, 110~ °>¢>0. Il existe A%(w), co> A*>0, tel que §;(T,)+ 5,(T,)< A%e™
P-p.s. On a vu que Log (|| DS, ||)/n converge vers A Q-p. s. d’aprés le théo-

réme ergodique sous additif.
Un corollaire de ce théoréme (cf. [R2] p. 288) montre que si I’on pose :

C(x, w) = sup Log (|| DS, [|) — nd — ne,
nz0

il existe B%(x, w), oo > B® > 0, tel que pour tout entier k, C* o 0¥ < B* + ke.
Pour tout ue TV, posons J, ,(u) = sup (|| DS,(u)|| e ™**%). On a

nz0

lull £ v < € ull et Spuo(DTW) < €70, ,(u).

X, =

Posons x, = S,(x), Vu= S(¥), 6n = Sxnmwp Va = €xps,'(y,) lorsque

d(xy ya) S L
11 suffit, pour établir le lemme, de montrer I'existence de #(x, w) > 0 et

d’un entier N(x, w) tels que, pour d(x, y) < ret n = N, on ait d(x,, y,) < I
et §,(V,) < e"**29_Si ces propriétés sont satisfaites, on a :

Axps 1 Yar1) S 01(Tuin) [ Vo || S Afeln Degnth+29)
et 'on peut choisir N(x, w) assez grand pour que cette quantité soit toujours
inférieure a I ;
5n+ 1(Vn+ 1) é 5n+ I(DTn+ I(Vn)) + 5n+ I(Vn+ 1= DTn+ I(Vn))
e/H.Eén(Vn) + eCSoG'I*l ” Vn+ 1 DTn+ I(Vn) ”

el * ean(vn) + er tort )652(Tn +1 )(5n(Vn))2
en(l + 26)(61 +e + AseB“r 2(n+ l)sen(}_ + 25)) .

IAIATIA

On peut choisir N(x, w) assez grand pour que cette quantité soit toujours
inférieure & ™+ VA*29 ensuite r(x, w) de maniére a4 avoir dn(Vy) S eNA 29,

La propriété est alors établie par récurrence.
Lorsque J‘Log+ (| DT || wWdT) < oo, on peut indiquer une autre

démonstration, fondée sur le théoréme d’Oseledetz (cf. [L]). Soit A, la
suite des exposants caractéristiques du systéme, rangés par ordre décrois-
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sant. Par hypothése 4; > — oo. Soit Ei(x, w) la filtration correspondante
de T, V.

PosonsﬁT(x, w) = DT(I + Z(e—zkul _ e*‘lk—x‘i'll)PEk(x,m))

k=2

— (I + Z(e~lk+h _ eh_lkl)PEk(Tx,rw)>DT-
k22

Drapres le théoréeme d’Oseledetz, ID%w, x) > 0 tel que :
Il IN)S,. < DéeAtom et H ]N)Sn—1 H < Deel~A+om

On pose DS, 1(V,) = U,. I suffit de montrer I'existence de r(x, w) et N(x, w)
tels que pour n = N et d(x,y) =, dxn,ys) =1 et || U,|| £ €%, (ce qui
implique || V,|| £ D,e**29"). On peut choisir N de maniére a avoir
d(Xy+ 1, Yn+ 1) = 01(Tus1) || Vull < L De plus

” Un+1 ” 4<_— H ﬁsrn_lelDTn+ I(Vn) “ + ” ]58,,_+11 ” “ DTn+l(Vn) - Vn+1 H .

Le premier terme égale || DT~ ' o DT(U,)|| < || U. |l < €™, et le deuxiéme
est majoré par

(52(Tn+ 1) H Vn ”2 ” ﬁs;+11 “ éAee("+ l)a(Dae(l+a)n)2Dse(— Aten é e(n+ e __ e
pour N assez grand, ce qui permet de conclure.

PROPOSITION 2. — Si 4 < 0, p,, est p.s. constituée d’un nombre fini de
mesures ponctuelles de méme masse.

a) Si neN* et [ab] = R", D(n,a,b) = { o, u, posséde n atomes de
masse comprise dans l'intervalle [ab]} est un ensemble mesurable t-inva-
riant, puisque U, = Ti(w)l,. P(D(n, a, b)) est donc 0 ou 1.

Les masses des atomes de ., sont donc constantes ainsi que le nombre
d’atomes de méme masse.

Soit m une de ces masses. Posons F, = {(x, ), u,(x) = m}. Du fait
que ., = Tiy(w)u,, on vérifie que F,, est un ensemble f-invariant. On a
donc Q(F,,) = 1 et tous les atomes de y,, ont donc méme masse, la somme
de ces masses étant nécessairement égale a 1 (cf. [P] §IV.2).

b) Montrons maintenant que u, ne peut étre diffuse.

Soit ¥ une fonction positive et mesurable, définie sur V2 — A, telle que
U(x,y) - + oo sid(x,y) | O et telle que :

E(H o W(x, y)uw(dx)uw(dy)> < .

Vol. 23, n° 1-1987.



118 Y. LE JAN

Pour tout n, cette expression égale :

Eﬂ Yz, y)urnw(dX)urn(,,(d.v)>
VZ-A
= E(JJVZ_Aw(Sn(w)x, Sn(w)y)uw(dx)uw(dy)>

= E (JL Y(S,x, S, )’)l{d(x,y) < 5}1Ec(x,w)liw(dx)uw(dy)>
2-A

ou E a été défini dans le lemme précédent (nous fixons 0 < ¢ < 1). Mais
Y(S.x, S,y) — + oo lorsque (x, w) € E® et d(x, y) < 6.
Il reste donc & montrer que si y, est diffuse,

E<J‘J‘ lEc(x,w)l{d(x,y)<5},um(dx)um(dy)> >0.
v2-A
Or E<J1Ec(x, co)uw(dx)) =QE)>1-—c¢.

Mais si p,, est diffuse, j Uo(dy) > 0 g, p. s, ce qui permet de con-
clure. 0<dx.)<d

Exemple. — Si T est un difféomorphisme de S, notons T, la transforma-
tion conjuguée RyTR _,.

Prenons V=S, et v= f d0or,. m est alors la mesure de Lebesgue
Sy

sur S;,etona A =oa= J Log (| T'(6)])do < 0.
S1
A =0 si et seulement si T est une rotation. Dans le cas contraire, la
proposition 2 s’applique. o
Lorsque T commute avec une rotation d’angle —, u, est constitué de
n

n points. Un cas plus général est traité dans [Ka].

4) Appendice.

Supposons toujours H2 vérifiée et 1 < 0. La proposition 2 s’applique.
Notons X, le support de u,, et posons n = Card (X,,). Il existe n applications
mesurables ¢;: Q — V telles que :

Y, ={oiw),i=1,...,n}. On introduit une bijection mesurable entre
Vet [01] et on prend oo(w) = inf (x, u,([0 x]) # 0), etc.
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EQUILIBRE STATISTIQUE 119
Définissons le iéme domaine d’attraction V;(w) comme

{ ye V7 d(snya S,,O'i(a))) "—Og 0 } .

n—

Vi(w) est un ouvert aléatoire de V.
Notons G;(w) la composante connexe contenant o;(w), c’est aussi un
ouvert aléatoire.

Il est clair que le n-uplet G;(tw) est une permutation (dépendant de w)
de (T1(w)Gi(w)).

1
PROPOSITION 3. — m(G;) = — pour tout ic {1,2 ... n}.
n

Preuve. — Posons u™ = [Tyo ... o T_ (w)](m).
On sait que p™ converge étroitement vers p, pour presque tout .

1
En particulier, quel que soit i, u%(Gi(w)) converge vers ;P p.s. Ainsi,

pour tout ¢ > 0, il existe E = Q, avec P(E) < ¢, et il existe un entier N tels

1
que uN(Gy(w)) > — — ¢ pour tout ie {1,2,...,n} et ¢ E.
n

1
On a donc m(TZko ... o Tg w)Gi(w)) > — — ¢ pour tout i et w¢E.

Or la famille d’ouverts {TZko ... T (@)Gyw), i=1,...,n} est
identique a la famille { G;(z Nw),j=1,...,n}.

1 .
On a donc m(G;(zt Nw)) > — — ¢ pour tout j et w¢E, cest-a-dire
n

1 . o "
m(Gy(w)) > ~ — ¢ pour tout i et w ¢ t~ (E). ¢ étant arbitraire, la proposition
en résulte.

Lorsque M = S;, si pour toute rotation Ry, R;,TR_, a méme loi que T,
m est la mesure de Lebesgue. T commute v-p. s. avec R, si et seulement
n

si le support de u,, est constitué de n points. (Ceci résulte de 'invariance
par rotation et de I'indépendance entre y, et 'ensemble des n intervalles
d’attraction.)

L’auteur tient a remercier F. Ledrappier, J. P. Thouvenot, G. Royer
et un référé anonyme pour l'aide qu’ils ont apportée a 1’élaboration de
ce travail. On pourra pour certains résultats se référer a 'ouvrage tout
récent de Kifer [Ki] dont nous avons eu connaissance aprés I’achévement
de ce travail. Ces résultats ont été annoncés dans une note (CRAS Paris,
t. 302, série I, pages 351-354).
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