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Arbres et processus de Bellman-Harris

par

B. CHAUVIN

Université Paris VI, Laboratoire de Probabilités,
4, Place Jussieu, Tour 56, 3¢ Etage, 75230 Paris Cedex 05

REsuME. — Ce travail concerne un processus de branchement de Bell-
man-Harris supercritique et sa distribution des ages, en ayant recours a
une approche intuitive mettant en relief la propriété de branchement
sous une forme trés générale. Ceci est possible en représentant le processus
par un arbre et en construisant un espace probabilis¢ d’arbres adéquat.
Ces outils permettent a eux seuls d’obtenir les propriétés de semi-groupe
et la convergence L? du processus.

ABSTRACT. — This work is about a supercritical Bellman-Harris
branching process and its age distribution, using an intuitive approach,
and setting off the branching property in a very general form. The way
to do it is to represent the process by a tree, and to build a convenient
probability space of trees. These only methods enable to get the semi-
group properties and the L2-convergence of the process.

1. INTRODUCTION

L’objet de cet article est I’étude d’un processus de branchement dans
lequel chaque individu a une durée de vie de loi G (ne chargeant pas 0)
et engendre & sa mort v individus (indépendamment) les uns des autres
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210 B. CHAUVIN

et indépendamment de sa durée de vie) avec la loi g = (p,, ne N) d’espé-
rance m. Nous nous placerons dans le cas supercritique ou me ]1, + oo].
La description et la construction d’un tel processus se trouvent dans [6].
Plus précisément, comme le fait par exemple Asmussen dans [/], nous
étudierons le processus a valeur mesure, de distribution des ages :

M = Z &8,

uez,

ou z, désigne ’ensemble des individus u en vie a I'instant ¢ et ou S, désignent
leurs instants de naissance respectifs de sorte que ¢t — S, représentent leurs
dges a l'instant . Cest l'objet introduit également par Jagers dans [7]
pour le processus plus général de type Crump-Mode-Jagers dont la conver-
gence p. s. a été montrée par Nerman dans [/4] par des méthodes de « lois
des grands nombres », et plus récemment étudié avec diverses applications
par Jagers et Nerman dans [8] et [/5]. Nous avons voulu ici éviter le
plus possible des méthodes analytiques, en ayant recours & une approche
intuitive des processus de branchement, basée sur les propriétés d’indé-
pendance de ces processus : la propriété de branchement, d’indépendance
des translatés en u, pour tout u de z,, sera écrite en toute généralité, et
fournira directement les résultats, constituant quasiment le seul outil de
démonstration, au lieu de servir a appliquer diverses lois des grands nombres.

Pour cela, au lieu de placer, comme dans les articles ci-dessus, les indi-

vidus dans -
u=Jw
n=0

la technique fondamentale sera ici, comme I'a suggéré Joffe dans [9],
de représenter le processus de branchement par un arbre, d’utiliser un
espace probabilis¢ d’arbres adéquat, de mettre en ceuvre des techniques
particuliéres a cet espace.

Ce sera l'objet de la section 2, dans laquelle seront définis les outils
nécessaires a 1’étude du processus. Nous remontrerons la finitude de la
population & Pinstant ¢ ‘(sous les hypothéses G(0*) = 0, m < oo, déja
obtenue dans [6]), qui revét une importance particuliére dans le cadre
des techniques d’arbres. Ces techniques sont appliquées dans la Section 3,
ou nous exhiberons le semi-groupe des intensités du processus et établirons
le caractére markovien du semi-groupe renormalisé par une fonction
propre, et dans la Section 5, ou nous montrerons la convergence L? du
processus renormalisé. Les techniques de renouvellement interviendront
dans la Section 4, pour établir la convergence du semi-groupe renormalisé.
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ARBRES ET PROCESSUS DE BELLMAN-HARRIS 211

2. LE MODELE

Neveu a construit (cf. [/7]) un espace probabilisé (Q, #, P) d’arbres @
marqués par R% (la marque sera pour nous la durée de vie des individus).
Pour tout u de U, nous pouvons définir sur

Q, = 1meQuewm (e U)
les variables aléatoires v, (nombre de fils de u), o, (durée de vie de u) et T,
(arbre translaté en u, i.e. T(@) = { (v, 6,,)€U x R%, uvew }). Ces appli-
cations sont Z-mesurables et la probabilité P donne au couple (v, ¢) la
loi produit g ® G.
Nous allons maintenant situer ces arbres dans le temps, afin que 'ancétre
soit d’age x a Pinstant 0. Considérons pour cela le sous-ensemble Q de

R, x Q défini par
Q={(x,@e[0,a] x Q, 04@) > x}
oua=sup{xeR;, Plo,>x)#0}.

L’espace Q est muni de la tribu produit & et des probabilités P, définies
par

P,(A x B) = e(A)P(B/o, > x) (A x BeF).

Cet espace probabilisé (ﬁ, Z, P.) permet alors de définir l’instant de nais-
sance de u (u e U) par

S.x, @) = Syx, w) + gy, w), v pere de u
Sd)('\" m) = — X

de telle sorte que P,-p. s., 'ancétre est d’age x a I'instant O et que S; =S, + o0,

G(x+.
a pour loi G, ==—(x—)

J G(dy)
Ix,00[

lation en vie a instant t sera

g« pour la probabilité P,. Par suite, la popu-

z(x,0) ={uew,S, <t <SS, +a,} ((x, m)e Q).
La variable aléatoire S, n’est bien entendu définie que sur

Q,={(x,@)e0,a[x Q,04@) >x} (uel)
Vol. 22, n° 2-1986.



212 B. CHAUVIN

ainsi que v,, g, et T, définies par
Vulx, ®) = (@)
a.x, @) = 0,(®)
T(x, ®) = (0, T,®))
qui seront notées désormais v,, g, et T,.
Par définition, une ligne d’arrét est un sous-ensemble fini de U, dont

aucun individu ne descend d’un autre. Nous lui associons un operateur de
meurtre défini d’abord sur Q par

M (@) = @ DS,

ot Dy ={up,u;el,i=1...n0eU} est I'ensemble des descendants
des individus de la ligne d’arrét L. Alors
ML Q) = { @, ue M(®@) }
={w,uew,u#uv,ueli=1...nveU}

= ¢ ou Q, selon que u est ou non dans D, ,

ce qui montre que M; est % -mesurable. Appelons
FL=M{{(F)

et remarquons que pour u dans L, Q, € %, (en effet, #, contient le couple
(vy, 0,) pour v pére de u, et Q, = Q, N (v, = k) si u = vk).
Nous étendons maintenant sans difficulté cette notion a Q en posant

Mi(x, @) = (x, Mi@) (v, @)e®)
g;L = ME 1(37) = g( [07 a[) ® T(vus Oy, U ¢ DL) .
Remarquons enfin que si une ligne d’arrét L’ est formée exclusivement de
descendants d’une autre ligne d’arrét L, c’est-a-dire si Dy, < Dy, il est

alors clair que
go—]_, (== gzL'.

Nous allons maintenant énoncer la propriété de branchement de maniére
analogue a celle de [I0], et en calquer la démonstration.

ProPoSITION 1. — Si L = {uy,...,u,} est une ligne d’arrét, alors
conditionnellement par rapport d g’:L’ sur f).L :=m (Nlul,, pour toute pro-

i=1
babilité P, les arbres translatés T,,i =1 ... n, sont indépendants et de
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ARBRES ET PROCESSUS DE BELLMAN-HARRIS 213

méme loi Py ; ce qui signifie que quelles que soient les fonctions mesurables
positives f,i=1...n de Q dans R

EfL(ﬂfioT,,) - ﬂEo(ﬁ) sur Q.
i=1 1

i=

Démonstration. — La démonstration est analogue a celle de [17], et tient
ici au fait que les arbres translatés soient disjoints, ce qui vient de la pro-
priété de ligne d’arrét.

Par définition de # L, 71 et de la probabilité P,, il suffit de démontrer que

n

E<Ef<H £, T,,,.))/% > x> - HEo(ﬁ) sur Q=4

i=1 . i=1
Mais sur Q; (en reprenant les notations de [/7]):
YoTy =T,y i=1...n

et comme P* est une loi produit, les T} sont indépendants des couples
(0¥, v¥)uep, et sont indépendants entre eux pourvu qu’ils soient disjoints.
Mais sinon, c’est que u; et u; pour i # j seraient deux ancétres d’'un méme
élément de U, donc I'un serait 'ancétre de l'autre, ce qui contredit la pro-
priété de ligne d’arrét. De plus, pour tout u de U, T;f est de loi P*, car les
couples (v, 6% ) pcor 0Nt méme loi que les couples (v¥, o), Les arbres Tjf

sont donc indépendants, de méme loi P* et indépendants des (vE, 0%)upy
ce qui assure

EJFL(H 1.0, Tui)) = H E( £3(0, .)> sur O

i=

et donc

E<E§<H £, T.,»)/aqs > x) ~ E(H E(fi0, /oy > x) sur O

i=

n

= HE(f.-(o, ) sur Qp

i=1

= H Eo(f) sur Q. 0
i=1

Vol. 22, n® 2-1986.



214 B. CHAUVIN

Nous allons a présent montrer que z, est fini p.s., ce qui assurera que
z, est une ligne d’arrét aléatoire (z, vérifie en effet la propriété de ligne
d’arrét, puisque deux individus en vie a l'instant ¢ ne peuvent descendre
I’'un de Plautre). Pour cela, nous avons besoin du lemme suivant :

LEMME 1. — Pour tout réel « > y, ou y est le paramétre malthusien, défini
comme étant l'unique réel strictement positif tel que

mf e dG(x) =1,
10, 00[

(Tes)<o

u

nous avons

Démonstration. — Posons

ax, o) = Ex<z e_"‘s“) (x, 0 = 0)

uezy,

ou z,(x, @) est 'ensemble des u de @ de longueur x. Il s’agit alors d’étudier
la convergence de la série de terme général a,(x, ). Or

An+ l(x’ a) = Ex( Z e—asu>

UEZp +1

Vo
:Ex<e—asl E Ze—a(s,-,,—sj)>

j=1 vez,

Appliquons la proposition 1 :

I

m j e"YdG(y)a,0, a).
10,e0(

Nous sommes donc ramenés au cas ou x = 0, pour lequel

an(oa (X) = va e_ade(y)an—-l(O’ a)

10,00[
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ARBRES ET PROCESSUS DE BELLMAN-HARRIS 215

et la série de terme général a,(x, o) sera donc convergente si et seulement si

mI e ™dG(y) < 1
10,00[

soit si o0 > 7. O
Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante :

PROPOSITION 2. — Pour tout t = 0, z, est fini p. s., de sorte que si ¥ est
P’ensemble (dénombrable) des lignes d’arrét :

2 l{zt=L) =1 p- S.

Le%

Démonstration. — Fixons o > 7 et utilisons le lemme 1

e_atEx<Z I{Su$t<Su+n‘u}>< Ex(z e_“s"> < 0. I:‘

Ceci va nous permettre en utilisant les tribus F,, associées aux lignes
d’arrét, de définir une filtration &, sur (Q ,P), &, contenant toute
I'information avant l'instant ¢.

PROPOSITION 3. — Pour tout t = 0, posons

F, = Z/Ln{z,—L}+ Fn{z¢ZL}.
Ley
Nous obtenons ainsi une filtration sur 7, pour laquelle les variables z,,
Suljuezy sont F-mesurables (on peut montrer facilement que #, est en fait
engendrée par les variables z; pour 0 < s < t). Par contre, 1(:,=L) n’est pas
9'~'L-mesurable.
Par suite, pour tout t = 0, toute variable aléatoire Z F -mesurable s’écrira

Z= Z Zilg-yy + Zolipe

Ley

0u (Zy)Lco est une suite de variables aléatoires F1-mesurables et Z, est
F-mesurable.

Démonstration. — Comme z, est F ¥ -mesurable, #, est bien une sous-tribu
de . Pour s < t, tout individu en vie a P'instant ¢, a un ancétre qui vivait

Vol. 22, n° 2-1986.



216 B. CHAUVIN

a l'instant s, et les éléments de z, ont donc des descendants des éléments
de z; appliquons donc la propriété de monotonie des tribus %,

VL, L'e Z,{z,=L"}n{z=L}n L,c{z—L'}r\{z, L}n
c{z=L}n%F

En faisant la somme sur toutes les lignes d’arrét L de &, et en appliquant
la proposition 2, nous obtenons

L'e,sf,{zs:L'}mf}fucZ{Z,:L}mﬁL

Ley
Z{zszL'}m/}L,cE{z,zL}mﬁL
L'e¥ LeZ

Regardons enfin I’événement F A { ¢ L } pour lequel z, est infini.
Ou bien z, est lui aussi infini et donc F N {z,¢ L} < F N {z,¢ L}

ou bien z, est fini et il existe L € .Z telle que z, = L, mais alors par définition
de «5’1,{239&?} NF < {z,¢ L} < %, . Finalement,

LN +{2¢ L)V F

>
W
I

LinFL+{2¢LYnF F,cF.

N
g
N
I

La #,-mesurabilité de z, s’obtient en écrivant
Liezy = % le=nlpeny + Lz oyl iezn
Le&

et celle de S uliuez,y €N remarquant que S, =S, + o, pour v pere de u, et
S, est donc #-mesurable sur { z, = L }. Par contre,

le-1y = Lz onle, ey

= H Lis <t<suton H(l{su>:} + L, +ous <) -

u¢l

Annales de I Institur Henti Poincaré - Probabilités et Statistiques



ARBRES ET PROCESSUS DE BELLMAN-HARRIS 217

Mais si u est dans Df (descendants stricts de L) et si L est dans z,, clest
que u est né apres t, et donc 'expression précédente se réduit a

=1 = H Is.<n H Li—s.<ow H (Isu>n + Lisu+ouss)
uel uel

u¢Dp

dans laquelle seul 11,0, n’est pas 5‘7L-mesur.,ble. O

Afin de pouvoir considérer l’arbre translaté en u (individu de z,) qui
commence quand u est d’age t — S,, ce qui sera l'opérateur z, de trans-
lation le plus général, nous devons définir des translations temporelles 0,
de la fagon suivante :

Gt:{(x,E)eﬁ,x+te[0,a[,a¢>x+t} - Q

(x, @) > (x + t,w).
Un simple conditionnement conduit a la formule :
Ex(lfa,,>t+x}f° 0,) = Er+x(f)Px(O'¢ >t + X)

ou f est une fonction mesurable positive quelconque.
L’opérateur de translation voulu est alors défini sur {uez } par

Ty = Gt—Su © Tu
et nous pouvons raffiner la propriété de branchement par le lemme suivant

LEMME 2. — Pour tout t = 0, pour tout x = 0 et pour toute fonction f
mesurable positive, sur I'événement {u ez, } (qui est F -mesurable et sur
lequel <, est bien définie),

E7(fo1.) = E-s,(/).

Démonstration. — Comme 1., et S,1ye;,y sont F,-mesurables, il suffit
de montrer que pour toute variable aléatoire Z &,-mesurable

Ex(Zl{uezt)fo Tu) = Ex(21{l:e:,:Et—Su(f))

et comme 1. 44, = 0 p. s, il suffit de montrer que pour tout ligne d’arrét L,
pour toute variable aléatoire Z; % -mesurable

Xe= Ex(ZLl(ueL)l{zt=L}f° Tu) :Ex(ZLl{z,=L}1(ueL}Et—Su(f))
faisons un conditionnement intermédiaire par rapport a ﬁL :

X = Ex(Efo(ZLl(zt=L}1{ueL)f° T,,))

Vol. 22, n° 2-1986.



218 B. CHAUVIN

séparons les termes Q'N*L-mesurables des autres, en utilisant I’expression
détaillée de 1,,,-y, plus haut :

X= Ex(_ZLl(ueL) ]—[ Iis,<n 2 (1s,>n+ 1{su+a,,sz})Ef"<Hl{msvwv;f"‘fu))
rel reDp

rel

explicitons le terme conditionné par rapport a % :

Efl‘(“ 1{t<su+6v}fo Tu) - EfL(ﬂ 1{[<Sv+0.,}1{t—su<au)f° Gt—Su o T“)

vel vel
v#u

remarquons que 1g.e,S, est F,-mesurable et que o, s’écrit encore g0 T,
11 suffit d’appliquer la proposition 1 pour obtenir

E5L<n1(t<sv+au)f° ru>:EfL(ﬂl(t<Su+au}>[EO(1(ty<o'4,)f° 0!—y)]y=Su
L

ve vel

=E7 L<H1u<sv+av>>Et—su(f )E (g-y<op)ly=s.

veL
v¥EuU

soit en utilisant la proposition 1 en sens inverse :

= Ef"(ﬂ 1{t<Su+a.,}1{t—Su<o'u>EtSu(f)

vel
v¥u

= Ef’“(ﬂ 1(t<S,,+a,,}>Et—Su(f)

v b
et donc

X = Ex(ZLl{uEL}]-{h:L)Et—S..(f)) . D

3. DISTRIBUTION DES AGES

Le processus (a valeur mesure) de distribution des dges est défini sur Q par

He = &—s,

uez,

Annales de I'Institut Henri Poincaré. - Probabilités et Statistiques



ARBRES ET PROCESSUS DE BELLMAN-HARRIS 219

et son intensité est donnée par le noyau =, défini par

J n(x, dy)h(y) = Edu(h)) (x> 0)
R+
pour toute fonction h mesurable positive définie sur R, .

PROPOSITION 4. — Les intensités m,, t = 0 constituent un semi-groupe
sur Ry associé au processus (U;, t € R.) par la relation

EZ(uh) = plme-sh) O <s<t,x>0).

Démonstration. — 11 suffit de montrer cette relation et pour cela de
décomposer p,(h), sachant que tout individu en vie a l'instant ¢, descend
d’un unique individu qui vivait a I'instant s.

w(h) = Z hit — S,) = 2 Z h(t — Suw)lis, . <t<Somtoow) -

uez, vezg weTy
Mais pour vezg,t, = 0,5, T, = (s — S,, T,) et donc

Swo‘cu: —(S_Sv)+sw(0’Tu)= —(S—Sv)+svw_svzsvw_s

aworv=aw°Tv=avw

ﬂt(h) = E Z h(t -85 - Sw ° Tv)l{Swot,,St-—s<(Sw+aw)oru}

vezs weT,

= Z ”t*s(h) ° Ty

vezg

Appliquons le lemme 2 :

EZ (i (h)

Z EZ (s (h) o 7,)

vEZg

z E—s,(tt:—5(h))

= ps(me—sh) . O

Pour obtenir un semi-groupe de noyau markovien, nous allons exhiber
une fonction propre pour le semi-groupe =,, cette manipulation étant ici
basée sur le lemme suivant, qui fait apparaitre clairement la fagon dont
sont liés paramétre malthusien et processus.

Vol. 22, n° 2-1986.



220 B. CHAUVIN

LEMME 3. — Pour tout t = 0, x = 0 et pour toute fonction h mesurable
positive, la mesure v, définie a l'aide de la fonction ¢,,

$,(x) = Exle™ ™) =J e”y(y‘x’dG(y)/f dG(y)
Ix, 7 [

Jv.+ o
par
"t(h) = efw.ut(d)yh)
vérifie
ES (Z ) T S.,)> = v(h)
Démonstration.

vi(h) = e " (p,h) = e Z ¢t — Sh(t — S.)

UEZ

=e ZEzwsu(e_Vs’)h(t —S.)

uez,

soit en appliquant le lemme 2,

— e ZE? (e~ S h(t — S,)

uezy

comme S,lyc., st F,-mesurable, et S,07, =S, + 0, — ¢,

vi(h) = e~ ZE?‘(e‘V(S"”"")h(t ~S.)

uezy

- EZ (Z e VSt ap(p — s,,)). O

uez,

PROPOSITION 5. — Le semi-groupe P, défini par

Ph(x)b.(x) = ¢ "m (b h)(x)

associé au processus renormalisé v, par la relation EZ<(v,(h)) = v(P,_h)
est un semi-groupe de noyau markovien, autrement dit, ¢, est fonction propre
du semi-groupe m, pour la valeur propre e”'. Par suite, v,(1) est une & mar-
tingale positive et

vt(l) 2‘) Ws

t—+ o

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



ARBRES ET PROCESSUS DE BELLMAN-HARRIS 221

Dans le cas particulier ou G est la loi de densité exponentielle, ¢, est alors

constante et
—yt p-s.
e "2, =2 mW,

ou Z,:= p,(1) est le nombre d’individus en vie a linstant t.

Démonstration. — Gréce au lemme précédent, nous sommes ramenés
a montrer que

¢)v(x) = e‘ytﬂ:t((bw .X) = Ex(vt(l))

ie. b (x) = E<z e-v<su+°u>) (t>0,x3=0).

uez,

Posons b,(t, x) = Ex(Z e—v<su+au)>‘

uez,
UEZy

ba1(t, X) = Ex(e-vsl 2 Z e-V‘Sw-Sﬂ“w))

j=1 vez,
Jjvez,

Alors

Vo

33 ).
. y=8;

j=1 veZ,
VEZ(-y

Appliquons la proposition 1 :

= mJ‘ e_wb,,(t - y, O)de(y)‘
10,10

Nous sommes donc ramenés au cas ou x = 0 pour lequel

bu+1(t, 0) = mj e byt — y,0dG(y).

10.1[
Posons
dG,(y) = me™7dG(y).
Alors
bn+ 1(t5 0) = bn * Gy(]o, t]) = ... = bO * G(,n+ 1)*( ]0’ t])

Vol. 22, n° 2-1986.



222 B. CHAUVIN

et comme
bot, 0) = Eo(ls, <i<ss+ame ¢ %)

- j e PdG(y)
Jt, 0

_La - 600,
m

1 k *
b, 0) = —(Gy'(10, £)) = GF* (10, 1])
d’ou finalement

Ex(Z e VSut ”"’) = z b,(t, x)
0

uezg nz

1 * n*
= bo(t, x) + mj e V= E (G™ (¢t — y,0) — G™(t — ,0)dGL(y)
10.1] m

nz1

=f e—ydex(y)+J e”7dGy(y)
Jt, 0] 10,t]
=¢,x. O

4. RENOUVELLEMENT

Comme
c, :=J ydG,(y) < o
10,00}
cela permet de définir la fonction £ sur R, par

J de(Y) m
frym 2l = f e "dG(y).
Ix, 0

Cy
dev(y)
100

PROPOSITION 6. — Supposons G non portée par une progression arith-
métique. Alors, pour toute fonction h positive continue bornée, pour tout x 20,

lim Ph(x) = Jw h(s)&(s)ds .
t—=>+ o0 0

Démonstration. — La méthode consiste ici 4 décomposer z, en générations
et a appliquer le théoréme de renouvellement (cf. [5]).
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Le lemme 4 permet d’écrire :

E(Z h(t — s,,)e"ﬂsu+6u>>

¢.(x)

A(t, x) = Ex(Z h(t — Su)e—v(su+au)>

uUez,

B E E"(Z Lis.<i<s,+onhlt — Su)e‘V‘S"“u)).

n=z0 uez,

Ph(x) =

Le premier terme, pour n = 0, vaut

Elg<syh(t — Sg)e™ 7Y = h(t + x) e dG(y)

It, o[

et comme h est bornée, ce terme a pour limite O quand ¢ tend vers + oo.
Nous nous intéresserons donc a

A(t, x) = z E(Z L <e<s,+oghlt — su)e—ﬂsu”w) :

nz1 uez,

Mais comme g, et S, sont indépendants conditionnellement en { ue z, },

A’(t, X) = Z Ex(Z J e_yde(y)h(t - Su)e*vsul{su$t)>
1t —Su, + o[

nz1 uez,

_9 ZE(Z .ol "h(t — S,)&(t — Su)>-
= ,

n=1 uez,
Utilisons ici le lemme de calcul suivant que nous démontrerons plus bas.

LemME 4. — Pour toute fonction F mesurable positive, pour tout n > 1.

E"(Z F(S,)> = mj F())G, * G* 1 (dy).
. J10,00[

uez,

Nous obtenons :
c
Al = Z ’"f ¢"Ph(t = Y&t — )G, * GO V(dy)
10.1]
n=1
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Soit en explicitant la premiére convolution

=chj eMGw) | ht—u—v)t—u—v)e "m1dG V)
=7 10,t] 10,t—u]
nz

mais puisque
dG,(y) = me"7dG(y),

dGy(y) = m'e”?dG"(y)
et donc

A'(t, x)= Z ¢, j e "d G (u) J h(t —u—v)é(t —u—v)d G~ V'(v).
= 10,1] 10,t —u]

Si G n’est pas portée par une progression arithmétique, G, non plus.
D’autre part, ¢ est décroissante, intégrable (¢, < co) et h est continue,
bornée, donc hé est directement Rieman intégrable. Nous pouvons donc
appliquer le théoréme de renouvellement :

z j h(t —u—v)é(t—u—v)dGy ™ V'(0) =52 1 jw h(s)&(s)ds
10,t—u] C 0

b

nz1
et donc
A'lt, X) 52 cy‘[ e "d G (u) iva h(s)&(s)ds
10, 00[ ¢y Jo
= o0 | mocoas. O
Démonstration du Lemme 4. — La méthode utilisée est ici encore la

récurrence sur la premiére génération, comme pour la proposition 5
ou le lemme 1.
Aurangn=1:

Ex<z F(Su)> = Ex(vsF(8y) = MJ F(»)dGy(y).
10, 00[

uezy

Supposons le lemme vrai au rang n — 1

Ex<z F(Su)> = Ex(z Z F(Sl + Sv ° TJ)>

Uezyn j=1 vez,—1°Tj
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comme S; est indépendant de vy, et de Tj,j=1...v4:

=j E<z Z F(y+svoT,-)>de(y>.
10, 0 :

Jj=1 vezy-1Tj

Appliquons la proposition 1 :

/
= m j Eo( Z F(y + s.))de(y).
10,0[

VEZy -y

Utilisons ’hypothése de récurrence :

mj " J F(y + 2G * G '(d2)d G(y)
10, 00[ 10,00
=m" J Fu)G, * G" Y (du). O

10, 0[

Sachant que z, (s = 0) est fini p. s. et que v, (comme pg) est & support
dans z,, nous pouvons déduire de la proposition 6 le

COROLLAIRE. — Pour toute fonction h positive continue bornée,

t

lim V(- ) = v(1) r HoEsds (s> 0).

5. CONVERGENCE L2
DU PROCESSUS RENORMALISE v,

Nous allons montrer dans une premiére étape la convergence L? de v(1),
grace a la proposition suivante.

PROPOSITION 7. — Il existe une constante K telle que pour tout x = 0,
pour tout t = 0

E,(v(1))* < Ko, (x).

Démonstration. — Cette démonstration est tout a fait analogue a celle
de la Proposition 5, et utilise donc la méthode de récurrence sur la pre-
miére génération et la propriété de branchement. Nous aurons aussi besoin
de l'analogue quadratique du lemme 1.

Vol. 22, n° 2-1986.



226 B. CHAUVIN
Ecrivons d’abord v,(1) en faisant apparaitre la premiére génération :

v(l)=e™" Z ¢t —S.)

UEZ:

= 1{t<Sx}e 4 d)y(t—S¢)+ 1{t>81}e 2 z (j)y(t—Sl (SJ,, ]))

j=1 jvez

= 1{t<sl)e t¢y(t —S¢)+ 1(, sl}e —¥5 Z e_Y['_S‘)

<Z ¢y(t'—y Sv)> T |y Sy

j_
ve vEZi-y

=1y<spe” "P(t—Sg)+ Lgssye ™ Z (Ve—y(1) o Tj)y=s, -
j=1

Elevons ceci au carré :

Ve
(v{1))>=1g<spe 2"P3(t—Sy)+ Lyzs,y€” 25 Z (oD T))y=s,
L

+ z (Ve-y(1) 0 Ty)y=s,(Ve—5(1) © Tk)y=51]'

j¥Fk=1

Prenons ’espérance et appliquons la Proposition 1

dGy(y)+m j e 2PEo(vi—(1))*d G(y)

10.1]

E(v(1)?=e"?"¢3(t+x) j

1t,00]

EvZ — m 2
+—— e “MdG(y)
m 10.1]

(puisque Eov(1) = ¢,00) = %)

Pour x = 0, ceci devient

Eo(v(1))* = e™ 2"¢2(t) J dG(y) + Evz—;m j e~ 274 G(y)
m 10,11

1t,00[

+ mj Eo(v,-y(1)*e ™ 27d G(y)
10,11
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qui est une équation de renouvellement

F(t) =f(@) + J F(¢ — y)dH(y)

10,11

ou
dH(y) = me 2dG(y) = ¢ "dG(y)

de"*(Y) =e 7dU(y) enposant U, = EG;*

neN n
et

EvZ —m
fe)= e_zytd’%(t)J‘ dG(y) + ——5— j e 274 G(y)
1t,00[ m 10,81

est majoré par une constante K finie, indépendante de t, dés que Ev? est fini.
L’équation de renouvellement ayant une solution unique dés que F est
bornée sur les intervalles bornés, montrons que Eq(v,(1))?® est fini pour

tout ¢t fixé.
Or,
V,(l) = e_ﬂz ¢y(t - Su)

<e™” § Ls,<q

u

Le™™ E lg,<g€™ ™% ou a>y

u

el E e ®Su

u

(D) < eﬂ“—w'(ze‘“&*) :

Admettons momentanément le lemme suivant

N

LEMME 5. — Pour tout réel o > y nous avons :

2
Eo(z e‘“s“> < o0.
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Nous pouvons alors affirmer
Eo(v(1))* = J f(t — y)e ?dU\y)

10.1]
< KJ e ”dU/(y) <K
10,11

Reportons cette inégalité dans I’équation donnant E.(v:(1))* pour x quel-

conque : ,
—m

Ev B
E.(v(1)*< e‘zy‘¢§(t+x)J dGu(y)+ = J e 27dGy(y)
It, 0l m 10,11

+mK J e 2dG(y)
s 10,1

m -2y
;— +mK e dG(y)
10,11

<e™ J e PG (y)+ (Ev
1t,00[

_ Ev? —m

< e M (x) + <—2——— + mK)(j)Zy(x)

, m
< K'¢,(x)

ou K’ est une constante finie, indépendante de ¢t (que nous noterons K

dans la suite). O

2
Démonstration du lemme 5. — Posons b, = (Z e‘“s“> et faisons appa-

lu|<n
raitre dans b,, la premiére génération (pour n = 1)

b (e i*( Y es)on)

1 |v|$n 1

Vg Vo 2
_ e—ZaS¢+ 26_ aS¢e— aS; E ( E e aSu) ° Tj+ e 2aS; E ( e~ aSu> ° Tj
j=1 Ju|sn—1 j=1 |vl€n—-1
k=1 |v|<n—1 lv|<n—1

j*k

Prenons I'espérance et appliquons la Proposition 1 :

Eob" =1+ 2¢a(0)mE0 z e—aSv> + ¢2a(0)mEo< 2 e_as")z

[v]<n—1 o] <n—1

+ 2, (0)Ev? — m)|:E0< 2 e““S">]2 .
| 1

v|<n—
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Rappelons-nous la démonstration du lemme 1, dans laquelle

a0, o) == E0< Z e_“s"> = (mg0))?, car o>y

lvl=p

E( 2 e_asv): L-(mp ) _ 1
° 1—-mg0) ~ 1-mg,0)

Jol<n—1
La suite Eyb, satisfait donc I’équation
Eob, = m¢p,,(0)Egh, - + ¢,

qui s'écrit encore
Eobn=(m2,(0)"Eobo +(m2,0)" ey + ... +my0)c, -+,

et comme, pour tout n = 1,

2me,(0) 4 $240)

1 —m¢,0) 1 —mp 0)

Eob, < Eobo + c(1 + m1,(0) + ... + (md1,(0))"" ")
c

1 — mg,,(0)

constante indépendante de n.
Par convergence monotone, on en déduit

2
EO(Z e_“sv> < 0. O

<1+ (Ev? —m)=c¢

< Eobo +

Ce résultat permet, par convergence dominée, d’obtenir le corollaire
suivant :

COROLLAIRE. — Pour tout s = 0 fixé et pour toute fonction h positive
continue bornée

W) 5 v(1) r Ha)Eupd.

t—+ oo
0

Ce dernier résultat montre que la convergence de v,(h) deviendra claire

dés que nous aurons évalué sa variance, ce qui fait 'objet de la proposition
suivante :

PROPOSITION 8. — Pour tous t, s = 0, s < t, pour tout x = 0 et pour
toute fonction h mesurable bornée :

EZ* [v(h) — v(Po ) < K|l h|Pe™™v1).
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Démonstration. — Faisons, comme pour la proposition 4, la décompo-
sition de z, en descendants d’individus de z, :

v(h) = ehytﬂt(qsyh)

= e‘”Zur—s(dnh) 3

uezg

=e Z Vi—fh)o1,.

uezg

Mais, conditionnellement par rapport a #,, d’aprés la proposition 1, les 1,
pour u dans z, sont indépendants et donc la variance conditionnelle par
rapporta % de v,(h) est la somme des variances conditionnelles des v,_ (h)o T,
pour u dans z; :

EZ(vi(h) = vy(P- )] =€ z [EZ(vi-o(h)? o 7,) — (EL*(ve—s(h) o 7))*]

uezg

ce qui grice au lemme 2 devient :

=e 2 Z Es—Su(vt‘s(h))2 - (Es—Su(vl‘_Sh))2

uezg

EZvdh) — v(P_h)? < ™27 Z E s (vi—(h)?

uezg

et h étant bornée

<|hlPPem?» Z Es_s.(vi-d(1))*.

uezg

Mais nous venons de voir dans la démonstration précédente que pour
toutr >0, x >0, :

E,(n(1))? < Ké,(x)
donc

EZo(i(h) — vy(P— b)) < K || h|2e™ 2 Z ¢,(s — S.)

=Kllh|Pe7 ™). O

Nous pouvons finalement établir le résultat suivant :

THEOREME. — Pour toute fonction h positive, continue, bornée,
L2 :
v,(h) o2 W h(s)é(s)ds .
0
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Démonstration. — La proposition précédente, appliquée a la fonction
h = 1 permet d’obtenir la convergence dans L? de v,(1). Sachant déja que

v{(1) converge p. s. vers W, nous obtenons la convergence L? de v,(1) vers W.
Ecrivons alors

© 2
EZ- (v,(h) —vy(1) J h(u)é(u)du) =EZ(v,(h)—vy(P,_ h))?
0
+ Exgs (vs(Pt—sh) - vs(l) Jv

0

o)

2
h(u)é(u)du>

© 2
<K|h IIZe_”Vs(l)+Ef‘(\’s(P:—sh)—vs(l) J h(u)i(u)du> :
0

Prenons les espérances :

© 2
Ex(v,(h) - vs(l)j h(u)\é(u)du) < K| h|]?e” "EW + E (vy(P,_sh)
0 . 0 2
- vs(l)J h(u)é(u)du) .

0

Fixons d’abord s ; lorsque ¢ tend vers + oo, nous avons vu que

VP 2 w1y J " hawedu.

0

Faisons alors tendre s vers + co. Sachant que v,(1) converge dans L? vers W
lorsque s tend vers + oo, nous en déduisons le résultat. O
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