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Processus de saut avec interaction
selon les plus proches particules
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M. ROUSSIGNOL
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4, place Jussieu, tour 56, 75230 Paris Cedex 05

REsuME. — Nous étudions un processus de saut 4 une infinité de parti-
cules sur Z. La loi de saut d’une particule ne dépend que des distances
de cette particule & ses plus proches voisines et de la longueur du saut.
Nous donnons une condition sur les coefficients de saut pour que le pro-
cessus admette des mesures réversibles qui sont alors des mesures de
renouvellement connues explicitement. Lorsque cette condition est vérifiée,
nous montrons que les seules mesures invariantes et invariantes par trans-
lation sont les mélanges de ces mesures de renouvellement.

ABSTRACT. — We study a jump process with an infinite number of
particles on Z. The law of a jump for a particle only depends on the dis-
tance of this particle to its nearest neighbours and on the size of the jump.
We give a condition on jump coefficients so that the process admits rever-
sible measures which are explicitly computable renewal measures. When
this condition is verified, we prove that translation invariant and invariant
measures are only mixture of these renewal measures.

Mots-clés : Interacting particle system, Markov process: Jump process.
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176 M. ROUSSIGNOL

I. INTRODUCTION

Nous allons étudier un processus de Markov a temps continu qui repré-
sente un processus de saut a une infinité de particules sur Z. Ce processus
prend ses valeurs dans la partie E de {0, 1 }” telle qu’il y ait une infinité
de particules (représentées par des 1 dans {0, 1}%) sur Z* et sur Z~. Le
mécanisme de I’évolution est le suivant. Si 5 est une configuration de E,
nous notons d.() (respectivement g,(n)) la distance entre le point x de Z
et la plus proche particule de # située a sa droite (respectivement a sa gauche).
Si 4 I'instant ¢ le processus est dans la configuration #, pendant I'intervalle
de temps [t, t + At] une particule située au point x de Z ne peut sauter
qu’en un point de I'intervalle ]x —g.(1), x +d.(n) [ et elle saute’au point x+y
de cet intervalle avec la probabilité b(y, d.(n), g«(n)) At + o(At). La pro-
babilité pour que tout autre type de saut se produise pendant I'intervalle
de temps [t, t + At] vaut o(Af)*.

De maniére plus précise, si & est 'ensemble des fonctions de E dans R
qui ne dépendent que d’un nombre fini de coordonnées, si f appartient a 2,
on définit 'opérateur L par :

Lf(n) = Z c{xy}Lnlf(r™) — fn)]

{x,y}ez2
ou
wz)=n(z) si z#x et z#y
¥ (x) = n(y)
7Y y) = n(x)
et

o { Xy hm=b(y—x,ddn) gn) si nx)=1,  n(y)=0,
O<y—x<ddn) ou 0>y—x>—g.Jn)

o {x yhm=bx—ydm,gm) si ny=1  nx)=0,
O<x—y<dfm ou 0>x—y> - g,

c({x,y},mM=0 dans les autres cas.

On fait les hypothéses suivantes :
1) pour tous y, m, n entiers strictement positifs

b(ya m, n) = b(— Y, n, m)
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PROCESSUS DE SAUT AVEC INTERACTION 177

2) il existe p(y) et q(y) tels que pour tous y, m, n strictement positifs,
y strictement supérieur & m, on ait

. 0 < g(y) < by, m,n) < p(y)

.0 < q(1)

. sig(y) =0alors p(y) =0

. Zp(y)< + 0.

y>0

Sous ces hypothéses il existe un unique processus de Markov sur E
admettant L comme prégénérateur (cf. [8] et [9]).

Dans le deuxiéme paragraphe, nous étudions les mesures réversibles
de ce processus. Nous montrons qu’une condition nécessaire et suffisante
pour quil admette des mesures réversibles, invariantes par translation,
non triviales est qu’il existe une densité de probabilité f sur N*, de moment

d’ordre 1 fini, telle que pour tous y, i, j strictement positifs, i strictement
supérieur a j, on ait :

(R) by, i, Df@)SG) = by, j + v, i = PG+ NS = ).

Nous notons ¢ la famille de mesures de renouvellement sur E dont les
lois d’intervalle sont de la forme :

A S ()

z A f()

iz1

fz(i) =

C’est une famille 3 un paramétre dont les moyennes décrivent I'intervalle
10,1[. Dans le cas ci-dessus toutes les mesures de ¢4 sont des mesures
réversibles. Réciproquement, nous montrons qu’alors toute mesure réver-
sible invariante par translation est un mélange de mesures de 4. Ces résul-
tats sont similaires a ceux obtenus dans [//] dans le cadre des processus
denaissance et mort sur Z et dans [5 ] dans le cadre d’évolutions de processus
ponctuels sur la droite réelle.

Dans le troisiéme paragraphe nous montrons que les seules mesures

invariantes et invariantes par translation sont les mesures réversibles,
sous les hypothéses supplémentaires suivantes :

-E)wa<+w
y>0

Vol. 22, n° 2-1986.



178 M. ROUSSIGNOL

. il existe une constante C strictement positive telle que p(y) < Cq(y)
pour tout y positif.

Une étude semblable a été faite par Georgii dans [4]. Georgii montre
que des processus d’exclusion avec changement de vitesse admettent
comme seules mesures invariantes et invariantes par translation, des
mesures de Gibbs canoniques qui sont réversibles pour I’évolution qu’il
considére. On peut, ici aussi, exprimer les vitesses de saut du processus
a laide d’un potentiel mais celui-ci est de norme infinie et les techniques
de Georgii ne fonctionnent plus. Nous avons utilisé des techniques proches
de celles utilisées par Holley [6], Holley et Stroock [7] et par Liggett [10]
pour des processus de naissance et mort. Nous identifions seulement les
mesures invariantes et invariantes par translation de I’évolution. Le résultat
obtenu est sans doute vrai pour les mesures invariantes en général mais
nous n’avons pas pu nous affranchir de I’hypothése d’invariance par
translation contrairement a ce qui a été fait dans [7]. Il aurait également été
intéressant de montrer directement la décroissance dans le temps de I’énergie
libre comme dans [4] et [6], mais cela semble plus difficile dans notre cas.
Si nous supposons que les sauts se font uniquement sur les plus proches
voisins (g(y) = 0si | y| > 1) et que le processus est attractif (b(1, m, n) est
une fonction croissante en m et décroissante en n), nos résultats sont
faciles a déduire de I'¢tude du processus des misanthropes faite par
C. Cocozza dans [3]. Mais si les sauts ne sont plus uniquement de lon-
gueur 1 ou §’il n’y a plus attractivité, les techniques de couplage utilisées
dans [3] ne semblent plus fonctionner. Réciproquement nos résultats
transportés sur le processus des intervalles montrent que, pour le processus
des misanthropes a plus proches voisins symétrique sur Z (et donc pour le
processus de zéro-range symétrique sur Z) dont les coefficients de saut sont
majorés et minorés par des constantes strictement positives, toutes les
mesures invariantes et invariantes par translation sont des mélanges de
mesures produits connues explicitement, et ceci sans hypothése de crois-
sance sur les coefficients.

II. MESURES REVERSIBLES

Nous savons qu'une condition nécessaire et suffisante pour que u soit
une mesure réversible est :
pour toute fonction f de & bornée on a

(1) fﬂ(dn)c*( {x,yLnfm) = Ju(dn)d {x, vy L) fr=)
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PROCESSUS DE SAUT AVEC INTERACTION 179

De cette condition nous allons déduire des relations sur les coefficients
o{x, v} m).

Si ¢ est une configuration n’ayant qu’un nombre fini de points (c’est-a-dire
un nombre fini de 1), nous notons B,(£) le point le plus a droite de &, B,(¢)
le point le plus a gauche de &, B(&) le bord de & c’est-a-dire By(&) U B,(¢)
et A() lintervalle [B,(£), By(¢)]. Nous notons :

M(é) = Ju(d")l{n;n=ésurA(€)}
a(x, y, &) = ligw= 1}jb(y, (1), 8x() lin = sur Ay ().

Nous notons également &, la configuration obtenue a partir de ¢ en ajoutant
un point a droite de B4(£) a la distance k et M,({) = ZM(ék).
k>y

LEMME 2.1. — a) Si x appartient & E\B({) et si — g (&) <y < dx(é)
ousix =Byé)et —gl)<y<Oona:

q(l y DM(é) < alx, v, &) < p(1y DM(E)
b) Six = Byé)et y >O0Oona:
q(1y M) < alx, y, &) < p(] y IM(E) < p(| y IM(E).

Démonstration. — C'est immédiat 4 partir de la définition de a(x, y, &) et du

fait que q(|y|) < b(y,mn) <p(|yl)si y>0etsi y<mousiy<O0
et —y<n | |

LEMME 2.2. — Si p est une mesure sur E invariante par translation
réversible pour I’évolution, différente de la mesure de Dirac d, chargeant

la configuration 1 sur tout Z, alors pour toute configuration £ nous avons
M(&) > 0.

Démonstration. — Nous utilisons la relation (1) avec la fonction
f) = 1y=ceura@- Cela donne a(x,y, &) = alx + y, — y,&5**?). Dou

si x est dans E\B(&) et — g (&) < y < d(&), d’aprés le lemme précédent,
nous avons

a) Py DM(ET) = g(| y DM(E)

et donc si M(&) est strictement positif M(E¥*") I'est aussi lorsque g(| y 1)
n’est pas nul.

Vol. 22, n° 2-1986.



180 M. ROUSSIGNOL

Si x est le bord droit de £ et si — g (&) < y < 0, toujours d’apres le
Jlemme 2.1 nous avons

b) g1y DM(&) < p(1 y DM (&) < p(| y IM(E*+) 5

par conséquent si M(&) est strictement positif alors M(&5**?) est également
strictement positif dés que g(| y|) n’est pas nul.
Si x est le bord droit de £ et si y est strictement positif nous avons

c) q( |y DM (&) < p(| ¥ IM(EX>Y)

et donc si M(&) est strictement positif, M(&%* ) I'est aussi lorsque g(| y|)
est non nul.

Considérons maintenant 'ensemble C, des configurations £ de n points
telles que B,(£) = 0. Nous avons :

mn(0) = 1) = ZM(é)-

£eCn

Comme u(n(0) = 1) est strictement positif, il existe au moins un ¢ dans C,
tel que M(¢) soit strictement positif. Donc d’aprés les inégalités a) et b),
puisque ¢(1) est non nul, pour toute configuration # de C, obtenue a partir
de ¢ en faisant bouger les points intérieurs ou en déplagant vers la gauche
le bord droit, la quantité M(&) est strictement positive. Il reste & montrer que
'on peut « déplacer » le bord droit de £ vers la droite. D’aprés 'inégalite c)
si M,(£) est strictement positif alors M(EB49B4OF 1) est également stricte-
ment positif. Sinon on aurait M(¢;) = M(&). Si M(&,) est strictement positif
alors M(&EBaéo-BaEn* 1) egt strictement positif et on en déduit facilement
que M(EBa®Ba®)+1) est strictement positif. Sinon on recommence. Le
procédé s’arrétera un jour car p étant invariante par translation et diffé-
rente de &, on ne peut pas avoir une demi-droite de 1y p.s. On en déduit
que M(¢) est strictement positif pour tout & dans C, et pour tout n supérieur
ou égal & 2. [ ]

LEMME 2.3. — Si pest une probabilité sur E, invariante par translation,
différente de §,, réversible pour le processus, pour tous points x, y, z, t
de Z tels que x < y < z < t, nous avons :

pps o{zehme({xy}hn)c{zt},n"yY)({xy}n)
=c({xy}hme({zt}nrMe({xy}@™)e({ z t },n¥)

Démonstration. — Nous appliquons deux fois la relation (1), une fois
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PROCESSUS DE SAUT AVEC INTERACTION 181

au couple { x, y }, une autre fois au couple { z, t }; nous trouvons pour
toute fonction g de ¥ :

A= Ju(dn)C( {x,y hme({zt me({x,y}n™)e({zt},n)eMm)

B J udn)e({ z, t },me({ x, y §, n™)e({ 2, t }, (7 Y*)e({ x, y }, ), c((7™)).

En refaisant la méme opération d’abord avec {z, t} puis { x, y } nous
trouvons :

A= Ju(dn)C( {x, yhme({z t}, m)e({x, v}, () )el{ 2, t}, n*)gn™)™.

Ces égalités sont vraies pour toute fonction g de &, on en déduit donc le
lemme. ]

LeMME 2.4. — Si le processus admet une mesure réversible invariante

par translation, différente de d,, pour tous entiers u, k, j strictement positifs
tels que k soit strictement supérieur a 1 on a :

Q) b(L, 2, k)blu, k+ 1, b(L, k—u+ 1, Vb(u, j+ u, k — u)
= b(u, k, j)b(1, 2, k—u)b(u, j+u, k+ 1 —ub(1, k+1, 1.

Démonstration. — 1l suffit d’appliquer le lemme précédent a la configura-
tion suivante :

X X+Yy z t
1 ay 1 | D 1 1 N D) |
./ L iy
u 1
j k 2
LemME 2.5. — Si le processus admet une mesure réversible, invariante

par translation, différente de 9, il existe une densité de probabilité f sur N*
admettant un moment d’ordre 1 fini telle que pour tous entiers u, i, j
strictement positifs, i strictement supérieur a u, on ait :

(R) blu, i, j)f(D) f() = b, j + u, i = W)U + ) fli — u).

Démonstration. — Posons f(i) = n

k=1

b(1,2, k)

-7 i = 2etf(1)=1.
b1,k + 1, 1) PO 7y

Vol. 22, n° 2-1986.



182 M. ROUSSIGNOL

En multipliant terme a terme ’égalité (2) avec les valeurs de k égales a i—1,
i—2,...,u+1 on trouve pour i strictement plus grand que u+1 et si g(1)

n'est pas nul :
bu, i, bl u+j,1)
b(y’j+ua i_u)b(u’ u+ 19.])

i—1
b(1,2, k—ub(1, k+1, 1)
b1, k—u+1, )b(1, 2, k)
1

a)
k=u+
Cette relation s’écrit avec j =1, i=u+c¢,c>1:

c—1

bu,u+c,1) H b(1,2, k)b(1, u+k+1,1)
bu,u+1,¢) | | b1 k+1,1)b(1,2, u+k)

k=1

b)

utc—1

H b(1,2, k) b(1, k+1,1)
e k+1,1) b(1,2,k)
k=

4

=

k=1
On peut également écrire :

i—1 u i—1
b(1,2,a—wb(l,a+1,1) H b(1,2, k) b(1, k+1, 1)
9 WLa—utl D, 20 | |, k+1,1) b1, 2, k)
a=u+1 k=1 k=i—1—u
d’ou en reportant b) (avec ¢ = j)et c)dansa) :
i—1 utj—1
blu,i,j) ” b(1,k + 1,1) b(1,2, k)
bu, j+ ui —u) b(1, 2, k) b(1,k+1,1)
k=i—1-u =j
_ S —uwfu+))
f@) JU)
Sii=u-+letsij>1:
u utj—1
b, u +j,1) ” b(1,2, k) b(l,k +1,1)
bu,u+ 1,750 | I bl k+ 1,1) O b(1,2,k)
k=1 k=j
fw+1) 1)

f) f+j)
Enfin sii =u + 1 et si j = 1 I’égalité ci-dessus est évidente.
Reste a vérifier que f est une densité de probabilité et qu’elle admet
un moment d’ordre un fini. On a

. p()\ !
fi) < (21?1_) .
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PROCESSUS DE SAUT AVEC INTERACTION 183

Sion pose i) = KK’ f(@), f vérifie encore la relation (R) et on peut choisir
K et K pour que f satisfasse ’hypothése voulue. [ ]

LEMME 2.6. — S'il existe une densité de probabilité f sur N*, de pre-
mier moment fini, telle que pour y > 0,i >y, j > 0, on ait :
R) fOSDb(y: 1)) = fG + DG = Dby, j+ y,i—y)
alors la mesure de renouvellement dont la loi d’espacement est f est une
mesure réversible pour 1’évolution.
Démonstration. — Soit £ une configuration finie formée des points 0, v,,

Uy, ...,U,, €t posons u; =v; — v;—1 (u; = v;). Nous allons vérifier la

relation (1) pour la fonction :

JM) = Lygn=csuray -

Il sera alors clair que la relation (1) sera vraie pour toute fonction de 2.
Prenons d’abord x = v, v; < y < ;11,1 <i<n-—1

fu(dn)d {xy L f() = Kby — x, uiry, u;) ﬂf (u;)

Ju(dn)C( {xyhnfe™)
(wi+y—x)f(i+1—y+x)
Sws) f (it 1)

n - f
=Kb(y — x,u; +y—x,t41 — y + X) | I S(u;)
i=1

Du fait de la relation (R), les deux termes ci-dessus sont égaux.
On vérifie de la méme maniére la relation (1) lorsque x=v;, v;_; < y <v;,
l<i<n—-1S8Six=0et0<y<r,ona:

jﬂ(dn)C( {xyhnfn=K Z by, u1, k) f (k) Hf ;)

k>0
J mdn)e({x, y ), f(r*) = K Z b(y, k+y, uy—y) f(k+y) f(u—y) Hf (u))
k>0 ji=2

et 1a aussi la relation (1) est vérifiée.
Les autres cas sont semblables. ]
Nous avons démontré le théoréme suivant :

THEOREME 2.7. — Pour que I’évolution admette une mesure réversible

Vol. 22, n° 2-1986.



184 M. ROUSSIGNOL

invariante par translation, différente de 04, il faut et il suffit qu’il existe

une densité de probabilité f sur N* de premier moment fini satisfaisant
la relation :

R) fO SOy, i,)) =fG = VfG+ by, j+y,i—y)

pour tous entiers y, i, j strictement positifs, i strictement supérieur a ).

Nous notons ¢ la famille de mesures de renouvellement sur E dont les
lois d’intervalles sont de la forme :

Af@)

zi"f(i)

i>1

fii) =

ou 4 est tel que Zii f(i) < + oo. C’est une famille & un paramétre de
mesures sur E. 37

Si f satisfait la relation (R), toute densité de probabilité f; satisfait
également la relation (R). Il existe donc une famille a un paramétre de
mesures de renouvellement qui sont réversibles pour I’évolution. Dans

le théoréme suivant on va identifier toutes les mesures réversibles inva-
riantes par translation.

THEOREME 2.8. — Si la relation (R) est vérifiée, toute mesure réversible
invariante par translation, différente de 6, est un mélange des mesures
de renouvellement de la famille .

Démonstration. — Soit p une mesure réversible invariante par transla-
tion différente de 8. Soit ¢&;, la configuration formée de trois points 0, I,

I+ rou I et r sont deux entiers strictement positifs. Soit enfin { une confi-
guration finie extérieure & [0, [+ r].

Appliquons la relation (1) a la fonction f(n)=1y=¢, , orsurac,,or €t AU
couple { 1 + y} avec 0 < y <r. Daprés le lemme 2.1 M(&,,0) et
M(&) TP00) sont strictement positifs. On obtient si g(y) est non nul :

by, 1 + y,r—y)  M(,V0)
by,r,1) MOy’

Du fait de la relation (R) p satisfait 1'égalité :

5 M, 00 00
M(ERTP Ul fU+nfr—y)

Annales de I Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques




PROCESSUS DE SAUT AVEC INTERACTION 185

Nous allons identifier u a l'aide des M(&y,,...x,)-
Drabord si k; =k, ... = k,_; = 1 et k, = n, posons

M, k... ) = (ST f ()2, et M(E,) = oy, f(n).
A Taide de la relation (3) il est facile de voir qu’alors pour tous ky, . . ., k,

de la configuration &; s, 14 +..+k,-p+1 & la configuration & x, par
des sauts successifs de coefficients non nuls (au pire par des sauts de 1
puisque g(1) est strictement positif).

II reste a identifier les coefficients a,,. Considérons &, ., ou

.....

ki=...=ky,—y =1, k, <n. Nous avons M(&,,...x,) = ZM(@‘1 ki)
k=1

dou f(1)*~ f(m)xy,, = Zf(l)"_lf(n)f(mwpﬂ,ﬁm1 d’ou

1

- Z f(m)ap+ 1,n+m—1-
m=1

Les o, , sont les fonctions harmoniques associées a une marche aléatoire
sur Z2 de probabilité de transition P((p, n), (p+1, n+k))= f(k+1) si k=0,
P((p, n), (g, m)) = 0 dans les autres cas.

Les fonctions harmoniques extrémales sont de la forme o, ,= o, ; K?~1J*~?

mz
X pn

(cf. [2]) avec K \ f(m)J™~1 =1 et donc il existe une probabilité A(ds)

m=1 .

sur [0,1] telle que : a"’"=_[ Mds)ay (K271 1 on K Ef(m)Jﬁ"_l _q
M(&) ’ =t

eta, ; = . On a alors

i=1 P
- Jl Ads) 2Lt ﬂf(k.)
o Ks S i
i=1

ou fi(k;) = KJ§7! f(k;) est une densité de probabilité sur N*

Vol. 22, n°® 2-1986.



186 M. ROUSSIGNOL

D’autre part

un@) = 1) = Z M(&,)

— l %1,1 n—1
- Zf(n) Jl) }“(ds) Ks Kst

n=1
_J‘ll(d)al’l
= . S K

S

g ctant invariante par translation nous avons également :

H(n(0) = 0) = Z f Hds) 2 fL + 1)
0 s

= JO A(ds) °;< (2 - 1)

jiz1

- j Hds) zjf(j)—u(n(()) =1
0 S =
dod f Ads) 21t ij(i) =1
0 K, ! '
jiz1

1

On peut donc écrire M(y,,..x,) = j )J(dS)—l—' Hfs(ki) ou
0 s
Z]fs(l) i=1
=1
o ~
X(ds) = A(ds) I‘(" Z 7)) est une loi de probabilité sur [0, 1].
YT

Ceci démontre bien que p est un mélange de mesures de renouvelle-
ment associées aux fonctions f. |

Exemples. — 1) Pour y, i, j entiers strictement positifs, i strictement
supérieur a y, prenons

by, i.J) = p(y) ﬂ'—;(lyfj%ﬂ)

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



PROCESSUS DE SAUT AVEC INTERACTION 187

avec : — f densité de probabilité sur N* de premier moment fini et telle
qu’il existe des constantes y, et y, vérifiant pour tout i :

Si+1) <

0 <
STUSTG

— p(1) est strictement positif et (75 71)" *p(y) est sommable.
Alors les conditions des thé¢orémes du paragraphe sont vérifiées.
2) Pour y, i, j entiers strictement positifs, i strictement supérieur a y,
prenons
gli+j)

b(y, i, )) = p(¥) s 7070

ol f est une densité de probabilité sur N* de premier moment fini et g
une fonction positive quelconque. La relation (R) est vérifiée. Cette forme
est nécessaire dés que b(y, i, j) sécrit p(y)b(i, j). Cest le modele étudié
par Spitzer dans [7]. Les hypothéses du paragraphe sont vérifiées des que :

g(l +J)
f @) f (1)

Zp(y) < o

y>0

Py > 0.

3) Si b(y, i, j) est nul dés que 1 est supérieur ou égal a 2 et si :

—0<b<g<hlij)<B

bLj+ 1,i—1)  b(l,j+ 1L, 1bL,2,i—1)
b(1, i, j) T B(1,2,0)b(1, 0, 1)

i—1
. . b(1,2, k)
la relation (R) est alors vérifiée avec f(i) = ———— et les hypo-
(R) vec f(i) ||b(1,k+1’1)e es hypo

k=1
théses du paragraphe sont vraies. On retrouve 1 ’analogue du modéle
¢tudié par C. Cocozza dans [3].
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III. MESURES INVARIANTES

Dans ce chapitre, nous supposerons que la relation (R) est vérifice.
Nous ferons en outre les hypothéses supplémeitaires suivantes :

. ZP(IyI)Iy!< + oo

S p(y)
. il existe C > 0 tel que —— < C” pour tout y > 0.
q(y)
Nous allons montrer que sous ces conditions, les mesures invariantes,

invariantes par transiation, sont réversibles et donc sont les mélanges
de mesures de renouvellement.

Soit donc p une mesure invariante, invariante par translation et diffé-
-rente de J,.

Si ¢ est une configuration finie, nous définissons M(¢) et a(x, y, £) comme
au début du paragraphe précédent.

Soit v la mesure de renouvellement associée a la fonction f intervenant
dans la relation (R). Nous posons :

N(¢) = Jv(dﬂ)lm;wcsum(é»-

LemME 3.1. — 1) Pour tout & M(&) est strictement positif.
2) a(x, y, &) est nul si et seulement si a(x + y, — y, E**7) est nul.

Démonstration. — 1) Appliquons I'égalité uLf = 0 a la fonction

F() = Lyn=csuray-
Nous trouvons :

z >—‘(a(x + ¥ =) éx’x_'—y) - a(x’ Vs é)) =0
—d

xeé y#0

et la série ci-dessus est absolument convergente. En utilisant le lemme 2.1
on en déduit :

z Z g( | y )M(E+7)+ Z q(] y | )M _ (£B4&-BaD+)

xef\B(8) —gx()<y<dx(d) ) —8x(§<y<O0
+ Z q(| y |)M(EPa®-BaO*r) z ZP(I y HM(E).
y>0 xe& y#0
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De cette inégalité on déduit les mémes implications que dans le lemme 2.2
et on termine la démonstration de la méme maniére.
2) Si x appartient & E\B(&) et si — g ({) < y < d(&)on a :

a(x, y, &) = b(y, d(&), gEM(E)
alx + y, — y, &) = b(y, g8 + y, do(&) — yM(EFFTY)

et les deux termes sont non nuls si g(| y|) est non nul.

Si x appartient & £\B(&) et si y est ou bien strictement supérieur a d.(&)
ou bien strictement inférieur 3 — g.(&), les deux termes sont nuls.

Si x est un bord de &, par exemple le bord droit, et si y est strictement
positif on peut écrire :

a(x, y,¢) = Eb(y, ks g4(E)M(&k)

k>y

alx + y, — y, &) = zb(y, g:(&) + y, k — YM(&2Y)

k>y

et ces deux termes sont non nuls si g(| y|) est non nul.
Si x est le bord droit de € et si — g4(&) < y < 0 les quantités sont non
nulles, par contre si y est strictement inférieur a — g,.(¢) elles sont nulles.

La technique que nous allons utiliser est basée sur I'étude de I’énergie

libre :
M(¢)
H = — M(¢) Log ——=
(1) E (&) Log NG)

£eCn

ou C, est 'ensemble des configurations finies de n points dont le point le
plus a gauche est 0.

LemME 3.2. — Si p est une mesure invariante par translation, non nulle
alors :
(5)
M(é)’ Log ——
z N(é)
&eCy
Démonstration. — On a clairement :
Z M(e) ’ Log ) 2 M(®) Log—— + z M() Log —— -
N(é) M(¢$) N($)
&eC, &eCy &eCy,
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Pour une configuration n chargeant 0, on note x;, X3, . . ., X, - . . S€8 points
a droite de 0 et I;() = x; — x;_, les intervalles successifs. On peut écrire :

n—1 1
Z M(¢) Log ﬁ@ =K; + ZJMM)IMO):I} Log f—_(li(ﬂ)).

. b(1,2,j) ~
Or K% < f(k) < K% k) = — T CC*d
T | ELULY I
1

Jﬂ(dﬂ)l(r’(m uli(n)

< Kyu(n(0) = 1) | mdn)l;

1
Jﬂ(d”)l{n(O) yLog o8 flin ))

ou Ji(dn) est la mesure de Palm associée a p.

. 1
Or J wdaml;(n) = e (0) donc Z M(¢) Log —— N(é) < K; + (n—1)K,.

§eCy

est 4 une constante prés I'entropie associée

D’autre part Z M(¢é) log

&eC,

alamesure de Palm /i, donc 2 M(¢)Log —— (é <(n— I)Z M(¢) Log Ml(é)

£eCp

<(n-1) Zu({n(0)=1}ﬂ{ lLi(n)=k }) Log
k=1

M(&)

1
w{n©) =1}~ {lLm=k})

Or z ku({n0) =1} { l1(n) = k}) est fini donc I'entropie

1
m{nO) =1}n{lLm =k}

Zu({n(0)=1 Vo { L) = k}) Log

k=1

est également finie.

En effet, si p, = 0, qkzo,Zpk=qu<oo, on sait que :
k=1 k=1

Zpk Logﬂ<0.
D

k=1
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On applique alors cette inégalité & p, = u({nO0) =1} {1(n) =k})
et & g, = Ce™* pour trouver le résultat. [ ]

Pour démontrer que p est en fait une mesure réversible, on va montrer
que a(x+y, —y, E*Y)=a(x, y, &). Pour ceci on va s’intéresser a la quantité:

D" - 2 Z Zh(a(x—'_y, =) éx,x+y), a(x’ Y é))
feC, xef y#0
N
ot his. 1)=(s—1) Log (M0.0)=0): h(s. 1) est une fonction positive, homo-
t

gene, convexe, tendant vers z€ro si (s, t) tend vers zéro.
LemMme 3.3.

Dn = z Z Z(a(x+y> - éx,x+y)_a(x, Vs é))

&eC,, xeB(§) y#0

alx+y, =y, EXTIMEN(E*?)

Log x,x+
a(x, y, YM(E**TYIN(&)
Démonstration. - La relation pl f = 0 appliquée a f(n) = 1= :quracy
donne :
Z 2(“(x+y, - éx,x+y) - a(x7 Y, é)) = 0
xe& y+0
d’ou

E= z z Z(a(x+yv ) éx,x+y)_a(x, ¥, é)) LOgFZg =0

¢eC,, xe& y#0

Cette série est absolument convergente car :

E E E (C) E E ’ M(¢)
a(x, y,f)’L N(ﬁ) ;&Op(lyl)é g M(¢) | Lo g__N(i)

$eCp x€& y#0
< Kn? Zp(l vy

yY#0

M(S)
ENE)

z Z za(ery, -y, &) | L

&eC,, xe& y#0

M($)

Loe g |-

= Z z a(x Vs é)
¢eC,, xe& y#0
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On va maintenant transformer l’expression E.

M(n?>"Y
E = Z Z Z(a(za -y ’7) - a(Z—y’ Y, ﬂz’z_y)) LOg %z—-—;;

neC, zen y#0

z#0

_ 0.5y _ _@

+ z Z(a(y, ¥, &%) — a0, y, £)) Log NG
¢eC, y#0

Le premier terme s’obtient en posant £***? = 5; le deuxiéme terme est
celui pour lequel x = 0. Pour étudier ce deuxiéme terme on va utiliser
I'invariance par translation. Si on désigne par 7, 'opérateur de translation
de longueur y on a : a(y, —y, £%")=a(0, —y, 1_,&%%). Posons n=1_,¢*
dou ¢ =1,n*77. Siyestfixé et négatif et si £ parcourt toutes les configu-
rations de C,, alors n parcourt toutes les configurations de C, telles que
do(n) > 1 y|, dou :

oy EO) — M)
(a(y, —y, &™) — a0, y, &) Log NG
y<0 &eC, .
Z (@0, —y,n) — (a(0, y, Ty ) Log NE 3, _y))
y<O0 neC,
do(n)>|y|
_ M(n®
—Z Z (a0, —y,n) — a(—y, y,n ))Logm
y<0 neC,
do(m)> | y|
B o N(n*?)
- PZO 'IeZ(a(y’ y’ 7] ) Cl(O, y’ 7])) LOg M(”]O’y) .

Siy est'positif on refait la méme chose et on trouve en définitive :

N x,x+y
0=E= Z Z Z(a(x+y, — 3 £ ) =, 3, ) Logﬁ((%-

teC, xe& y#0

En additionnant les deux expressions de E 4 D,, on obtient :

Dn = Z Z Z(a(x+y9 - éx,x+y)__a(x’ Vs é))
teC, xel y#0

alx+y, —y, EFTIMENE")
alx, y, YNEM(E™**?) '
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Or si x n’appartient pas au bord de £ etsi y appartient & | —g(&), d(¢)[ona :
a(x+y, —y, &) =b(y, gL&)+y, d (&) — y)M(E*TY)
et
Aal(x 3. ) =Dy d (). g (IOM(E)
donc
alx+y, —y, & IMEENE ) _ by, &) +y, dl&) —yIN(E™T)
ax, y, ON(EM(E™T?) b(y, d.(8), g(£))N(E)
=1 gréce a la relation (R).
On a bien I'égalité du lemme. ]

. D,
LEMME 3.4, — lim — = 0.

n—coo n

Démonstration. — En faisant les mémes transformations que dans le
lemme précédent on trouve :

oAl y, —y, EFPIMENE)
(alx+y, —y, &)L
Lo L L, Aty = ) Loy ME=PING)

alx, y, YM(E=*")N(E)
alx+y, =y, EFTMENET)

= 2 Za(x, y, &) Log

ZeC, xeB(S) y#0
donc

0.-23 Y T
¢eC, xeB(&) y#0
N alx, y, M(EX>TY)
[Log ———x(?r + Log *—( <) + Log (€ - :|
N(E™*") M(¢&) alx+y, —y, &)
D, s’écrit donc comme la somme de trois termes.

N I+
Pour étudier le premier terme on remarque que © f( D)

NE=*) — f(l)

si x est un bord de & et [ la distance entre le point x et son voisin.

T b2k N

N i-1 =)
Comme f(i)=/(1)A n bk + 1) NE)
k=1

22 z zau,y,é)LogN(éf?ﬂ zlylp(lyl)zM(é)

£eC,, xeB(¢) y#0 £eCy

<4C12| yIp(lyl).
y#0

a|Log < Cylylet
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Pour le deuxiéme terme on trouve

2 Z Eau, v, 8 Log “(;éjszz E Zp(lyl)M(é) Log* p(ly|)
¢eC,, xeB(&) y#0

&eCy, xeB(&) y#0

<4Zp(lyl)L0g+p(|yl)-

y#0

Pour le troisiéme terme, on va d’abord travailler avec x bord droit de £ et y
strictement positif :

M(éBd(é),Bd(é)"'y)
2 a(Bd(é), Vs é) LOg

a(By(&)+y, —y, BaOBaO+)
&eC, y>0

<2 2(1 y )M(S) Log

q(ly1)
£eCp y>0

Z Cyp(y)+ Z p(y) Log —

puisque q( IM( éBd(é),Ba(éHy) < a(Bd(f) +y, —y éBd(g) Bd(§)+y).
Regardons maintenant le cas ol x est le bord droit de & et

—g:(8) <y <0:
M(EBatsrBatd v r)
? Z Z a(By4(&), y, &) Log

a(Bo(&)+y, —y, LB
ZeC, —2(&)<y<0
=2

G(Bd(s:)- wd)
€€, —gu(d<y<0
M(éBa(é),Bd(CH'Y)
[Log

M _ (EBa@:Ba@) +y
—— —+1log A )
M(%)

aBLE)+y, —y, EBADBalO*y)

. M()
t Lo T R R0y
(& )
= A1 + Az + A3.

M(éBa(é),Ba(éHy)
A =2 B4&), v, &) L

1 a(By(¢), y, ) Log M(E)
£eCp —gx(§)<y<0

=2 P( [yl )M(de(é)de(é)'Fy)

£eCy —gx(§)<y<0

<2Zp(lyl)

y<o0

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



PROCESSUS DE SAUT AVEC INTERACTION 195

M_ y(éBa(é).Ba(é) + y)

A2 =2 Z Z a(Bd(é)a Y 6) LOg a(Bd(E) + 5 - in(é).Bd(ﬁ)"'Y)

£eCpy —g (D <y<0

1
szz Z p(1 y )M(¢) Log
q(lyl)
EeC, —g (&) <y<O0

<2Zp(ly|)C|yI+Zp(lyl)Log+—l——
p(lyl)

y<0 y<0

M(¢)
M _ (EB4D:Ba®) +7)

A, =2 Z Z a(BA&), &) Log

£eCp —gx(§<y<0

M (é a(8),Ba(&) )’)
§eCy gx(8)<y<0

M(&)

I1 faut majorer M (G050 75)" Pour cela nous allons écrire I’équa-

tion d’invariance avec la fonction indicatrice f(.) de la configuration définie
sur [0, B4(¢)] par :

{(x) = POBTx) sur [0, By(§) + y]
{x) =0 sur ]B4¢) + y, Ba(d)].

La fonction f est donc égale & (1) = 1y=csur(0,Bae))
L’équation uLf = 0 donne :

ju(dn)f m z b(z, d.(n), gx(n))=Ju(dn) z bz, dn), gm)f(g™**?

(x,z)eA (x.z2)eA’
ou A= (y,2); xel ou Bd(é)<x<Bd(f)+Z}.

A’ = {(x,2); x + z est un point de {, x n’est pas un point de { etil n’y a
aucun point de { entre x et x + z }.

Alors A’ contient x = By(&) et z = y d’ou en majorant le premier terme
de I’égalité et en minorant le deuxiéme terme on trouve :

2 (n + [z )p(] 2 M (EB«@PLOT) > g(| y NM(E)

z#0
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et par conséquent :

zZP(IyI)M(é){L0g<Z(H+IZI)P(|Z|)>+L0g< )}
(Iy1)

¢eC, y<0
1
< 2<ZC|ylp(Iyl) + Zp(lyl)L0g+ ——
p(1yD
y<0 y<0
+ (ZP(!N))LOg(nZP(lZl) + ZIZIP(IZI)))-
y<O0 z#0 z#0
Or, d’aprés nos hypothéses ZI ylp(lyl) < + oo, donc
y#0
, 1
p(lyl)Log" ——=< 4+ 0
1y
y<o0
d’ou : Ay + A, +As <K;Logn + K,.
On refait les mémes majorations si x est le bord gauche de ¢. Finalement
on obtient :
. Dn
0<D,<K;Logn+ K, et lIim —=0. [ |
n— oo n
totons D:(x )= Z Wa(x+y, —y, &*7), alx, y, &) pour k<n
yeCn
xki¢me pointde &
et Df = E Z D¥(x, y).
X y#0
LEMME 3.5. — Si k<m<n alors on a D¥(x, y)<D¥x, y) et D¥, <D}.

Démonstration. — Soit & dans C,, et x dans &. On a

a(x, y, &) = Z a(x, y, 1)

nell

= {neC,; les m premiers points de 5 sont égaux a ¢ |.

Or la fonction h satisfait h(Z X; Zy,) z h(x;, y;) et donc

Di(x,y) < Dix,». N
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Du fait de I'invariance par translation on peut écrire :

D = Ezz ha(y, —y, &%), a(0, y, &))

x y+#0 B
ou E={¢/<¢] =n, — x = By<), 0ki™ point de ¢ }
D; = z z ha(y, —y, &), a(0, y, &)
y#0 Q
.ol Q= {¢&/|&| =n, 0k pointde ¢ }.
LemMME 3.6. — Si k < n alors on a Dt < DkEL,
Démonstration. — D = z zh(a(y, =y, &%), a(0, y, &)).

y¥0 Q
Or comme précédemment si |&| = n on a a(0, y, &) = Za(O, y, 1) ou

I
IT={n/In]l=n+1, les n derniers points de n sont ceux de &}. Par
conséquent

D} < Z zz ha(y, —y,n°?), a0, y, n)
@/el=n T y#0
<D, m
LemME 3.7. — Pour tout nona D, = 0.
Démonstration. — Soient p = 1 et m = k = 1. D’aprés les lemmes preé-

cédents D¥, < D}, , pour k < j < k + p donc :

k+p m+p

1 . 1 1
Dk<— ) Diy, < D), <——Dpiyp.
p+1 T 41 TSy M
1 .

Si p tend vers l'infini, d’aprés le lemme 3.4 on trouve DY, = 0si 1 <k <m,
donc D,, = 0. [ |

THEOREME 3.8. — Si u est une mesure invariante pour le processus et
invariante par translation alors p est une mesure réversible.

Démonstration. — Si D, = 0 pour tout n, on a pour toute configuration &
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finie a(x+y, —y, £ ¥)=a(x, y, &). Or Cest la relation (1) du début pour

les fonctions f(1) = 1;=cauracy- Ces fonctions engendrent bien 'espace.

n

Ce théoréme s’applique dans les exemples 1) et 2) du paragraphe pré-
cédent si p(.) & un premier moment fini et dans I'exemple 3).
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