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REsumE. — Cet article a pour objet 1’étude de 'hypoellipticité pour les
diffusions avec une condition frontiére. En utilisant le calcul des variations
stochastique de Malliavin sous diverses formes, nous y montrons que
sous des conditions de type Hormander, les lois et les lois conditionnelles
de telles diffusions admettent une densité C® par rapport a la mesure de
Lebesgue.

ABSTRACT. — This paper is devoted to the proof of hypoellipticity for
diffusions with boundary condition. By using the stochastic calculus of
variations of Malliavin in different forms, it is shown that under Héman-
der’s type conditions, some laws and conditional laws of such diffusions
have a C* density with respect to the Lebesgue measure.
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68 P. CATTIAUX

§ 0. INTRODUCTION

Dans ce travail nous étudions le probléme de I'existence d’une den-
sit¢ C® pour les lois et les lois conditionnelles des diffusions avec une
condition frontiére du type Wentzell, c’est-a-dire les solutions du systéme
d’équations différentielles stochastiques suivant [/5] [I8]

dy, = Yo(y:)1p(y:)dt + Yi(yz)ln(y,)dwf

©.1) o + Vo(y)lan(y)dL, + Vi(y)lon(y)dMi
' yo=yeD=R%
p(y:)dL, = 15p(y,)dt

les champs Y;, V, 0 < i < m, 0 < | < r étant supposés C;°, de méme que p.

Pour étudier les lois d’une diffusion standard (sans condition frontiére)
on dispose de deux méthodes :

a) L’étude de I’équation de Fokker-Planck associée a I'aide de résultats
classiques sur les équations aux dérivées partielles du second ordre, ellip-
tiques [39], ou du théoréme de Hormander [/6] [10] [17].

b) Le calcul des variations stochastique de Malliavin [25] développé
par plusieurs auteurs [5] [/8] [35] [37] [38] qui permet une approche
probabiliste directe sous les conditions de Hormander.

En ce qui concerne les lois conditionnelles des diffusions standard,
dans le cadre de la théorie du filtrage, nous retrouvons les mémes approches :

a) L’étude de I’équation de Zakai; dans le cas partiellement unifor-
mément elliptique [32] [34] a l'aide de méthodes analytiques classiques ;
et récemment sous des conditions de Hérmander partielles, a I’aide de la
théorie des flots [22] [23] ou en adaptant la démonstration due & Kohn
du théoréme de Hormander [/3].

b) Le calcul des variations stochastique partiel développé dans [28] [8]
[24] qui sous des conditions de Hormander partielles, permet d’obtenir
des résultats a la fois pour le filtrage, la prédiction, et le lissage pour des
systémes plus généraux qu’en a).

Pour les diffusions avec une condition frontiére les seuls résultats obtenus
jusqu’ici, & notre connaissance, ’ont été sous des hypothéses d’uniforme
ellipticité.

a) dans le cas non conditionné dans [/1] [40],

b) dans le cas du filtrage d’une diffusion avec condition de Neumann
par une diffusion standard dans [33].
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HYPOELLIPTICITE DE DIFFUSIONS 69

Nous nous proposons d’appliquer les techniques du calcul des varia-
tions stochastique exposées dans [5] [6] [8] pour étendre ces résultats.
Les difficultés sont de deux ordres :

a) Il n’existe pas en général de solution forte de (0. 1), on ne peut donc pas
perturber convenablement y, a I'aide de I'addition d’un terme de dérive
comme dans [5];

b) Méme lorsqu’il existe une solution forte, celle-ci est constituée par
le couple (y., L.) et 'addition d’un terme de dérive modifie dans la plupart
des cas L. de fagon non différentiable.

Nous montrons dans ce travail que nous pouvons contourner ces diffi-
cultés :

(0.2) a) a l'intérieur du domaine, dans le cas non conditionné ou bien
le cas conditionné lorsque la coordonnée réfléchie est dans le signal,
en localisant le calcul des variations suivant une idée de Stroock [37].
Nos méthodes s’appliquent également a la localisation des résultats
de [6] sur les diffusions conditionnelles ; résultats également obtenus
dans [24].

b) dans le cas conditionné lorsque la coordonnée réfiéchie est dans
I'observation a I'aide d’un théoréme de flot généralisant un résultat
de [6] et du calcul des variations sur un bon changé de temps de
ce flot ;

¢) sur le bord du domaine dans les cas étudiés au (0.2) a) ; a ’aide
du calcul des variations sur le flot du (0.2) b), et un mauvais chan-
gement de temps; puis d’une approximation de ce changement
de temps.

Nos résultats généralisent [33] par les faits suivants :

a) nous autorisons la dégénérescence du générateur infinitésimal de y,

b) nous obtenons des résultats C*,

¢) nous nimposons pas a la loi d’entrée du processus observé d’avoir
une densité, :

d) nous travaillons sur des équations plus générales,

e) nous regardons les cas du filtrage, de la prédiction et du lissage.

Il faut noter cependant que nos résultats ne recouvrent pas tous les
résultats obtenus analytiquement, méme dans le cas uniformément ellip-
tique, en ce qui concerne le comportement de la densité prés du bord.
Dans le cas p = 0 (cas élastique) Bismut montre dans [7] que la densité
se prolonge C*® jusqu’au bord, dans le cas non conditionné, a l'aide du
calcul des variations sur le processus des excursions de y (cf. également [42]).

Vol. 22, n® 1-1986.



70 P. CATTIAUX

(0.3) Organisation de ce travail.

§ 1. Nous établissons une formule d’intégration par parties apres un
temps d’arrét (1.9) que nous utilisons pour localiser le calcul des varia-
tions, et obtenir des résultats d’hypoellipticité pour le systéme (0. 1) (Théo-
réme (1.15)).

§ 2. Nous regardons le cas conditionné dans D lorsque la réflexion est
dans le signal. La difficulté consiste a désintégrer localement la formule
d’intégration par parties partielle, tout en contrélant la partie observée.
Ceci nous conduit a ne considérer que le cas du filtrage et de la prédiction
((2.15) et (2.16)).

§ 3. Nous étudions le probleme du lissage dans D sur des cas parti-
culiers. A l'aide de plusieurs résultats de [8], nous montrons qu’il existe
une densité, qui se décompose en le produit d’'une fonction C* et d’une
fonction L* parfaitement connue, qui est 'intégrale par rapport a la désinté-
gration de la loi de I'observation d’une certaine densité de Girsanov ((3.9)).

§ 4. Nous donnons un théoréme de flot partiel pour une classe de diffu-
sions réfléchies ((4.4)) dont la démonstration compléte se trouve dans [12]
puis quelques rappels sur la construction de la solution de (0.1).

§ 5. Nous montrons l’existence de densités conditionnelles C* lorsque
la partie réfléchie est dans I'observation (et non plus dans le signal comme
au § 2). La difficulté essentielle réside dans I'inversibilité d’un changé de
temps de la matrice de covariance de Malliavin, lorsque le changement de
temps ne contient pas les directions dans lesquelles nous voulons dériver.

§ 6. Nous revenons ici aux systémes étudiés aux § 1, 2, 3, mais cette
fois sur le bord du domaine. La difficulté ici, si 'on veut agir comme au § 5,
est que le changement de temps contient les directions de dérivation, ce
qui nous oblige a formellement dériver le flot ¢,(w, x) construit au § 4 en ¢,
et donc a faire apparaitre le générateur de (0.1). Ce probléme est parti-
culié¢rement bien rendu par la formule (6.27). A T'aide de changements de
coordonnées localement au voisinage du bord, on peut cependant si p(x)
est constant, ou si p(x) est minoré et la condition au bord de type Neumann,
montrer ’existence d’une densité C*(dD). Au § 6C le probléme conditionnel
est également résolu.

Les § 1 a S présentent I'essentiel des résultats d’une thése de 3¢ cycle [12]
ou le lecteur trouvera outre les démonstrations complétes de certains
résultats une application des techniques de Malliavin a I’étude d’une
certaine classe de diffusions dégénérées mais non réfléchies introduites
par Oshima [37].
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HYPOELLIPTICITE DE DIFFUSIONS 71
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(0.4) Notations

Si U < R", 1y désigne l'indicatrice de U.

CKR", RP) pour 0 < k < + oo est 'ensemble des fonctions k fois déri-
vables de R" dans R?.

CKR", R?) est 'ensemble des fonctions de C¥R", R?) qui sont bornées
ainsi que toutes leurs dérivées.

CH(R", RP) est I'ensemble des fonctions de C¥R", R?) & support compact.

Si A et B sont deux champs de vecteurs Cy° [A, B] désigne leur crochet
de Lie.

Si ¢ est un difféomorphisme de R?, on note ¢*~'A(y) le pull-back de A
) _ op  \7!
par ¢ i.e. 9*TTA(y) = <a—y(y)> A(e(y)).

Si M, est une martingale continue L?, M, (resp. dM,) désigne sa diffé-

rentielle au sens de Ito (resp. de Stratonovitch); ( M ), son processus
croissant.

Si P est une probabilité sur Q, E¥ désigne 'espérance par rapport a P.
Si M est une matrice (n, p), ‘M désigne sa transposée.

- Dans ce travail nous faisons, lorsque cela ne préte pas a confusion les
deux conventions suivantes :

i) Si yeRY y' désigne sa i¢™ coordonnée.

n
ii) Convention de sommation : E ab; = a;b' = a'b,.

i=1

§ 1. HYPOELLIPTICITE DANS D

§ IA. Calcul des variations stochastique aprés un temps de sortie.

On note Q, I’espace C°(R*, R™) ; tout point w, de Q, a une trajectoire

notée w, = (w7, ..., w/"); P, désigne la mesure brownienne sur Q, avec

Vol. 22, n° 1-1986.



72 P. CATTIAUX

Po(wo = 0) = 1; (F?),5, la filtration engendrée par w., régularisée a droite
et complétée par les P, négligeables de F2.
Pour s > 0, 6, désigne l'opérateur sur Q, défini par :

BS(W.) =W s — Ws

Soient Yy, Yy, ..., Y,m + 1 champs de vecteurs C de R? dans R?;
on considére le systéme d’équations différentielles stochastiques de Strato-
novitch

1.1) { dy, = Yo(y.)dt + Y{y.)dw!

Yo =yeR?
auquel on associe le flot @.(w,,.) de C* difféomorphismes de R? [3] [2]]

[26] de sorte que Py p.s. y, = @fwo, ¥).
La matrice de covariance de Malliavin est définie par ([25] [5] [35])

(1.2 Clwoy) = Jq);" 1Y(y)> < Q¥ 'Y{y)ds

ZI (¥ Yi(») (¥ 'Yi(y)xds

Soit U un ouvert de R% U son adhérence, dU sa frontiére et pour & > 0
soit U, = { yeR?;dist(y, U) < ¢}. On supposera toujours U # ¢ et
U # R% On note
0, 9o, N U, }

T, @dwo, ) e U }

t=inf {¢

=
n=inf {¢ >

Cl(wo, y) = lmf o¥ Yi(y) > < 0¥ Yi(y)ds

DEFINITION (1.3). — Pour yeR? on note Eo(y) = { Y1()), - - -, Yu(¥) }
et pour k >0 Eeyi(y)={ [Y(y), V(D10 < i< m V(y)eEy) }.

DEFINITION (1.4). — i) On dit que ’hypothése H est vérifiée en y € R,
siilexiste I, € N,g,>0,R, > Otels que pour touth e S~ !ettout y’ € B(y, R,)
on ait

(V) R =g,
0<k< 1y VeEr(y)

ii) H est dite uniformément vérifiée sur U si il existe [y, Ry, €y tels que
H soit vérifiée en tout ye U avec I, < Iy, R, = Ry, ¢, > &y.

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



HYPOELLIPTICITE DE DIFFUSIONS 73

Remarque. — H en y est équivalente a Lie { (ad Yo(y)),, (Yi(y);1 < i < m,
k > 0} engendre R?.
On a alors la

PROPOSITION (1.5). — Soit y e U,, alors :

i) Si H est vérifiée en tout point de dU,, pour tout t > 0, C] est P, p.s.
inversible sur {¢ > 1 }.

ii) Si H est uniformément vérifiée sur dU,, pour tout ¢t > 0,

1(C) e () LAPY)

1<g<x

et pour tout te 10, Ty ],
EP[1,5, |(C) ™" 1] < Clg, To).

Preuve. — i) Rappelons que si H est vérifiée en y’ € RY, pour tout s > 0,
Cy(wy, y') est Py p.s. inversible [25] [5]. Si yedU,, 1=0, C;{=C,, H est vérifice
en y; le résultat en découle. Supposons donc que ye U,. Il est facile a
l'aide de la propriété de Markov du flot ¢. de montrer que pour presque
tout wpe {t > 1}

(1 . 6) CI((D(), .V) = (p:k B 1(O)O’ y)Ct—t(GtwO’ q)r(w(): J’))t(P;k - l(wO’ y)
On conclut a I'aide du théoréme de Fubini, et de 'inversibilité des matrices
de covariance de Malliavin en ¢@.(®q, y) € dU,. O

ii) En vertu de (1.6) et des propriétés d’intégrabilité du flot ¢. ([3] [21]
[26]) on est ramené & montrer que

1.7 ﬁlt>,,(wo) | C2 {0, @0, y) |*dPo(wp)d Po(wo) < C(To, q)

Puisque t — | C; ! | est décroissante, il suffit de montrer (1.7) en rempla-
¢ant t — 7 par # — t. On applique alors les résultats de Kusuoka-Stroock
([381(8.43)) sur la norme L4 de I'inverse de la matrice de covariance de Mal-

liavin, et le fait classique ([/81, p. 342) que /g —te () LPo). 0O
1<g<+ow
On peut alors établir une formule d’intégration par parties aprés le
temps 7.

THEOREME (1.8). — On suppose que y € U, et que H est vérifiée unifor-
mément sur 0U,. Alors pour tout t > 0, tout multiindice a, il existe une
variable aléatoire B (o, ) telle que :

i) Lo Bidwo, Ve [ ) LR
1€g<+ o

Vol. 22, n° 1-1986.



74 P. CATTIAUX

ii) pour toute fe CP(R% R) avec support f < U, ona

[

0
(1.9) EPO[ f(@dwo, Y);>.] = EPo [f(@d@o, Y15 .Bf (o, ¥)]

ay*

Preuve. — Pour |« | = 1, on applique la propriété de Markov du flot ¢.
dans la formule (4.14) de [5]. On obtient ainsi une formule analogue en
remplagant l'intervalle d’intégration [0, ¢] par [7,t], et C, ' par (C;)™.
L’hypothése sur support de f permet de remplacer 1,.. par 1,.,, ce qui
permet de donner un sens a (1.9), puis d’itérer le calcul des variations gréce
a(1.5). O

On définit alors sur U les mesures suivantes, si I" est un borélien de U

P(, 3, T) = Po(@wo, y)€T)

P(t, y, T') = Po(@wo, y) eI, T < 1)
ﬁ(ta Y, r) = PO((pt(w09 )’)5 r’ 7> t)

liées par la relation P = P — P.
On sait que si H est vérifiée en y e RY, pour tout z€ 10, Tp ], la mesure
P(t, y, dy’) admet une densité p(t, y,.) e C;°(U) qui vérifie :

(1.10) >|| Pt y,) llogwy < et P€*D ou c et f sont des constantes.
De maniére similaire a ce qui est fait dans Malliavin [25] [38], on déduit
du théoréme (1.8) que si H est vérifiée en y et uniformément sur JU,,

pour tout ¢ € 10, To ] la mesure P(¢, y, dy’) admet une densité p(t, y,.) € C°(U)
qui vérifie :

(1.11) | pt, ,-) llcgy < ce P**D ou c et B sont des constantes.

On en déduit donc que si H est vérifiée en y et uniformément sur oU,,
P admet une densité p(t, y,.) e CP(U) vérifiant :

(1.12) Il 2t y,) llegwy < et A g)~PETD

§ 1B. Diffusions avec une condition frontiére :
hypoellipticité dans D.

Soit D = { yeR% y' > 0} qu'on notera parfois Ri.
Yo, Y1, ..., Y, sont m + 1 champs de vecteurs C de R? dans RY;
Vo, Vi,. . ., V,r+ 1 champs de vecteurs de 6D dans R¢ enfin pe C3(dD, R ).

Annales de I’Institut Henri Poincaré. - Probabilités et Statistiques



HYPOELLIPTICITE DE DIFFUSIONS 75

On considére le systétme d’équations différentielles stochastiques de
réflexion de Stratonovitch [15] [18]

dy, = Yo(y:)lp(y:)dt + Yi(y)1p(y,)dwi

(1.13) + Vo(y)lon(y: )AL, + Vi(y)lap(y,)dM;
yo=yeD
Lon(y,)dt = p(y,)dL,

Il est bien connu que sous les hypothéses suivantes

(1.14) i) Vi= pour 1<I<r, et Vi=v>0

m

ii) z(Y}(y))2 =c¢>0  pourtout yedD

i=1
le systéme (1.13) admet pour tout y e D une solution unique en loi.

Remarque. — Les hypothéses (1. 14) peuvent étre affaiblies [18] [30] [41];
de mé&me que le caractére C* des champs V; 0 < | < r et de p. Les résultats

de ce paragraphe et du suivant peuvent s’étendre a ces différents cas sans
difficulté.

Q désigne ici I'espace C°(R , , RY), de point générique w, de trajectoire y. ;
Q est muni de la filtration canonique (F,),» . Q désigne I'espace C°(R ;, D),
(P,)yp désigne la famille markovienne des lois définies sur Q comme
solutions de (1.13); (P)),ra la famille markovienne des lois solutions de

(1.1).

THEOREME (1.15). — Soient ¢ > 0, U ouvert de D de sorte que U,, = D;
et yeD. On suppose H uniformément vérifiée sur 0U, et 0U,,, ainsi queny
si yeU,. Alors la restriction @ U du semi-groupe P(t, y, dy’) associé a P,
admet une densité p(t, y,.) € C3(U) pour tout t > 0.

COROLLAIRE (1.16). — Sous l'une des hypothéses suivantes :
i) H est vérifiée en tout point de D.

ii) H est vérifiée en y et uniformément dans une bande Gy = {0 < y' <p }
pour un f§ > 0.

Alors pour tout t >0, P(t, y, dy’) admet une densité p(t, y,.) € C*(D).

Vol. 22, n° 1-1986.



76 P. CATTIAUX

Preuve. — On définit par récurrence la suite de temps d’arrét
Eo =inf {5 > 0; y,e U, }
Sy =inf {s > Ey; ys¢ Uy, |

=
Ey.q = inf {s > S; €U, }

Soit I'" un borélien de U, alors

1.17) P, y, r)=Z P(pel, Bi<t<S

keN
= Z f f 1g, <), - gw)< sol@) 1 yi- g (0))d E,Ek(a)')d Fy(a’)
keN

en utilisant la propriété de Markov des lois P;.

Mais & o fixé, yg, € U, ; donc les lois images de P, et P, par yil s,
coincident, on peut donc dans (1.17) remplacer P, par P, .

On reconnait alors dans I'intégrale en ’ le P(t — Ey, yg,, ) que nous
avons défini au § 1 A, a condition de remplacer U par U, et U, par U,,;
dont nous savons qu’il admet une densité sur U. De facon analogue a ce
qui a été fait pour obtenir (1.11) on montre que a w fixé

(1.18) || p(t—Ep, Yo -) llegy < ¢t A &)"P"* D pour cet f convenables.

On en déduit NG)

(1.19) P, y,T) = J dy’ EP [Z Bt — Ex, v, y’)]
r

ou N(r) =max { ke N, E, <t }.
On montre que 'on peut dériver sous I'espérance en utilisant (1.18) et

le fait que N(t)e () L4P). O
1sg<+o

Remarques. — i) Dans le cas p = 0 (élastique), on montre que pour
tout t > 0, P(t, y, dD) est identiquement nul ; le théoréme (1.15) décrit
donc convenablement P. II faut cependant remarquer que le comporte-
ment divergent de nos estimations lorsque & tend vers 0 nous empéche
de contréler convenablement la densité p prés du bord dD. Dans [7],
Bismut montre que p(t, y, .)€ C*(D) (cf. également [42]).

ii) On peut, aprés avoir remarqué que la norme L! de N(z) est uni-
formément bornée sur ]0, T ] montrer exactement comme dans [8] (1.24),

o

que pour tout multi-indice o, (t, z) — ﬁﬁ(t, ¥, z) est continue sur R% x U.
V4
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HYPOELLIPTICITE DE DIFFUSIONS 77

§2. HYPOELLIPTICITE PARTIELLE DANS D :
PREDICTION ET FILTRAGE
LORSQUE LA REFLEXION EST DANS LE SIGNAL

Nous allons maintenant étudier le probléme de I'existence de densités
conditionnelles C®, dans le cadre de la théorie du filtrage, lorsque la coor-
donnée réfléchie est dans le signal (le cas ou la coordonnée réfléchie est
dans 'observation est traité au § 5).

Nous nous intéressons a deux types de problémes, représentés par les
deux systémes d’équations différentielles stochastiques de réflexion de
Stratonovitch suivants

[ dx,=(Xo+g; XY ye)Lp(ye)dt + X y)1 p( y,)dw!

+ Xy (¥ + So( ) Lan( v, )AL+ Sy Lap( y)dM!
(2.3) < dz=(Zo(z)+&;(y)ZHz Loy )dt + Z,(z, )1 p{ y,)dWi

+ RO(Zt)laD( y:)d L,+R, (Zt)laD( Yt)d Mtl
[ V=00 2) 5 yo=(x, 2)=y €D Lp(y,)dt =p(y,)d L,

et

dx, =Xo(x )1 p(x, )t + Xi(x, )1 p(ox )1 p(ox, )dw! + So(x: )1 op(x, )d L,
+ 8, (x,)1ap(x, )M
(3.13) Xo=x; p(x;)dL,=1;p(x,)dt
dz,=(Zo(z,) + g {(%s, 2:)Z/(z,))dt + Z(z,)dW]

Z9=2

On s’intéresse alors a I'existence de densités conditionnelles pour les lois
conditionnelles de x, sachant Ff (tribu engendrée par z,, 0 < s < T), pour
t > T (prédiction), t = T (filtrage) ou t < T (lissage).

On remarquera que si le systéme (3.13) est relativement classique dans
la littérature du filtrage ; le systéme (2.3) I’est beaucoup moins. En effet
le signal x. contient 'observation z., et 'observation elle-méme dépend du
signal non seulement a travers le terme de dérive mais également a travers le
temps local L ; de x!.

Nous traitons dans ce paragraphe et le suivant le systéme (2. 3) indiquant
rapidement au § 3.B comment les méthodes développées s’appliquent
a (3.13).
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§ 2A. Définition et notations.

D=R% =R%. xR" = {y=(x,2)eR"x R, x! > 01.
Xo, X1, - . .,X,,;)N(I, ..., X, sont p+p’+1=m+1 champs de vecteurs

Cg de R? dans R”.
Zy,Zy,...,Z,;Ro, Ry, ... ,R,s0nt p’ 4+ r + 2 champs de vecteurs Cy°’

de R™ dans R".
So, S1, ..., S, sont r + 1 champs de vecteurs de dD dans R".

On note

Y,= Xo). Y= X 1 <is<p: Y= X, 1<j<p’; V,= S o<I<r
0= Z() ’ 0 ISP, i~ 7. ]JIRP 1= Rl =P=

J
peCy(@D, R.).
On s’intéresse maintenant au systéme d’équations différentielles sto-

chastiques de réflexion de Stratonovitch

( dx, = Xo(y:)1p(y:)dt +X{y)1p(y,)dw;
+)~(j(,Vt)1D(Yt)d"NV{"‘SO(Yt)laD(yt)st+Sl(Yt)laD(yt)thl
dz, :ZO(Zt)ID(yt)dt+Zj(Zt)lD(yt)dﬁ){
+RO(ZI)IaD(yt)st+Rl(Zt)laD(yt)thl
Ve =X 2) 5 Yo=(x, Z)=y€E
L Lop(y,)dt = p(y,)dL,.
~ On fait sur les champs Y;0 <i<p; ?jl <jg<p; Vo<, lgs
hypothéses (1.14) qui assurent donc I'existence d’une unique loi solution P,
pour tout ye D. Comme au § 1 on associe a (2.1) le systéme standard :

2.1

2.2)

{ dy, = Yo(y)dt + Yi(y,)dwi + Y(y,)dwi
Yo=Y

et son flot solution @,(wy, y) sur Q, (ici la trajectoire de w, est (w., w.)).
Soient g4, g3, . . ., g, p’ champs de vecteurs C;° de R? dans R. P% désigne

la loi solution du systéme :
dy, = (Yo+&Y N y)1p(y:)dt+ Yi( y)1p(y:)dw
+Yj(Yt)1D(.Vt)dﬁ’{+ VO(Yt)lab(Yt)st+Vl(Yt)laD(J’t)thl
Yo=Y :
Lop(y)dt = p(y,)dL,.

On sait que P et P, sont équivalentes sur (F,) pour ¢ < + co. On note

(2.3)
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Gy, y) la dérivée de Radon-Nikodym de P% par rapport & P, sur F, :
Sur Q, on définit :

o
t t
G{w, y) = exp { Zj gi(@dwo, y)owi—1/ Zj g (@dwo , y))ds }
=0 °
P{ = GP, sur F?

On note P% la loi image de P§ par ¢.(wo, y) (P est donc une probabilité
sur Q).

On adopte les notations suivantes :

7, 7, désignent les projections de R? sur R” et R™.

Q,, Q,, Q¢, Q¢ désignent les lois images de P,, P,, P%, Pt par le processus
m,y. (rappelons que y. est le processus canonique sur Q = C°(R,, R%)).

On se fixe Ty > 0, (F,)o <<, €st 1a filtration canonique continue a droite
et complétée par les P, négligeables de Fr,, qui sont aussi P¢ négligeables ;
on recollera ensuite les résultats en faisant tendre T, vers I'infini.

(F7)o<t<, la filtration engendrée par z. = =, y. régularisée et complétée
comme précédemment.

Sz, désigne alors le processus Qfp.s. unique défini de C°(R,,RY)
dans I'espace des probabilités sur Q, optionnel relativement a (F5)o<r<r,

et tel que pour tout U mesurable borné, JUT(w) dS% ,(w) soit la projec-

tion optionnelle de Uy sur (€, P%) relativement & (F§)o <<,

7%, désigne la mesure image sur C°(R., R") de la mesure S%, par le
processus x. = 7). ; c’est-a-dire le processus des P% lois conditionnelles
de x. sachant F%. Pour ces deux derniers points on consultera [/4] [27].
Dang ce qui suit nous nous intéressons & la régularité de la mesure image
sur R? de 75, par l'application x,, c’est-a-dire la P& loi conditionnelle de x,
sachant Ff%.

§ 2B. Intégration par parties partielle

aprés un temps de sortie.

De fagon analogue au § 1 A on pose les définitions suivantes

DEFINITION (2.4). — Pour yeRY, 1:“0( ) ={Yi(y), ..., Y, ()} et pour

k=1 Ey(y)={ [Y:{(»), V(N10<i<p, [Y;(»), VW 1<j<p’; V(y) e Ely) }-
Notons que les n’ derniéres coordonnées des champs de F, k = 0 sont
nulles i. e. ces champs définissent des champs de R”.
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DEFINITION (2.5). — L’hypothése H’ est définie de fagon analogue & H
(déf. (1.4)) en remplagant E, par F et S~ ! par S"~1.

En particulier H’ est vérifiée en y si et seulement si Y;(), . . ., Y,(y) et les
crochets de Lie de longueur > 2 des Y;(y) 0 < i < p, S?j( Ni<j<p ou
apparait au moins un Y;(y) 1 < i < p, engendrent R".

La matrice de covariance partielle de Malliavin est définie par

(2.6) Cilwo, y) = Z f (me@F 1Y) (mep¥ ~ YU V))ds

Pour V ouvert de R”, distinct de R" et du vide on pose U=V x {| z|<h}
ou 0 < h < + oo et pour ¢ > 0 on définit 7, , C; de fagon analogue au § 1.
On a alors 'analogue du théoréme (1.8).

THEOREME (2.7). — On suppose que ye U, et que H' est vérifiée unifor-
mément sur 0U,. Soient t et Te ]0,Ty]. On suppose de plus que I'une des
deux hypotheses suivantes est en vigueur :

i) h=+

ii) h < + oo, TozT>=2t>0

Alors pour tout multiindice o il existe une variable aléatoire D1 () telle
que

iii) Dir{y)li>y€ m LA(P,)

1€g<+w
iv) Pour toute fe C¥(R™, R) avec support f< wn,U; toute fonction F
mesurable bornée de C°([0, T], R”)dans R telle que F(z.) = 0si sup |z,|>h,

ona 0<s<T

oL

G
2.8) EM
.o B

f(nx(pt(wo, y))1t>rF(7Tz(P-T(CU0, y))J
= EP[ f(n.pdwo, V)15 F(m,0 (o, y))Dir1,]

ou (PT(CUO, y) : QO - CO( [05 T]9 Rd)
= (s = @Jwo, y).

Preuve. — Elle est identique a celle de (1.8) a partir de [8] (2.11). On
remarquera tout de méme que I’hypothése sur support de f assure que
@, € n, U ; ’hypothése sur F ainsi que ii) assurent que 7n,¢; € n,U pour
tout s<T en particulier pour t, ceci étant bien slr toujours réalisé si
h = + o0 ;ce quinous permet de remplacer 1, par 1, , dans les deux mem-
bres, point clé pour la validité de (2. 8). O
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§ 2C. Quasi-intégration par parties partielle
pour une diffusion réfléchie.

On suppose maintenant que U,, = D, F et f sont comme en (2.8) iv)
excepté que support f < w,U,,. On définit la suite de temps d’arrét (E,, S)
comme dans la preuve de (1.15) ; enfin si 7 est un temps d’arrét on décom-
pose la trajectoire yT avant et aprés t ce qu'on écrit (y./T A t/y.AT — 1) V 0),
enfin nous supposons que (2.7) i) ou ii) est en vigueur.

De fagon analogue a ce que nous avons fait en (1.15) nous appliquons
la propriété de Markov des lois Pti.e.

_ a(l g [
2.9) Epﬁ[F(zT)a—xaf(x,)}ZEP{F(ZT) i f(x,)lﬁk<,<sk}

0x*

keN
0&1
:Zﬂf Lo (@)L <50) 5 (- @)F
keN

(/T AEW/Z/(T— By A So) V 0/22/(T =By —So) V 0) d P, ()d P, () Pi()

A o fixé les lois images de P§,_et P§_ par y!l. s, sont identiques ; mais
dans (2.9) F est fonction de z! éventuellement aprés S (si So < T — Ep).
Pour remplacer P§_ par P§_ nous sommes donc amenés & supposer que :

(2.10) t=>T

ce qui assure que T — E;, < S, dans (2.9) et fait disparaitre le terme en w”.

On suppose désormais que H’ est vérifiée uniformément sur 0U,, dU,,
et éventuellement en y si y € U,. On peut alors utiliser (2.8) et la formule
d’intégration par parties partielle de Bismut-Michel [8] qui nous donnent

alz
— f(x )] = Z Hlp Ed®) f (10 - g (@0o, VE,))
ox*

F(z./T A Ey/m. @0, ypJAT — Ex) A 0)
{ D7 Fi,(T—Ex) v O — 1t_Ek>SEkD$‘ Eie,(T—Ex) v 0,5 } dPé(O)O)de,(CI))

(2.11) Eﬁi[F(zT)

ou Sg, = inf {s > 0, pwo, Ve ¢ UZz} ;Dit = Dir1o; Dio. = B;..

f qui apparait dans le membre de droite.

Cette fois c’est f et non e
X

Remarquons cependant que nous ne pouvons pas réutiliser directement la
propriété de Markov pour sommer en k a cause de la structure du terme
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entre accolades. On procéde donc différemment. Sur Q x Qy X Q on
définit le processus z., par

(2 . 12) Z.,k((l), Wy, C0’)___ 1s<Ek(a))Zs(w)+ ISZEk(w)ls— Ex< SEk(a)O)nz(ps—Ek(a)Os yEk)

+1 B -Se, 20 Zs—Ei- s, (@)

P(z, k) désigne la probabilité définie sur Q x Qp x €, par : pour g mesu-
rable bornée

Ig(w, wy, @)dP(z, k)=Jv dP¥w) f d PS(%)J 8(®, W, @)APhs_ 0 1o (@)
Q (23]

Q

(F24) la filtration engendrée par le processus z. , convenablement complétée
et régularisée. Les lois sur C°([0, T], R™) images de P par zI et de P(z, k)
par z!, coincident. On conditionne alors par F%, dans le membre de
droite de (2.11); si fi, 1(z",) désigne I'espérance condltlonnelle de tout
ce qui n’est pas F on obtient

[

O R AR LCALECA)

_ EFi[F(z.T) Z ﬁ::,,r(z?)}

C’est la formule (2.13) quon peut appeler formule de quasi-intégration
par partie partielle.

Nous donnons maintenant les éléments permettant de vérifier la validité
de ce qui précéde. Tout d’abord puisque support f < n, U, et sup |z|<h

0<s<T

(2.13) Efi[F(z.

on peut rentrer 1,_g, >, dans D{_g, r—g,)vo;€t 1,—g, >y dans Df g, 1-g.sg,
ou

Go=1inf {520, pdwo, Yg)€ Uy }
= lnf { S > SEka (Ps(wO’ yEk) € U£/2 }

Le lecteur vérifiera sans peine les faits suivants :
i) sup E* [ sup | Glwo, y) ] <

yeD 0<s<t
donc G, _g,(wo, yE,) € m LYP% x P,)
1€g<+o0
ii) sup. | (0¥ (@0, ¥ | V | 9¥(w0, y8)) | € ﬂ LY(P§ x Py)

<
0ss< 1€g<+
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iil) Crlp (@0, ye)li-noae [ ) LAPE x Py)

1<g<+o

iv) C,SE’;Ek(wo, VE)li-E>n €St p.s. inversible et son inverse appartient
a tous les LYP% x Po) pour 1 < g < + 0.

v) Les normes L? considérées dans i)-iv) sont majorées indépendam-
ment de k.

Des estimations précédentes on tire que f7,(zF) existe et est dans
tous les L“(P‘;), de plus sa norme L? est majorée indépendamment de k.
11 ne reste plus qu’a remarquer comme au § 1 que la somme est & prendre
entre 0 et N(¢) lui-méme dans tous les L% on a ainsi établi

0"
< f(xt/Fz>

< 1()(5\5112_r |zs|<h ” f “oo Hf,']‘,h,a(w)

(2 14) ng S. 1 sup |zs|<h

N(t)

ou th,T,h,a ((D) = th,t,T(Z:r,k) avec h(x) = 1nxUs/z(x)

k=0

On peut prendre ensuite h entier suffisamment grand pour faire dispa-
raitre I'indicatrice hors d’un négligeable fixe. On raisonne ensuite comme
dans [8] (2.13), pour obtenir

THEOREME (2.15). — Soient V un ouvert de R", & > O tels que V,, = li'; ;
et T > 0. On suppose que si m,yeV, H’ est vérifiée en y ; et que 'une des
deux hypothéses suivantes est vérifiée :

iy T=t et pour tout heR,, H' est vérifiée uniformément sur dU" et
U, on U=V x {|z|<h}

ii) t = T et H' est vérifiée uniformément sur dUY et 0U3;.

Alors il existe un QE négligeable N tel que si m,y.¢ N la loi de m.y, pour
la mesure 7%, restreinte d V admet une densité g; 1(x) € Ci°(V).

COROLLAIRE (2.16). — Sous I'une des hypothéses suivantes :

i) t =T et H’' est vérifiée en tout point de D.

i) t > T et H' est vérifiée uniformément sur Gy = {0 < y' < B} B> 0;
et est vérifiée en y.

iii) t 2 T, les champs X; et X ; ne dépendent pas de z, et H' est vérifiée
en tout point de D.

iv) t 2 T les champs X; ne dépendent pas de z et Lie { (ad Xo)%, (Xi)
1<i<p, k=0} engendre R" en tout point x € R%.
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La loi de .y, pour T , admet une densité g:re C*(R") Q% p. s.

Remarques. — i) De méme que pour (1.15) on montre la continuité
en (¢, T) de g7t et de ses dérivées (cf. [12]).

ii) Les résultats de ce paragraphe s’appliquent sans difficulté au cas
ou I'observation est standard, cas sur lequel nous revenons au § 3.

§3. LE PROBLEME DU LISSAGE ET LE CAS
OU L’OBSERVATION EST STANDARD

Nous reprenons les notations du paragraphe précédent sauf mention
explicite du contraire

§ 3A.. Lissage : un cas particulier.

Nous supposons dans cette section que le systéme (2.1) s’écrit

xt =wl + L, + x}
dxt = X§(y)dt+ Xy )dwi+ X4y, )aw] + Si(y)dL,+Si(y,)dM! ;
3.1 2<ugn
dz, = Zo(z,)dt + Z(z,)aw}
Vo= (X, 2); yoeD; et 1sp(y)dt =0.

SoitQ = Q x Q x Q* Q = C%R,, R?),Q = C°R.,R”), Q* = C/R,,R")
I’élément générique de Q est noté @ = (w, @, w*) de trajectoire (w., w., w.*) ;
L, le temps local de x* en 0, M, = wf,, P la mesure brownienne canonique
sur Q(P = P x P x P*).

On construit alors sur cet espace la solution P essentiellement unique de
(3.1) quon note @.(@, y) par rapport a la filtration engendrée par (w., w., M.).
On notera que cette filtration dépend de x§. On peut définir

Gy, y) = exp { Z L gi(@)owl — 1/2 L 27(@s)ds }
j=1

On peut également construire ¢, et G, pour le systéme standard (2.2)
associé sur Q x Q et la filtration canonique.

On note R* une désintégration réguliére de P par rapport a Q, (ou Q,
puisqu’elles coincident). On remarquera que Q, ne dépend que de z. = m,¢.
de sorte qu’on la note Q, dans la suite, R* ne dépend également que de z.
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On a le résultat suivant similaire a [8] (2.6) et (2.7).

PROPOSITION (3.2). — i) Il existe un Q, négligeable A de CO(R,,R")
tel que si z.=n,@. ¢ A, pour tout T >0, sup G,(@, y)e m LYR?-).
0<s

1<gq<+w
i) Pour toute f mesurable et bornée de R” dans R, si z.¢ A on a pour

tout T>1¢t>0
(3 . 3) f(xl )df%,y(x') = 1/T(—T \[_ f(nxat(a’ y))GT(E’ Y)d Rz(w)

COR +,R"})
o K= [ G0 ur-@)
a
On va localiser directement dans (3.3) pour cela on montre

PROPOSITION (3.4). — On suppose que n' =p’ et que Z,,...,Z,
engendrent R™ en tout point ze R". Alors il existe un Q, négligeable A de
C%([0, Ty ], R™) tel que si z. ¢ A les lois de (n,@, G.) et de (n ., G.) pour la
mesure R* sont fortement markoviennes.

Preuve. — On suit la démarche de [8] (1.6) et (3.1). Soit Y.(@, y, G)
le flot solution sur (€, P) (muni de la filtration canonique) de

5.9 { dye = Yo(yde + Yi(y)dwl,  yo =y
0G, = Gtgj(Yt)aﬁ’{s Gy =G
on note =, , la projection de R” x R” x R sur R" x R. Par la formule de
Ito-Stratonovitch généralisée de ([4] [20] [21]) on a
si H, =y, Y@, (@, y), G(@, y)) alors H, est la solution P x P essen-
tiellement unique de
(3.6) ~ dH, = (yF'YE)H)dwl,  Ho = (3 0)

Y;
ou Y} = <0> est un champ de R dans R?* 1.
En raisonnant comme dans [8] (1.6) on montre qu’en fait
(3.7)  Pp.s.a & fixé, H, est la solution de (3.6) sur (Q, P)

A @ fixé, H. est donc une diffusion ; donc n z¥(®, =, ;H,, z) qui n’est autre
que (7x¢,, G,) est markovien. Le résultat provient alors de I'identité de la
filtration canonique sur Q, et de la filtration engendrée par z., garantie
par ’hypothése d’ellipticité sur les champs Z;.

Le cas de (7., G.) est plus délicat. De méme qu’en (3.7) si H, =y, {(&,
9., G,) alors & & fixé, H, est la solution P x P essentiellement unique du
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systéme de Stratonovitch ordinaire (a y fixé, L, est fixé et ne dépend pas de o)

(3.8) dH, = (Y 'YE)H,)dwi + (i ' VE)H)AL, + (¢~ VEH)IM;,
ﬁ0 = (y’ G)

1l est cependant immédiat que H;! = x; ; donc L, reste le temps local en 0
de H}, ce qui nous autorise a regarder (3. 8) comme une équation de réflexion
dont on a construit pour chaque y un représentant de la solution ; la famille
des lois de H, est donc celle de la diffusion réfléchie associée a (3.8), on
conclut comme pour (¢., G.). O

On déduit de (3.3) et (3.4)

THEOREME (3.9). — Sous les hypothéses de (3.4) et (2.15) i) hormis le fait
que maintenant Ty = T = t > 0 : il existe un Q, négligeable A tel que siz. ¢ A,
la loi de myy, pour la mesure 75, restreinte d V admet une densité q; 1 qui
s’écrit

(3.10) () =pi(x)hir(x) ou pieCy(V)
et hig(x) = E**[Gr_(@, y)]e L*(R%).

Donc sous les hypothéses de (3.4) et (2.16) (sauf T = t > 0) cette loi admet
une densité sur R". .

Preuve. — Le résultat sur k71 provient d’un résultat de N. El Karoui [/5]
et est laissé au lecteur (cf. [12]).

Pour montrer (3.10) on applique la propriété de Markov (3.4) dans la
formule (3. 3) pour une fonction f avec support f <= V., ; une premiére fois
au temps ¢, ce qui fait apparaitre hZ 1 ; une seconde fois au temps E, d’ot

(3.11) f(x)dz,(x.) = 1/Ky Z jf(f x B 1) Prp [ @e ) > E
COR +,R%) =0
li—g.< s,;GEth ~5(@g)AR*(@")d R*()
ot St = inf { t = 0, 7, @@, Pg,) ¢ V., }-

Soit p une variable aléatoire répartie sur V, x R", les processus (@, . s,(@, 1),
G, 5@, W) et (Pgns,(@, 1)y Gyns,(@, ) sont P essentiellement égaux,
donc Q, p.s. (le négligeable en question dépend de p) ils sont R*- essentiel-
lement égaux. Ainsi quitte 4 6ter un nombre dénombrable de Q, négli-
geables correspondant 4 g, on peut dans lintégrale en @' de (3.11)
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remplacer (¢. G) par (¢, G). Ce point est essentiel, on ne doit pas raisonner
a o lixé sous peine d'oter des négligeables pour Q. dépendant de @.

On €crit ensuite 1,—g, <5, = 1 — 1,_p,>5; €t on applique & nouveau (3.4)
cette fois pour (., G.) au temps S}.

Le lecteur vérifiera qu’on reconnait dans les expressions qui apparaissent
Pégalité (2.9) de [8]. On utilise alors le fait que les lois conditionnelles des

diffusions standard étudiées dans [8] ont des densités C;°(R"). Les densités
qui apparaissent sont

i) gi-g.,.-g, partant de @g, €0V, x R™ (ou éventuellement de y pour
k=0)

) i vy s, s Partant de g (o, )€V, x R

On obtient sur ces densités des estimations analogues a celles du § 1
uniformément en k. Pour cela il faut remarquer d’une part que les temps
sont identiques (g3,), d’autre part que le fait d’intégrer par rapport a R*

fixe toute la trajectoire de n,@.. Nous renvoyons a [12] pour les détails
et les extensions de (3.9). O

§3B. Le cas ou Pobservation est standard.

On s’intéresse au systeme

dx, = Xo(x,)p(x,)dt + Xi(xt)lD(xt)dwi + So(x:)15p(x:)d L,

+ S;(x,)Laplx, )d M,
(3.12) Xo = X, p(x)dL; = lop(x)dt

dz, = Zo(z,)dt + Z(z,)dw}

Zg = =

~

La construction de la solution de (3.12) ne pose pas de probléme, on intro-
duit une dépendance en x dans z. a I'aide d’une transformation de Girsanov
standard. Les méthodes et résultats du § 2 s’appliquent sans modification
4 (3.12). En ce qui concerne le cas du lissage il est facile de voir que (3.4)
reste vrai, car x, est clairement invariant par y, ; on peut alors adapter
la démonstration de (3.9) en utilisant I'indépendance de x. et z. pour la
probabilité de base (i. e. avant Girsanov). Les détails sont laissés au lecteur.

Remarque. — De méme que précédemment on peut montrer la continuité
en temps des densités qui apparaissent (cf. [12], §10).
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§4. FLOT STOCHASTIQUE ASSOCIE
A UNE CLASSE DE DIFFUSIONS REFLECHIES

§ 4A. Un théoréme de flot.

On note Q Iespace Q' x Q x Q* o Q@'=C°R,,R), Q=C°R,,R"™ ),

Q*=C%R,, R"). Tout point w de Q a une trajectoire notée (B., w2., . .., w™,
wEL W),

Pour ue R, P;, P, P* désignent les mesures browniennes sur €', Q Q*
telles que P (Bo=u)=P(w}=...=wg=0)=P*w§'= ... =w§ =0)=1et

=P, x P x P*,
On définit alors
4.1) w!=B,—By;L, = — orgsilslt By AO);u, =B, + L, et Mi=wf!
pourl <1<r
(4.2) (F,).»o désigne lafiltration continue a droite engendrée par (B., w., M.);
(F:(4));> 0 désigne la P, complétion de F,, et F{ = m F.(u).

uek +

Le point générique de R = R x R™! est noté y = (u, x)

Xo, X4, ..., X,y sont m + 1 champs de vecteurs C de R¢ dans R4 ™1
So> S5 ..., S, sont r + 1 champs de vecteurs C° de R4~ ! dans R?~*

On considére le systéme d’équations différentielles stochastiques de
Stratonovitch
@3 { dx, = Xo(tty, x,)dt + X1y, x,)dwi+So(x,)dL,+S,(x,)d M|

' Xo = X

Draprés [21] il existe un flot @¥w, x) de C* difféomorphismes de R~ %,
tel que @¥w, x) est une version de la solution P, essentiellement unique
de (4.3) sur (Q, (F(u));» 0, P,). Il est clair d’autre part que (u., p¥(w, x)) est
solution d’une équation de réflexion partant de (u, x).

Si nous tentons d’adopter la démarche du calcul des variations de [5],
nous voyons que le fait que ¥ dépende de u est extrémement génant. Ce fait

provient bien sir de (F(u));>o # (F{));>0 pour u # u’.
En fait on a le

THEOREME (4.4). — Il existe une application de Q x R% dans R?¢™!
notée (w, t, x) — @w, x) telle que
4.5) Pour tout we Q, @o(w,.) est Pidentité de R4~ 1.
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(4.6) Pour tout (t, x)e Ry x R*™ 1 o, x) est F¢ mesurable.
(4.7) Pour tout € Q, (p[w,.);>0 est une famille de C* difféomorphismes

de RY™! dont les dérivées de tous ordres sont continues en (t, x).

(4.8) Pour tout ue R, tout xe R, p.(w, x) est une version de la solu-
tion P, essentiellement unique de (4.3).

(4.9) La famille { (P,), (u,x)eR, x R?¥"'} des lois images de P, par
(u., p(w, x)) est fortement Markovienne.

(4.10) Pour tout ueR,,teR,, K compact de R*"', o multiindice de

longueur |a| =2 1,qe [1, + o[ on a
i) sup sup (| oo, )| V | o5 (@, %)|) € L(P,)
q
|]<+e
Fe o, x) e o, x) ]e LYP,)

0<s<t xeK
iv) Les normes L considérées dans i) ii) iii) sont bornées uniformément
en u.

q

a -1
VI (0, %)
ox*

aa
ii) sup EP“|: sup [ ¢ {w, x)
xeRd-1 0<s<t ox*

o

a —1

iii) sup sup[

0ss<t xeK

Ce théoréme généralise le théoréme 1.1 de [6] (cf. [12], § 5B pour une

discussion approfondie) tout en proposant une démonstration totalement
différente.

Preuve. — Nous ne donnons que les grandes lignes, renvoyant le lecteur
a [12], § 5 pour une démonstration compléte.

Soit §, = inf { s = 0, s + L, > ¢ }, nous notons w. (resp. u., M.) le pro-
cessus wy_(resp. uq., My ), de sorte que les crochets < w )., { M . sont 1- Lip-
sch1t21ens Soit (FS,)I>S la filtration continue a droite engendrée par B

— Wy, M - M, pourO<s < v < t,saP, completlon est notée (F t(u)),>s

On a bien sr que pour u # u’ F; (u)=F; (v’). Soit n,,= B,+ < M >»—X M Dss
et {;, la solution de

t t
Cs,t =X+ j Xo(ﬂs,u, Cs,v)deu + J‘ Xi("s,m Cs,v)d(ﬁ’; - VV;)

+ j Solls)d (M, + J t Si(Lsp)d(M! — M)

v

On sait qu’il existe une version F ,(u) mesurable de la solution pour tout u,
qu'on peut choisir indépendamment de u puisque F,,(u) = F, ().
Il est facile de constater que la limite médiale [29] des (., existe. Soit {,
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cette limite, alors {, est universellement mesurable et on a pour tout (¢, x, )

P, p.s. (o, x) = ¢{(w, x).

Suivant les idées de [36], en considérant {,(w, x) comme un processus
indexé par (¢, x) on modifie {,(w, x) de fagon a le rendre continu a droite
en (¢, x) pour lordre partiel usuel sur RY P, indistinguable de ¢f(w, x),

et F¢ mesurable. Soit y,(w, x) = {4+ (0, X).
On note A = { w/y{w, x) ne vérifie pas (4.7) }. Alors A < { w/3(t, %)
avec 7w, x) # ¢¥w, x)) et donc est P, négligeable pour tout ueR..
¢/w, x) est alors défini par

{ ofw,x) =x si weA
@dw, x) = y{w, x) sinon

(4.5) a (4.9) sont démontrés.

Pour démontrer (4.10) on utilise les inégalités classiques de la théorie
des processus, I'expression explicite de la P, loi de L,, ainsi que la propriété
de Markov (4.9) des lois de (u., ¢.) (cf. [12], p. 60-67). O

§ 4B. Passage de (4.3) a (1.13).

Nous rappelons ici la construction de la solution de (1.13) a partir de
(., @.) ; ce qui nous permet de fixer quelques notations que nous conser-
verons par la suite. Soit b un champ de vecteurs C;° de R? dans R. On définit

t 1
,( \(,((U, x) = &Xp {Jv b(”sa (ps)éw.s% - l/zj‘ bZ(us’ (ps)ds}
4.1 j 0 0
Ph=N,P, sur F,(u)

m

4.12) A%(y) = Z(Y}(y))2 ou les Y; sont définis en (1.13),
[
et on suppose que A*(y) = ¢ > 0 pour tout y € D.

Soit pe CP(0D, RY).
On définit

1

(4.13) Y, x) = f ds/A*(us, pJw, x)) + J Ppsw, x))d L

0 0
P N, x) = inf {5 = 0, @, x) >t }.
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On vérifie alors ([18], p. 210-213) que la P?, loi de (u,-1, @, -1(w, X)) est la
loi P, solution de (1.13) avec les champs

bA2 A 0
.14 Y°=<(Xo+bX1)A2> Yl:(AX) Yi:(AX.-)

pour2 <i<m ou A =(A?2

1 0
et vOZ(S) V,:(S> pour 1< <r
0 !

et pour y = (u, x).

On choisit alors convenablement X;1 < i < m, b, puis X, ; on effectue
une rotation sur le brownien w. et une modification de L. ([I8], p. 204)
pour constater que cette loi coincide avec P, solution de I’équation (1.13)
générale.

Dans les paragraphes suivants c’est donc le processus (u,-1, @,-1(w, x))
que nous étudions sous P2,

Remarquons immédiatement que puisque

0<a; <Ay <a et 0<py s px) € py

@150 [Ke+L)I"" <y '<ax ou K =max(p,, lay)
Rappelons enfin les estimations suivantes essentielles au § 6.
PROPOSITION. — Pour tout ge [1, + oo il existe des constantes que

nous notons toutes C ne dépendant que de g, d, des champs Y;, V; et de
leurs dérivées telles que

(4.16) sup EPef|u, —u "] < C|t — s|¥?
61 60! q
(4.17)  sup_ E"“l: e {w, x) — ——?s(cu, X)) |<Clt—s|9*
(u,x)eD ax“ ax“
4.18) inf EP«(L{) > Ct9?
0<u<@)1/2

(4.19) Si p(x) = p; > 0, pour tout xe R?"1

aa o q
i), EP« (@, X) — — ,-1(w, x <Clt—s|¥?
i) (us,lx)gﬁ [ S (w, X) T (@, x) :l | |
ii) sup E™ [Locu,r <oms |70 (@, ) =95 (@, X) |11 < (C/pa )it — )
sit>= s.

(*) Les inégalités (6.8) de [12] doivent étre remplacées par (4.15).
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Preuve de (4.19). — Si p; > 0
(4.20) [Ly-t = Ly-o| < 1py |t — s
d’ou on tire (4.19)i). D’autre part si [={weQ/|y ' — s ' I<|t—s]*}
ona
EP“[losu,/s—xsr—sWx_l — 75 M9 < (t — 9)*P,I)
+ BR[|yt =yt 10<u7;1<()’f1‘?s_1)”2]'

On applique I'additivité du temps local, (4. 18), et (4.20) pour conclure. []

§5. DIFFUSIONS REFLECHIES CONDITIONNELLES :
HYPOELLIPTICITE PARTIELLE
LORSQUE LA REFLEXION EST OBSERVEE

§ SA. Position du probléme.

D=RY = ﬁ'; x R" = {(x,z)eR" x R",x' > 0};

Xo, X1, ..., X, sont p + 1 champs de vecteurs C;° de R” dans R";
Zy,Z4, .. .,Z,,,Zl, .. .,Z,,» sont m+1 champs de vecteurs C;° de R*
dans R" ;

So, S1, ..., S, sont r+1 champs de vecteurs C;° de R"~ ! dans R”
Ro,Ry, ..., R, sont r+1 champs de vecteurs Cy° de R*~* dans R".
Soit

Xo X; . /0 S,
Yo=(_") Y=(_')1<i<p, Y=(= J1<i<p, Vi= o<l<r
° <Z> <Z) sSSP (Z,-) ISP (R)

peCPR" L, Ry).
On s’intéresse au systéme d’équations différentielles stochastiques de
réflexion de Stratonovitch

([ dx,=Xo(x,)1p(y;)dt+ Xi(xe)1 p(ye)dw; + So(X ) 1op( ¥ )d Ly
+ S, (X)1ap(y:)dM;
dzi=Zo( y)Ln(ydt + Z{y)Lo( v )dwi+ Z,(y) Loy, )]
+Ro(y:)1op(y:)d L+ Ry (y:)1on(y:)dM;
Ve=(x1,2:), yo=(x,z)=y€ 5, p(x,)dL,=1,p(y,)dt= l(xg=0}dt,

(5.1)

X=(x?, ..., x7)

Annales de I’ Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



HYPOELLIPTICITE DE DIFFUSIONS 93
ou on suppose

(5.2 i) St=0 pour 1<l et Si=c>0
p

ii) Z(X}(x))2 > c¢>0 pourtout xeR"

i=1

de sorte que (5.1) admet une unique solution notée P,.

Soient g4, ..., g, p champs de vecteurs Cy° de R? dans R, on considére
le systéme

dy,=(Yo+ &Y'\ y) 1o ye)dt + Y y) L p(y )dwi + Y(y,) 1oy, )diw]
(5.3) + Vo(y)lon(y)d L+ Vi (y)lon( v )dM{
Yo=Y, Ye=(xX, ), p(x,)dL,=1,p(y,)dt.

Comme au § 2, F’i désigne la loi solution de (5.3); =, et m, sont définies
au§?2;Q,, Q% S%,, 7, sont définis de fagon analogue au § 2 A en inversant
les réles joués par x et z ; par exemple Q, est la P, loi de x. = m,y.

Dans ce paragraphe on étudie les mesures images de 71, par z, = 7.y, ;
cest-a-dire le processus des P% lois conditionnelles de z. sachant F7%; il
sagit donc, nous insistons sur ce point, de la situation inverse du § 2.

Considérons le systéme suivant

uy=wi+L,+u
dx, =Xo(ux)dt + Xi(u,, x)dwi+So(x1)d L, +S;(x7)d M,
(5.4) dz,=Ziy)dt+ ZU y)dwi+ ZY y)dwi+ Ro( y)d L+ Ry (y)d M
Ve=(uy, X1, 2.), Yo=y=(u,x’,z)e Ry x R"™1 x R”
1,p(y,)dt=0.

Nous avons vu au §4 A qu’on peut construire sur Q un flot ¢, x’, 2)
tel que (u,, @,) soit solution de (5.4) sur (, (F(4));>0, P,). On note

p

(5.5 1) AZ(u, x') = A?(x) = z(X}(x))2
i=1
”) }’[((D, X) = jt dS/Az(us’ 7rx’(/)s) + jt P(fo'(Ps)dLs
0 0

iii) Nyfw, x") = exp {J

t

0
iv) P2 = NP, sur Fi(u).

b(usa 7T:x'(ps)(sv"ysl - 1/2J‘
0

bz(us, nx’(ps) dS }

Vol. 22, n° 1-1986.



94 P. CATTIAUX

De méme qu'au § 4 B la P}, loi de (u,-1, ¢,-1) est P, pour un choix conve-
nable de b, X!, Z!, 2}. On remarquera en effet qu’on peut effectuer la rota-
tion sur le seul brownien w.

Soit

p
t t
G, = i\Us> s5;—12 :izs’ sd
5.6 ‘ eXP{ZLg(u Ps)ow /Lg(u w)S}

Pt = G,P, sur F,(u)

On sait alors que la P loi de (u,-1, ¢,-1) est Fg.

§ 5B. Intégration par parties sur le brownien .
DEFINITION (5.7). — i) Soit 6, C* de R™ x R” dans [0, 1] telle que
oM)=1s51|M|<10M)=0si|M|> 2 Pour N > 1 on définit 6y par
{ on (M) =0 si M est non inversible
oxn (M) = 6s(M™Y/N) sinon

ii) On note C/(w) la matrice de covariance partielle de Malliavin
4 , i N i 0
Clw) = ZI (0¥ " YY) (mo0¥ " 1Y(y))ds ou Y] = (Z)
0o J
j=1

THEOREME (5.8). — Soient Tett >0, Ty = a3(T V t) = yrl..
i) Soit A un champ de vecteurs Cy® de R dans R", il existe une variable

aléatoire D{*y N € m L4(P8), telle que pour toute fonction fe CF(R",R)
1sg<+w

et toute h mesurable bornée de C°([0, T, ,R") dans R on a
Epz[o-N (Cyt' I)Af(nz(Pv[ 1((1), y)h(u. Aygls Xf AYT ‘)]
= Epg[f(nzq)v; 1((1), y)h(u. Aygls )Cf AYT ‘)DQT,N]

ii) Si C,-1 est P,p.s. inversible, et si son inverse est dans tous les LY(P,)
pour g€ [1, + oo, alors pour tout multiindice a, il existe une variable aléa-

toire Dfre m L4P,), telle que pour f et h comme en i) on a

1<g<+~x

q 0" ,
EP“[@ f(nzq’vi 1((1), y))h(u Avgls X_ A T 1):|

= Epﬁ[f(nz(Py; (o, Y)h(u. A yr s XA v ‘)D?.T]
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Preuve. — On applique le calcul des variations partiel comme au théo-
réme 2.3 de [6]. Pour [, ..., [, py processus prévisibles bornés, nuls
pour t = T, on définit

n

To To
H%O=exp{—ZJ ilj5w§—1/2j ﬂzl}ds} A=0
0 0

ji=1
R’ = HEP,.

t

Siwi = wi + J Aljds, on sait que (w,, W}, i) est un R} mouvement brow-
0

nien, en particulier u, est un R} brownien réfléchi en 0, de temps local L,.
On construit la solution de (5.4) associée au brownien perturbé (w,, w}, w¥),
solution notée (u,, ;) par les mémes arguments qu’au §4. On remarque
que 7. @} =m.¢,/P, et R} p.s.; et que la P, loi de (u., ¢.) coincide avec la
R’ loi de (u., ).

Mais comme . ! ne dépend que de (u., 7, ¢.), on a de plus que la P, loi
de (u,-1, ¢,-1) coincide avec la R}, loi de (u,-1, ¢%-1). On raisonne ensuite
comme dans [6]. Le fait que y, ' < a3t permet de vérifier que Df; et D ¢
sont dans tous les L% L’inversibilité de la matrice de covariance partielle
de Malliavin permet de dériver dans toutes les directions de R". O

§ SC. Hypoellipticité partielle lorsque la réflexion est observée.

Nous ¢tudions tout d’abord Pinversibilit¢ de C,-.. On note Y; = <)Z(l>

5, 0 i
J

Le casu >0
DEFINITION (5.9). — i) Soit (4, x’, z)e D, on note
Foy) = Folt, ¥, 2) = { Vi), -, V(1) }
etpour k > 1,
F(»)={ [Y1(»), V)L IY1»), V(1. 0<i<p, 1< <p’, VeF_,(3) }.

Notons que les champs de F, ont leur n premiéres coordonnées nulles i. e.
définissent des champs de R™.

ii) L’hypothése H” est définie de fagcon analogue a4 H (déf. (1.4)) en
remplagant E, par F, et S~ ! par S" L.
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PropPoOSITION (5.10). — Si H” est vérifice en ye D (y=(u, x’, z)) alors
pour toutt > 0 C,-: est P, p.s. inversible et C,}i € m LYP,).
1<g<+»

Preuve. — Soit n = inf { s >0, | y, — y| > u/2 }. Avant le temps 1,
y. se comporte comme une diffusion standard. On sait que sous I’hypo-
thése H” la matrice de covariance de Malliavin est inversible pour tout
t >0 P, p.s. Comme # est P, p.s. > 0, on en déduit que les C, man SODt
P, p.s. inversibles : comme ¢t — C, est croissante on en déduit que P, p.s.
pour tout ¢ > 0 C, est inversible donc C, -1 est P, p. s. inversible puisque y, *
est p.s. > 0. D’autre part il est facile de voir comme au §1(1.5)ii) que

(5.11) EP[ |C; 9] < K(g)t™% ou fest une constante.
Mais de (4.15) on tire pour t > KA

(5.12) Pfy;' <A< Pi+L;=t/K)
< Q/m) 2K/t — K) exp { — (¢t — KA)?/2K2A 1.

On déduit aisément de (5.11) et (5.12) la fin de la proposition. O

Lecasu =0

On donne ici, comme dans [6] des conditions qui montrent la possible
interaction entre les générateurs dans D et sur JD.

DEFINITION (5.13). — i) On note F(y) = UFk(y)

k=
ii) Soit y € 0D. On dit que HF est vérifiée en y si F(y)U{ [Vi(x", 2), V],
VeF(y)} engendre R”.

PROPOSITION (5.14). — Si HF est vérifiée en y € D alors P, p.s. pour
toutt > 0, C, -1 est inversible.

Preuve. — L’inversibilité de C, se montre comme au théoréme 5.2
de [6], celle de C,-+ en découle. O

DEFINITION (5.15). — i) Pour k = 0 on note F&y) = U Fi(y).
ii) Pour k > 0, ye D on note o<i<k

Kiy) = inf Z V() kY
VeFk(y)
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iii) On dit que ’hypothése HA est vérifiée en y e d D si il existe ke N,
0 > 0 tels que

(5.16) l_1)r(1)1+ ulog* [ inf KXu, x,2,)]1=0

|(x},21) = (x",2)| <0

PROPOSITION (5.17). — Si HA est vérifiée en y € 0D alors pour tout ¢t > 0,
C,/\ existe Py p. s. et est dans tous les L(P;) pour g € [1, + oo[.

Preuve. — Elle suit pas a pas celle du théoréme 5.11 de [6] 4 deux diffé-
rences pres :

i) Pestimation sur y, ! est différente de celle sur le A, de [6], et en outre
on a ici

P, [T, < 2t7,/2] < Cexp — { C'/(ty)"*}

d’ou I'apparition du log* dans (5.16).

ii) On ne peut pas utiliser la propriété de Markov trajectorielle de [6],
de ce fait pour obtenir une estimation sur T} similaire & 5.62 de [6] on doit
utiliser un flot auxiliaire faisant intervenir ¢. !. Il n’y a aucune différence

conceptuelle avec ce qui est fait dans [6] auquel nous renvoyons donc,
La preuve détaillée se trouve dans [/2]. O

Nous transformons maintenant les hypothéses H” et HB qui portent

sur les champs Y/, Y' en des hypothéses portant sur les champs Y;, Yj.
Onale

THEOREME (5.18). — i) Soit yeD. Si les champs Y,(WI1<j<p et
tous les crochets de Lie de longueur > 2des Y1 <j<p Y(»0<i<p,
ou apparait au moins un des YJ( y) 1 <j<p’ engendrent R™, alors pour tout t
et T > 0 la mesure image de T3, par z, admet une densité q;(z) € CP(R™)
Q¢ p.s.

it} Soit y edD. Si aux champs décrits en i) on ajoute les crochets de Lie
de longueur > 2 des Y{y), Yd¥), Vi(y), 0 < 1 < r ou apparait au moins

un des \N(_;( y) et au plus un des Vi(y) ; alors cette méme mesure image admet
une densité Q¥ p.s.

Preure. - - Remarquons que les hypotheses (5.18) i) (resp. (5. 18) ii) et H”
(resp. HB) sont les mémes pour les champs ?J’ et Y;. Il nous faut donc regar-
der I'influence des transformations décrites au §4 B sur la gtométrie des
champs. On est donc ramené a regarder la forme des crochets décrits en
(4.14), ou b et A ne dépendent ici que des n premiéres coordonnées.
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Regardons par exemple le crochet [Y,, \7]-], il s’écrit

d d
~ ~ 0A\ ~ ~ . OA
[Ys Y1 = A2[Y7, Y71 + A(Z Y —>Y< E A(Z Yf"—)Y;.
J J ayk J J ayk

~ 0A

Or Y*=0 pour 1<k<n et 7= 0 pour n+1<k<d, le terme en Y/
Vi

disparait donc. Il est facile de constater de la méme maniére que ’espace

vectoriel engendré par les champs décrits en (5.18) coincide avec celui
engendré par les Y}(y) et les crochets similaires. Enfin remarquons que H”
est plus forte que HA. O

Remarques. — i) On peut ici encore montrer la continuité en (t, T)

des densités et de leurs dérivées.
ii) Les résultats et les méthodes de ce paragraphe s’appliquent mot

pour mot au systéme

dx, = Xo(x: )1 p(x,)dt + Xi(x, )1 p(x: Jdw; + So(x,)15p(x, )d L,

+5S; (xt)laD(xt)thl]
xo=x; p(x;)dL,=1,p(x,)dt
dz,=Zo(z,)dt + Zj(z,)Aw]

Zo=2Z
§ 6. HYPOELLIPTICITE SUR LA FRONTIERE

Nous revenons au systéme (1.1) qui s’écrit rappelons le

dy, =Y0(J’z)1D(J’z)dt+Yi(,Vt)lD(yt)de"‘Vo(J’z)laD(Yz )dL,
(6.1) +Vi(y:)lop(y:)dM;
Yo=y€eD; p(y)dL, = lop(y,)dt
auquel nous associons (4.3) et la construction rappelée au § 4 B. Les nota-
tions sont celles du §4.

§ 6A. Le cas p = constante.

Nous supposons dans toute cette section que p est constant.

Supposons pour I'instant que A(y) (cf. (4.12)) est identiquement égal a 1.
Dans ces conditions y.”! est un processus autonome ; u,-: ’est par consé-
quent aussi et ¢,-: conserve toutes les propriétés de ..
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On peut alors de fagon analogue au § 5 B effectuer le calcul des variations
partiel sur w2, ..., w™ (qui joue le rdle de w. du § 5 B), w! (qui joue le role
du w. du § 5 B) et par conséquent u, - restant invariant. De fagon analogue
au § 5 on pose la

DEFINITION (6.2). — i) Pour y e D, on note Fo(y)={ X5(»), - - .» Xu(¥) }
0
et pour k> 1 Fk(Y)={ Xdy), V(] 0<i<m, [5;, V(y)]; V(y)eF-1(y) } ;

Fo) = U R
0<k< o0
ii) L’hypothése Ho est définie de fagon analogue a H (déf. (1.1)) en rem-
plagant E, par F, et S~ par S~ 2; en particulier Ho est vérifiée en y si

0
I’ensemble des crochets de Lie des champs {Xo( Py ey Xl y),a—} ou
u

apparait au moins un des X,(y)2 < i < m engendre R*™ .

iii) H'0 est vérifiée en y € 0D si F( y)U { [S:1(»), V(»)]; V eF(y) } engen-
dre R4 1L, 1=0

iv) On note C, = z jt (¥ Xy (¥ ' X(y))ds.
0

i=2

On a le résultat suivant analogue a ceux du § 5 C.

PROPOSITION (6.3). — i) Si Ho est vérifiée en y = (4, x)e D, alors P,
p.s. pour tout ¢ > 0, C, est inversible pour tout ¢ > 0 C, -1 est P, p. s. inver-
sible et de plus leurs inverses sont dans tous les L4P,) pour g€ [1, + oo .

it) Si H'0 est vérifiée en y=(0, x) € dD, alors pour tout t > 0C, et C, -1
sont Py p.s. inversibles.

THEOREME (6.4). — On suppose p = constante, et A(y) = 1.
i) Si Ho est vérifiée en y = (ux) € D, pour tout t > 0 et tout multiindice a,

il existe une variable aléatoire D e m LYP,) telle que pour tout
feCrR*"L, Ryona 1<q<+w

o O . a
EPu[ pae f(@,- 1w, )L, - |=oi| = EPLf(@y (@, )1y, -1 oD?]

En conséquence le semi-groupe P(t, y,.) admet une densité qy,.) € Cy’(dD).
i) Si H'O est vérifiée en y = (0, x)edD, pour tout t > 0 ce semi-groupe
admet une densité sur 0D.
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Ce résultat peut se localiser de la fagon suivante

THEOREME (6.5). — i) Si il existe ¢ > 0 tel que HO soit vérifiée uni-
formément sur {0 < y' < &} alors pour tout t > 0 et tout ye D, le semi-

groupe admet une densité q(y,.) appartenant a C*(0D).
ii) Soit U un ouvert non vide relativement compact de 0D et ¢y > 0.

On suppose que pour tout ) y'e{0<u<ey} x U, Ho est vérifiée en y'. Alors
pour toutt > 0 et tout y € D, le semi-groupe admet une densité q(y,.) € Cy°(U).

Preuve. — i) On applique la propriété de Markov au premier temps
d’entrée dans {0 < u < ¢/2}.

ii) La démonstration est analogue a ce que nous avons fait au §1.
Le point clé est le lemme 8.5 de [I8], p. 342, qui vaut encore pour (u., )
et le fait que y, ! < a3t. On peut également agir comme au 5.12de [6]. [

Le théoréme (6.5) va nous permettre de passer au cas général avec
p = constante.

Considérons en effet I'équation de Hamilton-Jacobi :

m

6.6) Z(Yif)zzl; f=0 sur JD.

m

Puisque A%(y) = Z (Y ()* = ¢ > 0 pour tout y € 9D (i. e. la frontiére
i=1
est non caractéristique) on sait ([/]) que (6.6) admet une solution unique
au voisinage de tout point y € dD. On peut donc trouver au voisinage de y
un changement de coordonnées qui nous raméne a A(y) = 1 (appliquer la
formule de Ito, cf. (6.31) pour un argument identique). On applique alors
(6.5) ii) pour obtenir le résultat principal de cette section

THEOREME (6.7). — On suppose p= constante. Si Lie {Y{(y),. .., Yu(y) }
engendre R* en tout point y € 0D alors pour tout t > 0 et tout y’ € D, P, y,.)
admet une densité q(y’,.) € C*(0D).

Remarquons en effet que si Lie { Yy(y), . . ., Y..(y) } engendre R? alors HO
est vérifiée en y.

Remarques. — i) Si p = 0 nous savons que g()’,.) = 0.
i) Dans [2], les auteurs utilisent une démarche similaire pour étudier
une diffusion stoppée au premier temps d’entrée dans { y* =0 }.
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§ 6B. Le cas général.

Nous donnons tout d’abord la formule d’intégration par parties sur le
processus (., y.) que nous « ramenons » ensuite au temps y, !. Cette
partie est assez technique et repose sur des estimations précises sur le
comportement en temps des processus considérés.

THEOREME (6.8). — Soit fe CP(RY™ 1, R), g€ CP(R), h mesurable borné
de R dans R, B un champ de vecteurs C* de R*~* dans R~ 1. On suppose Ho
vérifice en y = (u, x) € D. Alors pour tout T, t,t’ > 0 on a

EP* [Bf (¢ (@, x))g(y.)hur)] = EP*[ f(@1(®, X))h(u;)DE 11 5]

ou
T
Dityp = g(v:) { < oF IB,'C; ! J\ Q¥ IXi5W§>

0

T

—| <Ci'loF X, 0% 'B], 0¥ 'Xi)ds
Jo

T

+| ds<Crloy X, 0F 'B) j CCroF 71X, 0F X)X ) dv
0

JO

rT s
+| ds < C¥1(P?—1Xi, J‘ < [¢;1Xja <P§k_lxi], C'Fl(ﬁ-lB > (PrT_IXj >dU

JO 0

Tvivt
—< Cipt 1B, j Co i~ b W! — b, 92)ds) >}

0o

- g'(v) { < Cr ‘qﬁ“B,J Conrl(s 1A~ 2)ds +(o* *dp)dLs] >}

0

ou on somme sur les indices i et j entre 2 et m.
La démonstration est similaire a celle de (6.4). On peut également itérer
le calcul des variations partiel sur w2, ..., w" comme dans [25] [38]
Dans la suite de ce paragraphe on se fixe t > 0 et Ty > ayt = y, L.

Premiére étape.

On va dans un premier temps remplacer h(u,) par h(u,-:).
Soient a, £ > 0; § = & k > 0 sera déterminé au cours de la preuve,
pour j e N on note t; = jo. On définit les fonctions h, et g, de R dans R par

6.9 hfw) =1lpoa); &) = 1o + t + & — y/elyeraly)
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DEFINITION (6.10). — L’hypothése H(a) est vérifiée en y = (u, x) € D si
il existe 0 < ¢t < t’ et C tels que pour tout &« > 2n > 0

sup Pyu,-1efa,a+n]) < Cpy

t—t'<s<t+t’

LEMME (6.6). — On suppose H(x) vérifiée en y alors pour tout
ge[l, +of '
q
J-o

lim EP"[
=0

(Z { 80,) =801, ) } halthy, , ) — haltay- 1)

Preuve.

(2 {&(r) —811;.,) } ha(u,,.ﬂ)) — hy(uy-1) = Ay + Ay
jeN

A1 = Z ltjgyt—l<tj+l:{ ha(u,jﬂ) - ha(uvt—l)}
JjeN
A2 = Zl'<vcj<t+z (t+e— ytj/g){ha(utj+l) - ha(u'f)}
JjeN
I
Notons que ces sommes sont finies puisque y; ! < a3s
E™[|A; 7] < ZqZP,,(t,- <yt < v}m suy-1€ [0 — &% o + 8%))

JjeN

-1 . 0
+ 24 E Pt <y ' <tjer; sup  |ug—uy-i| >0
ye 1Ss<tj+1
JjeN

Pour ¢ assez petit, ceci est majoré par 297 1C? + 29 C’ exp (— 1/251 ~29)

pour 6 < 1/2

IAZ I < ’ 2 ltSygj<t+e { haz(utj+1) - ha(utj) } (t+8~ytj/8)1|utj+1_“tj| < 50
JjeN ) ’

+2 § IISytj<t+ellutj+ 1 ‘u:j|>¢5°

jeN
De méme que pour A, le second terme est majoré pour 6 < 1/2 par
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Co~texp(— 1/2g6" ~29) en norme L% Le premier terme se décompose
en B; + B, + B; avec

B, = zlts7ej<y,j+,<z+al[a—69,a](“zj+.)(')’t,-H = V4,/)

jeN
BZ = - 2 lytj<t$y,j+1<t+£1[a—69,a](utj+‘)(t+8_'ytj+l/8)
JjeN
B; = ersy, <t+£\VgJ+11[a 50 a](utjﬂ)(t +é&— Vt,-/s)
jeN
Onvoitquedans By : tj. 1 —y; '<ype—y ' < ade;dansBy ¢, —y;71 <6 ;

dans B; t;,; — 7,+:< 6 d’oll en remarquant que

z 1t$ycj<Ytj+1<t+5(v‘j+1 - '))tj/S) < 1

JjeN
EP+[| By 1] < C[P,(u i€ [a—8°—ela+e ]) + 6 9exp(—1/261" 20))]
EP[| B, |7] < C[Pyfu,-1 € [0—26°% a+06°]) + exp (— 1/26" ~29)]
E™[| B3 1] < [P u,-1€ [o— ~28% a+68°]) + exp(—1/264 - 20))]

D’ou le résultat sous H(x). O
On déduit en particulier de (6.11) que

(6.12) EP[Bf(@s(, ))g(ps)hality, 1)]

= lim EP“ [Bf (@s(®, X))g(ys) 2 hou,, ) { 8:7e;) — 874y, ) } ]

Ac fixé on applique (6. 8) au second membre de cette égalité (g, n’est pas Cy’
mais (6.8) s’étend immédiatement a de telles fonctions). Donc si Ho est
satisfait en y

(6.13) EP: [Bf (ps(0, X)g(r oy 1)] = lim (Cy(e) + Cale))
ou

Cy(e)=E™[f(ps(@, X)Di 51 B(Z {840,) — 8leu 1) } halttyy )]

jeN

Ca(e) = EP[f(og(, x))g(7)D1 + Dz + D3 + Dy)]
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ou
ti+1
D, = _Z (1/8)1t$ V< Ve <ttE < C§1¢§_1B,J Coa S(((p?;—ldxA_Z)dU
Ly
jeN -
e + ((Pf 1dp)dL,,) > l[z—ae.a](“:_,. .)1|u,j-1—ur,-|<59
D, et D5 sont obtenus a partir de D, en remplagant respectivement
lls;-‘l<,tj”<,+£ et lintervalle d'intégration par

lrSy,j<t+£$ygj+l et [O’ tj] pour D2
Lijcrsog, <ere €t [0,¢j+1] pour D,

et ou Dy est supporté par 1, -y >4 (la forme explicite est laissée au
lecteur).
On peut ici aussi par (6.11) passer a la limite pour C,(¢) en remplagant

Z par h,(u,-1); on a également facilement lir% EP«[| D4 9] = 0.
P
jeN
En ce qui concerne D, ¢t D3 on remarque que d’une part la somme est
réduite 4 un seul élément, d’autre part ¢ jr1— Vi < 0dans Dyt —yr 1<
dans Dj. Il est facile d’obtenir une majoration dans tous les L? uniforme en j

des <C§1¢§'1B,J... >

On en déduit a 'aide de I'inégalité de Holder que pour tout g et g’ > 1
EP[| D3 ] < C(q, ¢")e " Pulu,-1 € [@—268° o+ 5°])"'7 + 6(e) o O(e) est expo-
nentiellement petit en &.

On choisit alors k > 2,i.e. 0 = ¢ avec u > 0, il est facile de voir alors
qu’il existe g, > 1 tel que pour tout 1< g < g, lim E™[|D;17]=0; de
méme pour D,.

Quant a Dy, puisque u;; € [x—25% a+6°], en dehors d’'un ensemble de
mesure exponentiellement petite le temps local L, est constant entre t;

2+u

ti+1
ett;,etdonc f Cs . o(@¥ " 'dp)dL, = 0.On obtient alors comme pour B,
2]

Dyl < 1/15/8<Z 1,$Ytj<,,,j+l<,+£>1[a_289,a+£e](uyt- 1) + Y’ ou Y’ est exponen-
JjeN

tiellement petit en norme L?; donc D, tend vers 0 dans L. Nous avons

montré

(6.14)  E™[Bf (@0, X))g(s)ha(ty- )] = B[ f(es(e, x))
ha(“y,— 1)D% s.10.8]
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On passe 4 he C)(R, R) par un argument de densité, et & h(u) = 1,-,
en passant a la limite en o = 0.

Deuxiéme étape.

On va maintenant « ramener » S au temps 7, !

Soient ¢ > 0, § = &*** u> 0, t; = jo, g, est définie comme précédem-
ment.

On suppose que H(x) est vérifiée en y pour tout o > 0, et que H est véri-
fiée en y.

Nous supposons de plus maintenant que p(x) = p, > 0 pour tout x e R4~ 1,

LeMME (6.15). — EF [h(u,- )Bf (¢, (@, x))]

= lim EP Z (8:(ve;) — gy, )BSf (@4, (0, X)h(u,- 1)].

Preuve. — Puisque s — y, est croissante et y — g(y) est décroissante,
la différence entre les deux membres est majorée par

2f

(6.16) | h] Z(ge(v:, = &0, . ) IBl|=5|oy., — ol

or ;i — ¢, ! < ade, on vérifie que Lot -y t<ke 2= &lV1))
un K convenable.

D’aprés un résultat de [9] et (4.17) on sait que la variable aléatoire

0T, = sup M

0<a<b<To | @ — bllm“8

— &d71;.,) pour

appartient a tous les L? pour 6 > 0.

2
On peut donc majorer (6.16) par cte | B| f

le résultat en prenant 6 < 1/4. O
On déduit de (6.14) et (6.15)

(Ke)''*~°TI(0)(To) ; d’on

(6.17) EP [h(u,-1)BS (- (e, %))] = lim E™ [h(u,-1)Z,]
Oﬁ 28 = 2 f((Ptj+ 1)(Dtg;:,tj+ 1,To,B Df_f.p 15t + 1,T0,B) .

La partie des D#: 1, g ou apparait g, se traite comme en (6.15); il nous
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reste a étudier la partie ou apparait dg,, qui comme pour C,(¢) dans (6.13)
se décompose en (E; + E; + E3)h(u,-1) avec

1= — (1/3)Zf(¢tj+l)1,gytj<ytj“<t+£

Tj+1
<Ct1+1(p!,+ lB f CSAtj+1(((P:‘_1dxA_2)ds + ((p;k—ldp)dLs)>
tj

E; et E; s’en déduisent comme D, et D3 a partir de D a ceci prés qu’il
faut dans E3 remplacer ¢,,, , par ¢,,.
Etude de E,.

Remarquons tout d’abord que E; est borné dans L? uniformément en e.
En effet puisque y,3% — 7, ! < Ke, et puisque p(x) = p >0, on a

L!j+1 - Ltj < (1/p)(’))tj+1 - 'Ytj)
et donc

E™[|E, ] < CEP[( |71 1G] sup. |<p “1?|C,|B||dA 2 +dp | )

q
<Z ltgytj<'}’tj,+1<t+5((tj+l - t.l/g) + (ytj+] - ’))tj/pg))) < Cte
jeN ‘
On en déduit

ll—l;l(} Epe[h(uY{.l) { E1 +f((pV 1) < C; 71(/)7: B’ Z ltg)’tj<)’tj+1<‘+£(1/8)C7’;l

JjeN

(oF'd:A™2N i1 — 1) + (@3 'dp)Ly,,, — L,))}]=0.

On montre grace a (4.19) que

!1_1:1’01 (1/8) Z ltéytj<'ytj+ 1 <t+£(tj+1 - tj): l(uy{ 1 >0)A2(u}’{ L Oy 1)
(6.22) JeN
21_{13 (1/3) Z 1t<yzj<y,j+ 1<t+s(LtJ~+1 - Ltj) = 1(uyt—x =0)(1/p(§0y; 1))

ou les limites sont prises dans L4 pour 1 < g < + o
D’ou

(6.23) lim E™ [h(uv )E; ]= —E% [h(u, - ) f(@,-1) < C-i 3" B,
l(uy-l > O)Az(uh 1, QDy—n)C ((pyt—lldxA_z)
(U1 = OXU/p(@y )C, (0231
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Etude de E, + E,.
En choisissant > 3 i.e. 6 « &5 on vérifie aisément que

(6.24) lim E™[ { (By+Es) — (1/e{M,s, — M)} bt )] = 0

ou M= f(,-1) < Cho3'B, J

0

C(oF " dA~2)ds + (pF~1dp)dL,) > .
Puis a l'aide de (6.22) on montre que

lim B [(1/2) My . — Mh(on,-1)] = — lim EP[hE, ] + lig H,
(6.25) H, = E™[h(u,-1)1/¢)

v !

< Corif(@y:1)05 0 B—f(9,-)03:'B, j C{(p¥ ™ 'd,A™?)ds+
0
+ (p¥ " 'dp)dLy) > ].
Soit X, et S, les termes de dérive de 'équation de Ito associée a (6.1).
On obtient par la formule de Ito
(6.26) f(@,,1)07 1B — f(@,- )0} "B .

- f KA Ro > (00 B — [l )[0F 1B, ¢ 1Ko]

v !

d*f dp \"'_ d°B ))
+1/2 X~ X;0* !B N=—s] Xi=—=X;|/d
/ ( Z FRRACY +f(o )(ax ) dx;,X s

1<ism

+ (< df,So > (@9 'B — f(o)[0* !B, 1S, ]

&f dp \' . d*B
+1/2 1S; =S¥t — s —
/(Z P B+f(<Ps)<ax ) Sy i Sl)>dLs

1<I<r

+Martingale (y, ', y,3%).

Le terme martingale disparait dans (6.25) en conditionnant au temps y; *;
on a ainsi

(6.27) lim H,

v !
= EPE[h(u},t- 1) < J‘ Cs((pg“ “1d. A" 2)ds +(p¥~ 1dp)d L,, C;t—lx‘l" > ]
0

et
Y= l(uyt- > O)Az(u,,t— 1, @y 1)(H1) + l(uy; 1= 0)(1/[7((0},!— 1))(H2)
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ou H; et H, sont respectivement les intégrandes en temps et par rapport
au temps local de (6.26) prises au temps y, 1.

A ce point de nos calculs il est bon de se rappeler que notre but est d’obte-
nir une formule analogue a (6.4) iii). La combinaison de (6. 14) (6. 15) (6.23)
(6.27) n’est de ce point de vue pas satisfaisante & cause des termes df et d” f
qui apparaissent dans W. Cependant si on prend h(u) = 1,-, ces termes
génants disparaissent dans les deux cas suivants :

i) A(y)=1;etp(x)=p (.e.le cas particulier étudi¢ au § 6A)

ii) S(y) =0 0<I<r (ie. réflexion normale).

Dans ces deux cas on vérifie aisément que tous les termes qui appa-
raissent peuvent étre 4 nouveau soumis au calcul des variations partiel
a temps fixe, puis au procédé d’approximation que nous avons décrit
dans ce paragraphe. On a alors

THEOREME (6.28). — On suppose Ho et H(x) vérifices en y=(u, x)e D
pour tout o avec 0 < o < ay. On suppose de plus que p(x) = p > 0,et S;(x)=0
0 < I <r,pourtout xe R 1.

Alors pour tout multiindice 0, tout t > 0, il existe une variable aléatoire D!

Dfe m L4(P,) telle que pour tout fe C(R*"',R) on a

1<g<+w
Pl o P}
E™ @ f((Pyt‘ ’(w7 x))lu-,t— 1=0 | = E™ [f((Pyt‘ 1(60, x))lu,t— 1 :(}D?]

En conséquence le semi-groupe P(t, y,.) admet une densité q|y,.) € CL(0D).

REMARQUE (6.29). — On peut localiser ce résultat comme en (6.5).
Nous allons étendre (6.28) au cas général d’une condition d’ordre 1

sur le bord.

ProPOSITION (6.30). — Sous l'une des deux hypothéses suivantes

i) A(y) = 1 pour tout yeD.

ii) H est uniformément vérifiee sur {0 < y' < B} pour un g > 0.
Alors H(a) est vérifiée en tout y e D pour tout o > 0.

Preuve. — i) Si A(y) = 1, alors y' est un brownien réfléchi avec un

terme de dérive, le résultat est immédiat.
ii) Provient du théoreme (1.15). [

THEOREME (6.31). — On suppose
i) Lie {Y1(y), ..., Y.())} engendre R? en tout y e dD.
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i) Vi=0pourl <1l <r.
iii) p(x) = p > 0 pour tout xe R9~1

Alors le semi-groupe P(t, y,.) admet une densité g,(y,.)e C*(0D), pour
tout t > 0 et tout yeD.

Preuve. — On définit f: R — R?
y=0% .9 = f) =LY+ YY), .. ¥+ YIVEY)

ou Vo = (1, V3, ..., V§). Il est facile de voir que f est un difféomorphisme
local C* sur toute bande {0 < y! < B} avec

(6.33) B sup %

2<j<d

<1, ou y=(0y%...,9)

et que f est Iidentité sur dD.
On prolonge f de fagon C® en dehors d’une telle bande, et on définit

Z(y)=f*""Y(y 0<ism
On voit alors 4 'aide de la formule de Ito que y, = f(z,) ou z, est la solution de

{ dz, = Zo(z)1p(z,)dt + Z{z,)1p(z,)dw; + edL,
zo = f7Hy); p(z.)dL, = 1yp(z,)dt; e = (1,0, ...,0)

avant le premier temps de sortie de la bande en question. L’hypothése
(6.31) i) étant invariante par le pull-back, Lie { Z;(y), . .., Z,(y) } engendre
R? sur cette bande, on sait alors par (6.28), (6.30) et le fait que cette hypo-
thése est plus forte que H et Ho a la fois ; que la loi de z, admet pour tout ¢t > 0
une densité C* sur 0D, densité sur laquelle on peut obtenir des estimations

analogues a celles du § 1. On utilise alors a nouveau la méthode de loca-
lisation pour conclure. O

§ 6C. Hypoellipticité conditionnelle sur JD.

Nous revenons maintenant au systéme (2.1) du §2, ainsi qu’au sys-
téme (3.12) du § 3. La difficulté par rapport a 6 A et B est de voir a quelles
conditions on peut se ramener a un systéme analogue a (4. 3) pour effectuer
le calcul des variations partiel sur w?, ..., w™ Le cas le plus facile a traiter
est celui de (3.12) i. e. celui ou Pobservation est standard. On peut évidem-

ment travailler sur le processus x, sans toucher au processus z., on obtient
donc immeédiatement O
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THEOREME (6.37). — On suppose que Lie { Xy(x), ..., X, (x)} engendre
R" en tout x € OR". ; et que 'une des deux hypothéses suivantes est vérifiée :

i) p = constante

ii) p(x) = p > 0 pour tout xedR% ; et ;=0 1<I<r

Alors pour tout y € D, il existe un Q% négligeable T tel que si z. ¢ T pour
tous t, T > 0 la loi de 1.y, pour la mesure T3, restreinte a OR". admet une
densité q, (y,.) appartenant a C*°(R"), pour le systéme (3.12).

Revenons au systéme (2.1). Si on suppose )N(} =0 1<j<p/, on peut
effectuer la rotation sur le seul w. ; puis le changement de coordonnées
donné par (6.6), en remarquant que celui-ci ne modifie que la premiére
coordonnée des champs. La rotation nous oblige 4 faire des hypothéses
plus restrictives qu’au § 2. O

THEOREME (6.38). — On suppose
i) X}=0,1<j<p

p
ii) Z(Xi‘(y))2 > c¢>0 pourtout yedD

i=1
iii) Lie { Yi(), . .., Y,()) } engendre R” en tout y € ID
iv) p(y) = constante

Alors la conclusion de (6.37) est valable pour le systéme (2.1).

On veut maintenant obtenir ’analogue de (6.31). Pour cela on peut
obtenir I'analogue de (6.28)si S; = 0etS) =Opourl < | <ret2<i<n;
on fait ensuite le changement de coordonnées

y=1(x2 - (x1,x* + x'S3(y), ..., x* + x"S(y), 2)
qui laisse invariant les champs Z et R pour obtenir

THEOREME (6.39). — On suppose
i) Xj=01<j<p

14
ii) }:(X}(y))2 > ¢ > 0 pour tout ye dD
i=1 ,
iii) p(y) = ¢ > 0 pour tout ye oD
iw) S, =0pourl<i<r
v) Lie { Yy()),...,Y,(y)} engendre R" en tout y e dD.
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Alors la conclusion de (6.37) est valable pour le sysiéme 2.1).

Remarque. — On obtient en particulier des résultats C* pour le lissage
sur dD, alors qu’on n’a pas a priori de résultats C* dans D dans ce cas.
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