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Une mesure de la déviation quadratique
d’estimateurs non paramétriques (*)

par

P. DOUKHAN (**), J. LEON (***), F. PORTAL (**)

ResuME. — Soit X, = (U,, V,) une suite équidistribuée de variables
aléatoires indépendantes ou ¢-mélangeante a valeurs dans R?*¢, nous
désignons par 6, soit la densité, f, de la loi de U,, soit la fonction
r(x) = E(V,/U; = x), soit la fonction rf et par 0, une estimation non para-
métrique de 0 construite sur Péchantillon Xj, ..., X,. Nous montrons

dans ce travail la convergence des statistiques a,, JI 0, — 0%du — b, vers

une loi normale N(0, ¢2), dans les cas ou 0, désigne un estimateur a noyau
ou de projection. Notons que les constantes 62, a, et b, ne dépendent pas
du mélange, seules les fenétres d’estimation varient entre le cas indépen-
dant et le cas ¢-mélangeant.

ABSTRACT. — Let X, = (U,, V,) be a stationary R?*“-valued sequence
of independent or ¢-mixing random variables, and 0 being the density, f,
of the law of U, or the regression function r(x) = E(V,/U; = x) or the
function rf, we consider non parametric estimates 0, of 0 based on the
sample { X, ..., X, . We show here the convergence of the statistics

anjl én - Glzd,l,t - bn

(*) Au moment de la frappe de ce texte nous apprenons la publication d’un article de
Peter Hall traitant du risque quadratique concernant la fonction de régression dans le cas
de variables indépendantes pour des estimateurs & noyau (Annals of Statistics 1984, t. 12,
© n°1, p. 241-260). 11 donne dans cet article des valeurs optimales pour la fenétre d’estimation
toutefois, utilisant des méthodes de martingales, son travail ne permet pas de traiter de
variables mélangeantes.
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38 P. DOUKHAN, J. LEON AND F. PORTAL

to a normal N(0, 62) law, where 0, is a kernel estimator or a projection
estimator. We remark that the constants o2, a, and b, do not depend on
the mixing, only window estimates vary between the independent and
the ¢-mixing case.

0. INTRODUCTION

Soit (X,).>1, une suite équidistribuée de variables aléatoires
X, = (U,, V,) e R**°, nous considérons ici le comportement de statis-
tiques y, de la forme :

Yn = Gy J‘(@n - G)Zd.u - bm

ou les suites a, et b, sont déterministes et a ajuster, la mesure u est posi-
tive o-finie et absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, dx,
et & support dans M = R? @ et 0, désignent une fonction a préciser et un
estimateur non paramétrique.

Le but de ce travail est de déterminer, a,, b, et ¢ de sorte que :

L) 2 NO,%).

Nous traitons ici le cas de variables aléatoires indépendantes et le cas de
variables aléatoires ¢-mélangeantes ([22]). Il est intéressant de noter que,
dans le second cas, les constantes ne dépendent pas du mélange, mais
que seules les fenétres d’estimation changent.

Notant f, la densité de U, et r(x) = E(V;/U; = x) une version réguliére
de I’espérance conditionnelle de V; sachant U,, nous considérons les cas :

0 =f,0 =rfet0 =r, 0,désigne alors une estimation non paramétrique
de la fonction 0 considérée qui se présente sous les formes :

N 1 S
fulx) = — Z K.(x, Uy) est une estimation de f
n

k=1

1
gix) = - Z ViK,(x, U,) est une estimation de la fonction g = rf
n

k=1

0 si f(x)=0
Fo(x) = g:,,(x) sinon

Julx)
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DEVIATION D’ESTIMATEURS NON PARAMETRIQUES 39

Les fonctions K, envisagées correspondent a des estimateurs 4 noyaux
et se présentent donc sous les deux formes :

1. Cas des noyaux : Soit K, une fonction continue et bornée telle que

j K(z)dz = 1, nous posons K,(x, y) = h, K((x — y)/h,), ou h, > O vérifie
limy y = 0 (16,

2. Cas des projections : Soit { y;;i > 1}, une base orthonormale de
I'espace de Hilbert L?(M, dy), formée de fonctions continues, nous posons
q(n)

K, (x, y) = p(y) Z Yilxi(y), ou

i=1

gin)e N, vérifie '!111010 q(n) = + oo ([2])

Nous appelons fenétre de I’estimation la suite h, (resp. g(n)).

Dans le cas 1., le probléme est traité par Rosenblatt dans le cas d’esti-
mation de la densité d’une suite de variables indépendantes a I'aide d’une
approximation poissonnienne [/8], d’autre part Csorgo et Révész rassem-
blent dans ([5], chapitre 6) les résultats concernant ces problémes dans
le cas d = e = 1 en utilisant des approximations fortes du type de celle
de Komlos Major et Tusnady. Une approche de ce type peut étre trouvée
dans [10], toutefois les fenétres d’estimation y sont moins satisfaisantes
du fait qu'aucun principe d’invariance n’admet une vitesse qui semble
optimale dans le cas multidimensionnel et mélangeant ; c’est d’ailleurs la
raison pour laquelle nous étudions, dans [I0], plus particuliérement le
risque uniforme inaccessible autrement que par des principes d’invariance.
Nous utiliserons ici des approximations gaussiennes dans L?(M, dp) ([14]
dans le cas indépendant, [8] et [9] dans le cas mélangeant) d’'une maniére
analogue 4 Ledn [/5] dans le cas d’une estimation de densités pour des
variables indépendantes, le traitement des processus gaussiens qui inter-
viennent utilise le développement de Karhunen-Loeve [5].

Enfin, notre probléme étant étroitement lié a celui de I’évaluation de

de risques intégrés, de la forme E J(@,, — 0)Pdy, citons les travaux de

Collomb ([3]) qui traite ce probléme dans le cas indépendant, Collomb
et Doukhan ([4]) le traitent pour p = 2 dans le cas mélangeant et Doukhan
et Portal ([/1]) le considérent lorsque p est un entier pair. Enfin
Doukhan ([7]) donne une étude par simulation du comportement du
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40 P. DOUKHAN, J. LEON AND F. PORTAL

risque quadratique de ces estimateurs dans le cas particulier d’'un pro-
cessus autorégressif non linéaire d’ordre 1.
Faisons une premiére réduction du probléme. Posons

I, =a, J(@,, — E0,)%du — b,.
Nous remarquerons que dans le cas 8 = fet § = rf, la convergence de T,

entraine celle de y, sous ’hypothése additionnelle '!1_'11010 a, f(E 0,—0)*du=0

qui est réalisée sous des conditions de différentiabilité sur 6 et sous cer-
taines hypotheses précisées plus loin sur K,. Le cas de r, est considéré

~ ~ 1 o 4
d’une fagon différente; écrivant 7,—r=u,+R, avec u,= }( gn—fur) €t
R, = _(ﬁf;f ) (g.—&)+ 1{f—1)), nous verrons que Ihypothése

lim a,b,E JR,%d/,t =0

qui est réalisée sous des conditions de dimension et de différentiabilité
entraine que la convergence de I';, = anfﬁfdu — b, implique celle de
7 = a, f (7, — 1)%du — b, vers une normale N(0, Z?).

1/2
Nous notons de plus || || =( |n//|2du) , pour  dans L*(M, dy)

et (., .) désigne le produit scalaire associé de plus | . | désigne la norme
euclidienne de R* (k = d ou e) et si F est [ fois différentiable nous posons
| DlF(x)(hla R hl)l
ID'F(x) |l = SUP{ ;
[hyl ... [h
sons dans tout ce travail les hypothéses suivantes sur p et sur la loi de la

hey, ..., # 0}. Enfin nous fai-

suite (X,)u>1 ©

i) u est absolument continue et s’écrit ((dx) = p(x)dx avec || p ||, < 00
et p = 0; M désigne le support de la loi p.

ii) Les couples X; = (U, Vy) et (Xy, X;) admettent pour tout k > 1,
une densité par rapport a la mesure de Lebesgue de R?*® (resp. R*¢*2¢)
notée f; (resp. fi).

Ainsi : g(x) = r(x)f(x) = f yfi(x, y)dy et, si nous posons

g(x) = Jl yPfilx y)dy,  gix) = E(| Vi /Uy = x)f(x).

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



DEVIATION D’ESTIMATEURS NON PARAMETRIQUES 41

Remarque. — Dans le cas indépendant I’existence d’une densité pour le
couple (X, X;) résulte de I'existence de la densité f; de X,. Dans le cas
non indépendant, nous faisons ’hypothése que la suite X, est ¢-mélan-
geante (resp. W-mélangeante), c’est-a-dire que Jim ¢, = 0 (resp. .,11»12 ¥,=0)
ou, si M{ désigne la tribu engendrée par X;, ..., X;:

¢n = Sup {| (A " B)/P(B) — P(A)|; Ae M}, BeEM%,,ieN},
¥, = Sup {|P(A " B)/(P(A)PB)) — 1|;Ae M), BeM,,ieN }

1. ESTIMATEURS A NOYAUX

Nous faisons ici deux types d’hypothéses notées (H) et (H'), utilisées
dans la suite, respectivement pour les estimateurs f, et g, et ¥, Cette der-
niére estimation est en effet spécifique du fait qu’elle fait intervenir le
rapport de deux estimateurs. Dans la suite M; désigne un voisinage strict

de M :
Hyrotaeses (H).

i) K est une fonction continue et d support compact et paire par rapport
a chaque coordonnée vérifiant, si m est un entier fixé et k est défini par

g<k<§+1(k=2 lorsque d <3) et m; = Max {k,m} :

jp(z)K(z)dz = 0 pour tout mondéme homogéne de degré strictement infé-
rieur @ my et, de plus JK(z)dz =1

ii) f, geL®M,, dx), D'f, D'ge L’M,,dy), si | =0 ou m et D'f,
D'g, e LY(M,, du), 1 = 0 ou k.

iii) E| V| < co avec h = 3 dans le cas indépendant et h = 4 + 6 dans
le cas mélangeant, pour un 0 < é < 1.

Hyrpotnises (H)d < 3
i) K est une fonction continue positive, d support compact et paire par
rapport @ chaque coordonnée et, de plus |K(z)dz = 1.

ii) J 73 < o0, et les fonctlons r, D' f, D'g et D'g, sont bornées sur M,

VR
sil=0ou?2.
iti) 3o > 0, EcVil < o0,

Vol. 22, n° 1-1986.



42 P. DOUKHAN, J. LEON AND F. PORTAL

Remarques.

. Detelsnoyaux K existent comme le montrent Bretagnolle et Huber ([/]),
on peut en trouver des expressions explicites dans Gasser et Miiller ([12]),
une construction explicite peut &tre donnée sous la forme P(t?) exp (—t2/2).

. Les conditions (H' — ii) peuvent étre simplifiées en supposant M,
compact et les fonctions qui interviennent bornées sur M;, dans les hypo-
théses (H’) ; il faut aussi supposer f minorée sur M. Ces hypothéses sont
celles habituellement utilisées dans ce cas.

1.1. Etude du cas indépendant.

. A A 1 Z ‘
Ecrivons g,(x) — Eg.(x) = . Y, (x), ou
nm,

k=1

N §) -
Y,i = ViK (x ] ") - EVkK(x . U").

n

Nous approximons n~ /2 Z Y, x par une variable aléatoire gaussienne z,,
k=1

sur L*(M, dp), centrée de la covariance [y(x,y) = EY, 1(x)Y,,1(y). Cette
approximation basée sur le résultat de ([/4]) sera faite de maniére plus
précise lorsque nous aurons mis en évidence le comportement asympto-
tique de || z, |3 qui fera apparaitre de fagon naturelle les suites a, et b,
ainsi que la variance asymptotique o? de T,. Nous aurons besoin dans
toute la suite de considérer avec Dehling ([6]) la norme de la trace d’un
opérateur autoadjoint et compact de L*(M, du), A définie par :

[|Al; = Sup { Z | (Ae;, e;)|;(e;);>1 base orthonormale de L*(M, dy) }
i=1 .

+
Alors ||Ally = | 4;] si les {4;;i=>1} désignent les valeurs propres de A,

i=1

nous aurons de plus besoin du résultat classique suivant (Lemme XI. 31,
p. 65 [17]).
LEMME 1. — Soit A un opérateur compact et autoadjoint de L*(M, du)

Annales de I’ Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



DEVIATION D’ESTIMATEURS NON PARAMETRIQUES 43

associé d un noyau intégral G(x, y) symétrique et continu, alors si A est positif :

Al = jK(x, x)u(dx)

Evaluons a présent E| z,]|1> = E|| Y, |2 nous écrivons :

EllzlI?’=a—-8 avec o= Jjgz(u)K2< )duu(dx)

el

Ainsio = b¢ jjgg(x — bz)K%(z)u(dx)dz et f= b“j Jg(x —b2)K(2)dz |*u(dx).

La continuité des translations dans L*(M x R?, du ® dx) montre donc
que E| z,]|*> = 0(b%); pour poursuivre le développement de E||z |
nous faisons sous les hypothéses de différentiabilité (H) un développement
limité a l’aide de la formule de Taylor avec reste intégral conduisant au :

Hdx).

LEMME 2. — Supposons la fonction g, différentiable a lordre k, et
D¥g, e L*(M, dp) alors :

E| z|? = b jgzdu JKZ(Z)dZ

d+1
+ Z b T ij'gz(X)(Z, ..., 2)K2(2)dzpu(dx)/1! + O(b?*F),

En particulier, sous les hypothéses (H),

Ellz|? = b ngdu jKZ(Z)dZ +0(**?)

Posons t,=b73¥*(|| z,||> —E|| z,||?), le lemme 2 permet d’évaluer le terme
de biais b™3¥2E|| z,||%, sous les hypothéses (H) si d < 3 et si D¥g, € L(M, dp)

pour un k > 3 sinon. Nous étudions & présent le comportement de t,

lorsque b tend vers 0. Suivant la méthode indiquée par Csérgo et Révész ([5],
chapitre 6), nous diagonalisons la covariance I', de z, dans une base ortho-
normale de L*(M, dp), si A;, désigne la valeur propre associée au vecteur

Vol. 22, n° 1-1986.



44 P. DOUKHAN, J. LEON AND F. PORTAL

propre e; ;, le développement de Karhunen-Loeve de z, s’écrit, si {yii=1}
désigne une suite de variables N(0, 1) indépendantes :

Q0

Zp = Z\/ Aip€ipy; €t ty=b"32 Zﬂi,b()’iz - 1),
i=1

i=1

Alors, lim Z(t,) = N(0, ¢2) lorsque :

+ o0
a) 2b73 ) A%, 6? (Convergence de la variance)
b 550 .

i=1
b) Max { 4;p;i>1}*»"% — 0 (Condition de Lindeberg).

Le lemme 1 permet d’évaluer Z A%, qui est la trace du carré de 'opéra-

i=

1
teur de covariance T}, : Z Al = Jfl“ 2(x, y)u(dx)u(dy).
i=1

Posons Ry(x, y)=E|V, |2K(x ;Ul)K<y bU‘> et sy(x)= f glx—bz)K(2)dz,

nous avons [(x, y)=Ry(x, y)—b2s,(x)ss(y) et f s2(x)u(dx)=0(1) quand

b - 0.
Ainsi, montrer que 7 = | | RZ(x, y)u(dx)u(dy)b~ 3¢ converge quand b — 0,

entrainera la condition a.

2 - j y—x 2
ot =b"" ,u(dx),u(dy)(jgz(x - bu)K(u)K(u + 5 du

oy = Hp(x + by)p(X)dxdngz(x — bu)K(w)K(u + y)dy)

La continuité de la translation dans L*(R*, dt) entraine que :

lim 67 = Jg%(x)pz(x)dx j H?*(y)dy ou "H(y) = jK(u)K(u + y)du.
Pour prouver le point b, nous remarquons que :
Max {Aip;i = 112 =Sup {ILY %1yl < 1}.
Le théoréme de Banach-Steinhaus montre qu’il suffit de montrer que :
Vi e LX(M, d), lim || T 673 =0.

Annales de I’ Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



DEVIATION D’ESTIMATEURS NON PARAMETRIQUES 45

De plus, un raisonnement analogue au précédent montre que lon peut
remplacer T, par R;:

IR 11> = ju(dx)qu(x, W y)u(dy))2
IRy [P =b* fu(dX)(ﬂgz(x —ub)K (@)K (v)p(x+ b(o—u)(x+b(v— u))dudv>2
L’inégalité de Schwarz dans L2(R?%, | K(u)K(v) | dudv) entraine
IR 1> < b‘“’[”g%(x — ub) | K@K () |p*(x + b(v — u))dudv
Hl//z(x + b(B — ) | K(@K(B) | dod ﬁ}u(dx)
IR,W I < B* [l 1 11 g 111 pnzo( |K(u)|du)4(1 + &) ob fime, =0.

Par conséquent les conditions a et b sont réalisées.
Ces résultats étant établis, Papproximation gaussienne de g, — Eg,
devient claire ; nous considérons A, défini a I'aide du lemme 2 par

b7342E ||z, |I> = A, + O(1) quand b — 0

n
2
n~1/2b—3d/4sz’k — A< t>

n=1

Gb(t) = Ip( Il b_3d/4Zb ”2 - Ab < t)

Nous posons :

G, (t) = IP(

Le résultat de [/4] montre que sivi = E || b~394Y,  |I*ete > 0:
| Guplt)—Gyt) | < vin~ 2673 + P(| || b3z, || — (t + Ap)'?| < ¢)
Or le lemme 2 montre, sachant que || g ||, < 00, que vy = 0(b~9*). Ainsi
Jim |G, (t) — Gy(t)| =0 lorsque  lim nhi? = + .

Ce calcul est analogue 4 celui de Léon ([15]), lorsque V, = 1 p.s. il fournit
un résultat concernant lestimation d’une densité :

THEOREME 3. — Sous les hypothéses (H), lorsque la suite X, = (U,, V,)

Vol. 22, n° 1-1986.



46 P. DOUKHAN, J. LEON AND F. PORTAL

est indépendante et équidistribuée nous avons lim Z(I'%) = N(0, af) et
no*s

lim #(I'y) = N(0, 61), si lim nh)* = + =, ou

n— oo

FO — it ﬁ & — By I'du — hr92AD
It — b f U = EfPdu — hr2AL

o

A) = | fdu sz(z)dz si d<3 et sinon

o

k-1
A = | fdu JKZ(z)dz + Z b ijlf(x)(z, .o, 2)KA(2)dzu(dx)/1!
=2

Al = |g.du JKz(z)dz si d<3 et sinon

[y

Al = | g.du JKz(z)dz + Z b JJD’gZ(x)(z, ..., 2)K3(2)dzu(dx)/1 !

et 0§ =2 f FA(x)p*(x)dx JHZ(z)dz et o= 2jg§(x)p2(x)dx sz(z)dz
avec H(z) = JK(u + 2)K(u)du .

COROLLAIRE 4. — Si D'f, D'ge LA(M, du) pour 1 < m, et K vérifie
Phypothése (H) lim #(y9) = N(0, 63) et lim Z(y;) = N(0, o), lorsque
lim nhd/@*2m = 0 et lim nh3?= + oo ou y) =nhi? II g.—g Pdu—h,92A,
va = nhy? f(f:. — f)dp — hy A,

Démonstration. — Comme on I'a dé&ja vu il suffit de montrer le résultat
pour gn : '))v% ‘—"rr} +2nh;il/2 j(gn—Egn)(Egn—g)dﬂ+nhﬁ/2 fl Egn — & |2dﬂa ou

|Eg,— g Pdu=0(I;"), le terme correspondant tend vers 0 si lim nhdi@+zm—(

2|1/2

< .E ' j( g(x) — EZu(x))E2.x) — g(x)u(dx)

«<E HCOV (2nx), B V&) — XNEWY) — g(y)uldx)p(dy)

Annales de I’ Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



DEVIATION D’ESTIMATEURS NON PARAMETRIQUES 47

~ -~ U —U
Or Cov ( gn(x)a gn(y)) h2d { E | Vl IZK< hn 1>K<y hn 1 >

- EV1K<X _h Ul)EVlK(y —h U‘)}

1 —
Cov (29) 2,0) < hz,,{Ewl ]2K2<x kU‘)Ew ,2K2<y hm) }1/2

n

n

Par conséquent lim nh;! = 0 entraine nhj*>a —= 0 en probabilité.

n— oo

Remarque. — Si d > 3, la forme du résultat est peu manipulable car elle
implique la connaissance d’une fonctionnelle de D'f ou de D'g, pour

d
tout Itel que : 2 < I < <.
2 1

<ou<—;
54 +4m 3d
ainsi m > 7 est la condition qui assure I’existence d’une fenétre de conver-

Les statistiques y? et y: convergent si h, = n™% lorsque ¥

gence. Pour d = 1 (resp. d = 2, 3,4 ou 5) 'ordre minimal de différentia-
bilité est donc 2 (resp. 3, 4, 6, 7). Toutefois les fenétres ne sont pas opti-
males vis-a-vis du risque quadratique intégré (cela se traduirait par

1 1 2
= < , ce qui est le cas pour tous les résultats
i d+2m0rd+2m d+4m> d P

de ce type (cf. Csdrgo et Revesz [5)).
Traitons a présent le cas de I'estimateur 7, de r. Pour commencer étu-

.
dions le comportement de I',=nh?/? j w2 —h, 92A, ou ﬁnzi(g,,—rf,,) et

A, est une suite a déterminer. La méthode déja employée est utilisée a
nouveau, nous ferons toutefois dés a présent ’hypothése que K > 0 ce
qui entraine d < 3 étant données les hypotheses (H), les conditions de diffé-
rentiabilité seront alors toutes d’ordre 2, en effet si K n’était pas positif
il serait exclu d’évaluer des moments de 7,.

Ecrivant ﬁn(x) f()lc)hd Z k,.,k(X) ou Ab,k(X) = (Vk - F(X))K <x _bUk),

nous considérons le gauss1en \,,, associé a fh”[u (x) — Eu,(x)]; centré
et de covariance Iy :Th(x, y) = EA, 1 (X)Ay1(¥) — EAy 1(X)EA, 1(p). Alors

-Uu d
Ellnl? =~ foia— |EIV, —r(x)lsz(x b 1>ﬂ( 3

7
B = J | E(V, — r(x))K(" _bU‘> :

wdx)
)

Vol 220 0" 1-1986.



48 P. DOUKHAN, J. LEON AND F. PORTAL

g2(x) —1r?(x) f (x)

h JRE
Dg, D’, D'fe LY(M, du) pour [ =0, 1,2.

AR R

Le comportement du gaussien sera normal si :

a) lim 2 fréz(x, Yu(dx)u(dy)b™ 3" = X2

b) V€ LAM, dy), lim b= Ty |I* = 0.

Nous obtenons alors E|| y,||*>=5b? JKZ( z)dz f + 0(b?*?)

lorsque

Soit Ry(x,y) = EAp1(X)Ap,1(), r4(x,y) = EA4 1(x)EA, (), le fait que

jjrgzdumb‘“ ;=3 O entraine que I'on doit montrer que 22 — X2 ou

I} = JJRiz(x, yu(dx)u(dy)b >
_ o3 J J u(dx)u(dy)

2(X

U [gz(”) (’(x)+r(y))g(u)+r(X)r(y)f(u)] < - )K(y . )d]

p(x)

Posons h(x) = f o)’ , hous obtenons :
X

2= J f h(x + bt)h(x)dxdt < J (g2(x—bz)—(r(x)+r(x+bt))g(x—bz)
+r(x)r(x+bt) f(x — bz)K(z)K(z + t)dz) .

La continuité de la translation dans L? montre ainsi :

lim 2§ = j(gz(x) — r}(x) f(x))* f“ﬁ ; foz(t)dt =3
De méme que précédemment d’autre part :
u(dx)
R 2 _ b4d
IRy |l j 70)

< j [gz(x— bu)— (r(x)+ r(x+ b(v—u))g(x— bu)+ r(x)r(x+ b(v—u)) f (x— bu):l
K@K@(x + blv — u)h(x + b(v — w))dudy)?

<0, |8l + I7lle + Il flle < oo entraine le résultat.

oo}

Ainsi ]—f;
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THEOREME 5. — Sous les hypothéses (H'), nous avons :

lim I, = N, £2) si limnh3? =0 on
I’ = nhé? || h 12du—h=2A _ |8~ r’f 2
v = nhy/* || h, |*du—h, avec A= Tdu K*(z)dz

2

}’—4 deHZ(t)dt, H(t) = JK(:)K(t + 2)dz.
Remarque. — Dans le cas particulier ou V, = r(U;) + W; avec W,

indépendante de Uj, les constantes A et £? prennent la forme :

et X= ZJ‘(gZ -’ f)y

A= w2 de" et 2=t j}’zzg dx JHZ(t)dt o w2=E|W,|

Démonstration. — Le terme de centrage ¢, = || EAp 1 ||* contenu dans le

gaussien v
x—u\, P
= ju(dX)[ j [ g(u) — r(x)f (u)]K< b )du]

peut en outre étre évalué a I'aide de la formule de Taylor :

¢ < bz‘”“fl 2P IK@ ]| r |5 | D113 + [ D% 12)

Ainsi b73(||z, ||P—E||z.||?)=b"3¥*(||zs||* + c»—E|| 25 ||*) + 0p(1) quand
b - 0.

Les calculs précédents permettent d’obtenir la convergence de
nhﬁ”Jl h, — Eh,|?du — h, ¥?A.

Cette derniére évaluation permet de conclure au théoréme 5.
Pour obtenir a la convergence de la fonctionnelle

v, = nid? JI P = r P — b A,

il reste & montrer que lim nE j | R(x) |>u(dx) = 0, ce qui sera le cas si

§ d
i) ”uggonEf(ﬁ.—m B8P =
if) "lirgnEf(ﬁ—f)l?,,P;—ff=
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Afin d’éviter de recommencer plus loin le méme calcul considérons dés
a présent des variables dépendantes.
Pour évaluer i), nous utilisons l’inégalité de Schwarz :

J-(fn —f )4 JI & I4
1

< Cl: 3 +h§], d’apres [4] si Zn2¢:/2<oo

n=1

f(fn—f)zl &n— I2

Le second terme utilise I'inégalité de Holder :

f(ﬁ,—f)4|rn|2f4\< f(f _fy )/3<EJ| aw}i‘é)m

< C( ! + h8> (log n)?
2h2d

Car| 7,| < Max {|Vy|,...,|V,| } et Ee*Vtl < o0 entrainent E| 7,[° < C (log n)°.

th
Ainsi y, converge si, lim og nf = o0, lim nhg (log n)? = 0.
THEOREME 6. — lim Z(y;) = N(0, £2) sous les hypothéses (H') lorsque
1 1
h, = <a<—
nEnR S Ay

Remarque. —d =1oud = 2.

1.2. Cas mélangeant.

Nous considérons de maniére naturelle, dans ce paragraphe, le processus
gaussien Z, sur LM, dy) de covariance I?(x, y)=[,(x, y)+ t5(X, ¥)+ 74( ¥, X)

0
avec T,(x, y) = EY; 1(X)Y,(y), associé au cas mélangeant.

k=2
Nous évaluons les mémes expressions que dans le cas indépendant :

E|IZ,|* = Jl"b"’(x, X)uldx) = E || z, 11> + 2 th(xa x)u(dx) .

Pour évaluer le second terme nous aurons besoin de 'une des hypothéses
de mélange suivantes :

M (Xa)n>1 suit est une suite y-mélangeante, telle que Z Y < 0
M) (ef. [22)).
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Nous en déduisons Iinégalité | fi — /122 | < Y /22

( (X,)n>1 €st une suite ¢-mélangeante telle que :

Siluy, vy, uy,03) < Cfi(uq, v1) fi(usz, v5) pour une constante C indé-

(M) pendante de k et (uy, u;) € M1, (vy, v;) € R et il existe 0 < s<1
| tel que Z¢; < 0.
([ (X,)n>1 est une suite ¢-mélangeante, u(M) < oo et il existe
se]O, %[ tel que Zpf*(ck ~* + 1) < o0 avec
(M3)

cx=Sup { Jﬂ:l vy P+ v P+ 1:|fk(u1, 1, Uz, U)dvdv; ;
L (ulauZ)eM% }

Le calcul peut donc &tre poursuivi,

Sk:J\‘ Sy i(x, x) | u(dx) = b2 “‘j j‘| 010, | | K(uy)K(us; |

| flx—uyb, vy, x— uyb, v2)—f1(x —uyb, v1) f1(x —u,b, v;) | W(dx)duydu,dv,dv,

2

Phypothése (M), s¢ < by J g1(x — ub) | K(u) | dup(dx)

Sous I'hypothése de ¢-mélange s, < 2¢3% b* J g22(x — bu)K2(u)duu(dx)

par linégalité de mélange. Les hypothéses (M,) et (M3) conduisent a une
autre évaluation

S <bh*(C+ 1)<fg1(x —ub) | K(z) | dz)> sous I'hypothése (M)

2
sk< b [u(M)ql K(w) | du) at (ng(x —bu) | K(u) | dup(dx))* ]

sous ’hypothése (M3);
ainsi,

s < b“l:,u(M)[< | K(u) | du) c + Jg2(x—- bu)Kz(u)duu(dx):l.

Sous I'hypothése (M;), jtb(x, X)p(dx) = O(b“)ztﬂk.
k=1
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Sous I'hypothése (M) jtb(x, x)u(dx) | = = y20(b*2~9) et sous hypo-
thése (M) ffb(x, X)u(dx) | = Z ¢ 1[ch 7 + 1]0(p*2 ).
k=2

LEMME 7. — Supposons les hypothéses (H) et (M;) (pour i = 1, 2 ou 3)
réalisées :

k=1
r pa+i
E|Z,|*= b”J g2dp JKZ(Z)dZ + Jf D'gy(x)(z,..., 2)K*(2)dzp(dx)
Z x + 0(*?)
k=2

quand b — 0 en particulier, lorsque d < 3,
E|lZ,)? = bdfgzduIKz(z)dz + 0(h*¥?), quand b — O.
Posons T, = b™*¥*(||Z,||*> — E||Z,||?), nous aurons montré que
’!i_{% ZL(Ty) = N(0, 6%) ou ¢? a été défini dans le théoréme 3 quand nous
aurons veérifié :
a) lim 2b=3¢ Jf(rf (x, y))* wdx)u(dy) = o*
b) VW e LAM, dp), lim || T4y |2 = 0

Nous remarquons qu’il suffit de montrer, en utilisant l'inégalité de
Schwarz, que :

lim Hrﬁ(x, Yudx)u(dy)b=3* = 0

or By = Jf T3 (%, Yu(dx)p(dy) = f [Za(x, )1’ udx)u(dy), ou

alx, y) = E| Y, 1(x)Ypi(y) |
alx,y) < 2¢"* | EYZ(x)EYZ () |2 par Iinégalité du mélange

ax, y) < b* fjl K(u)K(u2) | tix — uib, y — usb)du,du, avec

tdx, y) = Jﬁ vy | o2 || filxy, 01, ¥, 02) — falx, v1) f1(y, v2) | dvdv, .

Sous (M), | t(x, y) | < Yeg1(x)g1(y); sous (M), | ty(x, Y) | <(C+1)g1(x)g1(y)
et, sous hypothése (M,), | ti(x, ¥) | < 2¢cx + || g2 |l si (x, ¥) € M? et

Annales de I’ Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



DEVIATION D’ESTIMATEURS NON PARAMETRIQUES 53

2
alx, y) < b*[2c0+ || g2 ||2] (Jl K(u)| du) ,des inégalités paralléles suivent
pour les hypotheses (M) et (M,). Soient 5,t >0s+t =1

= 2
ot ) et s Iy ) ([ B¥e ooy =opee-o)

sous hypothése (M3) (de méme B, = 0(b**>~9) sous (M,) et f,=0(b*¢)
sous (My)).
La condition (b) résulte alors de l'inégalité :

2
Jﬂ(dx) Urb(x, U y)u(dy)] < ”rﬁ(x, Yu(dx)u(dy) jl//z(y)u(dy) ,

donc le comportement de T, est le méme que celui associé au cas indépen-
dant ¢,

Nous pouvons a présent effectuer I'approximation gaussienne, posons :

n
2
n_l/zb‘“/“ZYb,k — A, < t)

Gn,b(t) = lp(

Gb(t) = P( H b_3/4Zb ”2 - Ab < t)

Le résultat de [9] montre si v *® = E || b7394Y,, |[*T% et > 0:

2 3
| (t) b(t) l < Vy Vi Vp
G ,b G = = — =
n sn(l b)/6 82112(1 b)/3 83n(1 b)/3

[

+P([[[b7*Zy || — (£ + Ap)* | < 8)
sous les hypothéses de mélange :

0

an¢z~4+»<oo, $n= 0 20P"Y)  quand n - oo.

n=1
De plus v, < Ch~%* d’aprés le lemme 7, sachant que E |V, [*7° < 0.
Ainsi lim | G,u,(t) — Gy(t)| = 0 lorsque lim nt T2 = oo,
THEOREME 8. — Sous les hypothéses (H), en utilisant les notations du théo-
réme 3: lim Z(IY)=N(0, d3), lim L(I})=N(0, ¢3) lorsque lim n' "1 = oo
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et sous les hypotheses de mélange (M;) (i=1, 2 ou 3), lorsque de plus :

1 \ _3(L
be]O, Z|:, oef0,1]: Z n2gdE+d < oo et én = 0(n 4(b 1))
n=1

quand n — 0.
Lorsque, de plus

lim nkg?*2" =0, lim Z(y7)=N(0, 63) et lim L(y,)=N(0, o7).

Remarque. — L’hypothese de différentiabilité assurant 1’existence d’une

R . 7d
fenétre de convergence est m > d c’est-a-dire m > ) sous des

+
41—by
hypothéses de mélange complémentaires (c’est-a-dire que d=1,2, 3,4 ou 5
donne lieu a m > 2, 4, 6, 8 ou 9).

Pour terminer la démonstration du théoréme, il reste & remarquer que
I’évaluation de Cov? (g,(x), g.(y)) faite dans le cas indépendant s’étend

dans le cas mélangeant en utilisant I'inégalité de mélange, sous ’hypothése
00

St <

n=1

Traitons a présent le cas de la régression pour d < 3 ; il apparait naturel
de maniére analogue a ce qui précéde de considérer le noyau non positif 6,

défini par :

00

O(x, y) = Z { Cons ¥) + Coily, %)
k=2

ou Lo = EAp x()Ap i (y) — EAy 1(X)EA, ()

et A,y est la fonction définie en fin de paragraphe 1.1.
Nous montrons, de la méme maniére que dans le cas de g,, que

E| Y, 11> = b?A + 0(p**?)

ou A= J K*(z)dz J (g2(x) — r*(x) f(x)) ;(:zg

si Y, est le gaussien centré sur L2(M, du) de covariance I}, I7?=I7+0,;
Y, est le gaussien associé a \/;hﬁ [ha(x) — Eh,(x)] dans le cas mélangeant.
L’hypothése de mélange requise est encore ici (M), (M,) ou (M3).

Remarques.— Lhypothése (M) peut étre allégée en supprimant u(M) <co,
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en effet dans le cas de la régression la mesure de base u(dx) est remplacée
Hdx)
()

L’hypothése (M;) peut étre remplacée par Iexistence de deux fonc-

par qui est de masse finie sous les hypothéses (H’).

tions h, et h, telles que J( [u)? + D(hy(x) + hy(x))dx < o si x = (u,v),

Slug, vy, uz,05) < hy(uy, vi)ho(uy, v5), Y(uy, uy) € M?, Voy,v,.
Nous obtenons ainsi le :

THEOREME 9. — Sous les hypothéses (H') et (M;) (i = 1, 2 ou 3), nous
avons : lim #Z(I')=N(0, Z?) lorsque lim ' TPRI2 = oo sous les hypothéses

1 00

de mélange 0 < b <2 et p,=0(n" 34~y e 35€ 10,11, z 22+ < oo,
n=1

les notations sont celles du théoréme 5. De plus si lim nhl(logn)*> = 0;

lim Z(y,) = N(0, £2).

Remarques. — Dans ce cadre seule la condition d = 1 assure I’existence
d’une fenétre de convergence pour I'estimateur 7, de r.

Par contre, ce qui concerne la statistique I',, peut étre étendu a une
dimension quelconque h, ¥2A étant dans ce cas remplacé comme c’était
le cas dans le lemme 2 par un développement limité obtenu a l'aide de
la formule de Taylor a l'ordre k(d/2 < k < d/2 + 1) de Texpression
b~342E || Y, || 11 faut pour cela adjoindre des hypothéses additionnelles
concernant les dérivées d’ordre 4 de f, r et g,.

2. ESTIMATEURS DE PROJECTION

Nous énongons d’abord les hypothéses utilisées dans la suite. Dans le
cas indépendant nous supposerons :

i) f gel*M,dp)

it) || fpllo < 00 (pour l'estimation de f)

iii) 1 83p*llo <0 et |lgypllo < oo  (pour lestimation de g).

Dans le cas ¢-mélangeant nous supposons, de plus I'existence de 0 < b < !
et0 < d<1tels que :

i) Il Za+sP M|, < 0
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36 )) quand n > ©

ii) Zn2¢g/<4+ﬁ>< ©, ¢,=0n*
n=1 q

iii) lim q 12 Z =0, si = ”tk(x, YW W y)dx)udy)

i=

tk(x’ y) = J‘Jvu U(ﬁc(x7 u,y, U) - fl(x: u)fl(y:v v))dudv 4

avec
Nous supposons de plus réalisée I'une des hypothéses du mélange sui-

vantes :
(M,) La suite (X,).>; est y-mélangeante et Xy, < oo.

(M,) La suite est ¢-mélangeante et vérifie :
Sluy, vy, up, v2) < Cfi(uy, v1) f1(Uz, v2).

00
(M3) La suite est ¢-mélangeante et vérifie : Z PL2Cl%2 < o0 ou
k=0

Cy = Sup { j (1vg P40z P+1) filur, v1, us, 02)dv1dv, 5 (4, uy) € M? }

Fixons maintenant les notations.
Les fonctions f et g étant des éléments de L%(M, du), elles s’écrivent :

f= chlllj et g= Zajl//j avec a; = frfxpjdu et ¢; = wajdu.

i=1
Des estimations sans biais des coefficients a; et ¢; sont données par

n 1 n
aj,n = ;11‘ Z Vi i(Ui)p(Uy) et 2j,n = E Z Yi(Up(Uy) (cf. [13]).
k=1

k=1
q(n) q(n)
‘W
Cela donne des estimations f, = , CinWjet 8n= a;,¥; sans biais
j=1 =1
q(n) q(n)
pour les fonctions f, = ciY; et g, = a;y;.
j=1 j=1
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R 1\ -
Ainst 0) = ) UL s U €t 2= D VopfUnL s U

k=1 k=1

q
avec L(x, y) = z V(X)W 5().
=1
2.1. Etude du cas indépendant.

. R 1\
Ecrivons ﬁ( 8y —8gn) = 7 ZYq(n),k avec
n
k=1

Yq,k(x) = Vi p(Uk)Lq(x’ Uy) — EVkP(Uk)Lq(X, Uy).

Soit I'; Popérateur de covariance de Y, s, il vérifie :
Tl ¥;) = jgz(x)l//i(x)l//,-(X)pz(x)dx —aa; pour iLj=1,...,q.

Pour éliminer le terme a;a;, procédons comme Ledén [/5], nous consi-
dérons le gaussien z; centré, a valeurs dans E, = Vect [y, ..., {,] et de
covariance I' et le gaussien z, centré a valeurs dans E, et de covariance I’ :

rq(!//b ‘//1) = jgzl//ilﬁjpzdx.

q
La variable zj s’écrit z; = E &y; ou les &; sont gaussiennes réelles ;
j=1
soit ¢, une variable gaussienne de variance 1 indépendante de &;, ..., &,,
q

une réalisation de z, s’écrit : z, = z; + &, E a;y ;. Procédant comme [I5],

j=1
nous montrons que || g;pl|l. < oo entraine E||| z;|>—|l z, 12| = 0(1)
quand g — oo.

Nous notons a présent E| z,||* = Z ng(x)l//f(x)pz(x)dx = gA,.
j=1
Cette expression ne peut étre évaluée de fagon générale comme c’est
le cas pour les noyaux.
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q q
2 2
De méme nous posons : g; = — Z Z (JW,-(X)W j(x)pz(x)gz(x)dx> ,nOus
q
i=1 j=1

avons :

2

PROPOSITION 10. — Supposons lim 62 = o2, alors si
q— 00

tg=q (Il 411> = Ell 4 11%),
nous obtenons : ,,ILHJQ Z(t,) = N(O, a?).

Démonstration.— Considérons une base orthonormale de E, qui diagona-
q

lise la covariance I', nous écrivons, z,= Z ALZpie; 4 00 py, . . ., p, sont des
j=1 a
réalisations indépendantes de loi N(0, 1). Ainsi t,=¢ '/ Eli,q(y? - 1),
i=1
de maniére analogue au développement de Karhunen-Loeve ; toutefois
ici nous obtenons un tableau triangulaire fini, ainsi appliquer le théo-
réme de Lindeberg se traduit par :

4
2
‘}ileﬁq:az
*q

i=1

q
b) }LIgMax{ii,q;i=1,--.,q}2/<zlfq>=0'

i=

a)

La condition a) est I’hypothése de la proposition 10, la condition b)
sécrit : lim g Ty, ¥v)* =0.

Or (T, q v, ) = Z Z fg z(x)'/’z(x)l//j(x)l’z(x)dx“i“j avec o = (Y3, %)

i=1 j=1

= fgz(x)<z ‘//i(x)ai> pz(x)dx

=l g2plle ¥

Remarque. — Posant t;, = g~ ' || z} ||* —q'/?A,, les calculs précédents
montrent que lim Z(t;) = N(O, 6?).
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THEOREME 11. — Supposons E || Yym.1 |I> = 0o(n*?) quand n — oo et
’}er) q(n) = oo, alors :
lim 2 [ngn) "2 | &0 — &I — a02A,m] = N, 0,
si || g2p |leo < 00 et lim 62 = o?
q q
\ 2 2 2 2
oul 07 = p YW [(x)p*(x)g(x)dx
i=1 j=1
q
et Ay=q ! Z jgz(x)wf(x)pz(x)dx.
j=1

Démonstration. — La méthode est celle de Léon [15], en ce qui concerne
'approximation gaussienne, dans le cas de ’estimateur i

Notons qu’un résultat analogue peut étre écrit pour .. La seule diffé-
rence qui existe entre les deux calculs est ici I'utilisation du théoréme de
Lindeberg sans employer d’évaluation de la trace de I'j pour un m > 2.
Sous I'hypothése additionnelle || g, — g ||*> = O(g(n)'?n~') qui s’exprime
comme une condition de régularité de g, nous obtenons

lim L(ng(n)™"? || g, — g|I* — ()™ "Ay) = N(O, 0%).

L’expression || g, — g||* s’est en effet que le reste du développement en
série de g sur la base { y;,j > 1} de L*(M, dy).

q(n)
La condition E|| Yy |P= o(n'/?) est satisfaite lorsque anpi 112 =0(q(n)%n)

i=1
4q(n)

1/2
quandn — co. Eneffet E || Yy, IP <23||gaﬂzllwq(n)<zll i Ili) (¢f-[11]).
i=1
Nous allons a présent étudier des applications de ces résultats :
2.1.a) Séries trigonométriques : f, g, e L¥([— n, n]%, dx).
Nous considérons non plus I'espace euclidien L? mais I'espace hermi-
tien qui lui est associé, nous notons

fux) = z Ealix) et Bx) = Z aiaix);

—1.<j<, -3 <<,

—

ici, de plus, nous avons g(n)=(2J,+ 1) et {] ~J, < ; <X ={U1 --Ja)s
-1, <j,<J,, a=1,...,d} et les fonctions 5 sont définies par
¥ 3(x) = exp (j . x)2m)” %% Ainsi A, et o peuvent étre calculés :
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Dans le cas de I'estimateur de densité f, :

lign Ayj=A=(2m)™ J f(x)dx

(-4
(= (2m)~? lorsque f est & support dans [— 7, n]?) et o = 2(2m) "¢ f|1*.

Dans le cas de lestimation g,: lign Ayj=A=Q2mn)™¢ j ga(x)dx

[—n,m)4
(= E |V, |*(2n)~ % si f est & support dans [— 7, w]%) et 62=2(27) ?|| g2 ||~
Ainsi, les hypothéses du théoréme 11 sont vérifiées si lim g(n)*n* =0

ou encore limJ3n ' =0.Si J,=n% a< 34 mous notons I’analogie
avec le cas des noyaux.
Le terme de biais || g, — g |I* = 0(g(n)*/?>n~ 1) lorsqu’il existe I= |, + ... +1,,

al
ﬁ eL¥([—n, %, dx), et | vérifie lim nJ;4~2 = 0; par exemple
X1 ...0X n—

1
lorsque J,, = n* < o < — est 1a une condition assurant la conver-

“d + 4l 3d
gence vers une loi N(0, ¢%) de la statistique

Vo = nq(n)‘“zj | 8, — g ?dx — q(n)'/*A

[—=,n)4
L’ordre de dérivabilité vérifie nécessairement | > 7 condition identique

a celle imposée dans le cas des estimateurs 4 noyaux. Un résultat parallcle
suit aussi pour le cas de l'estimateur f,.

2.1.b) Polynémes de Legendre normalisés (cf. [19]).

Par soucis de simplicité, nous nous restreignons au casd=1, M= [—1,1]
et du(x) = dx. Dans ce cas, si g, (resp. f) est continue nous voyons avec [15]
que

2 dx 2 (1 dx
lime? = = 2(x) ——————=¢? | resp.lim 62 == 2x——>
qlrg Oq nj~1g2(X)\/l____;c’£ 4 < P ql_l}}oo'q n J‘_lf ( )\/ﬁ

1 [ d
et lim A, = ;f 22(%) —lx—;
1 —x

La condition pour que lim £(1g() ™" || 2,~ g, [I* — 4(1)*Ag) =N, &)
est ici lim gn)*n~! = 0.

La condition additionnelle pour que
lim L(ng(n)™ "2 || g — 211> — q(0)"*Ay) = N(O, 0°)
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est définie comme suit ; soit A Popérateur différentiel défini par :

d d
= —[(x2 — 1)—u(x)], ue L*([— 1,1)), et les dérivées sont prises
dx dx

au sens des distributions.

La condition A’ge L*([— 1,1]) (resp. A’feL*([— 1, 1]) entraine
llg. — glI> = 0(g(n)~*) comme le montre I'équation différentielle qui
régit les polyndmes de Legendre (Cette condition est assurée lorsque

f®eL*([— 1,1])); lorsque Asge L*([— 1,1]) la statistique converge si,
de plus, lim n" gt = wets> 1.

Au(x)

Une extension au cadre multidimensionnel est aisément envisageable.

2.2. Cas melangeant.

Considérons la variable aléatoire gaussienne Z, centrée, a valeurs dans
E, = Vect [y, ..., ¥,] et de covariance

rff(l//i, ‘/’j) = Fq(Wi: ‘//1) — aa; + Tq(l//is Wj) + Tq('/’j’ Vi)

0

avec (Wi, Y;) = E E(Yqk Vi)Yo V)
De plus : k=0

E(Yq,l’ l/’i)(Yq,ka ‘/’j) = E[V1 p(Uy(U,) — EVy p(Uy)y¥«(U,)]
V(U (Uy) — EVy p(Uy (U ]

avec  t(x,y) = jjvl 3 [flx, 01, ¥, 02) — filx, v1) f1(y, v2) 1dvsdv,

q

Nous évaluons d’abord : E|| Z,||* = th(llli, ) + E|lZ 1%

i=1
L’évaluation précédente permet d’écrire :

Z (i, i) = z HLq(x, Mtx, y)udx)udy) -
k=2

i=

Nous remarquons d’autre part que les coefficients ¢¥; du développement
de la fonction t, dans la base (; ® ¥;);;>1 de LA(M?, du®?),

ciy = H tl(xs YW W (y)(dx)p(dy),
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q
J qu(x, Vtu(x, y)udx)u(dy) = Z ¢ .

Ainsi, sous I’hypothése : g~ /2 Zc{.‘i o2 0, nous obtenons :

i=1

Jlim g™ HLq(x, Vi, yu(dx)p(dy) = 0

vérifient :

De plus < ¢'?||tel,, Ihypothése (M;) permet

HLq(x, Vtdx, y)udx)u(dy)
1/2

d’appliquer le théoréme de convergence dominée car || & ||, < 2ci? i,
q

ainsi lim g~ /2 qu(lﬁi, ¥;)=0, les hypothéses (M;) et (M,) aboutissent
i=1
a des évaluations analogues.
Nous avons donc montré que le terme de centrage E || Z, ||* est asympto-
tiquement équivalent a celui correspondant au cas indépendant.

Posant @i, j) = J I YW {(ntx, y)dx)u(dy)

Ag= Z <Z ak(i,j)>2 = 0(1)

i,j=1 k=
entrainera comme précédemment les conditions du théoréme central
limite en utilisant, comme au paragraphe 1.2, l'inégalité de Schwarz

A, = Z ﬂﬂﬂ(dx)u(dy)u(du)u(dv)tk(x, Witi(u, v)Ly(x, w)L(y, v)
k=2

Ay = Z (fis 12020092

kl=2
ou tf est le développement de 1; dans la base (y; ® ;)i ;= de I'espace
produit LZ(M?2, du®?)

A, < <2 Il £ ||2) < <Z c§/2¢,§/_21> sous 'hypothése (M;).
k=2

Cette expression est aussi bornée sous les autres hypothéses.
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Faisons maintenant 'approximation gaussienne ; nous posons :

n
-1/2,,-1/4
n /q /ZY’”‘

Gyt) = P(llq~*Z,|* — ¢"?A, < 1),

2

G, )= P(

— ql/qu < t)

. N , -1 1
Soit, & présent v, = || g~ "/*Y, 1 lla+s, nous obtenons comme précédem-
ment grace a [9] :

2 3

v v v
_ < 4 q q
| Guglt) = Golt) | < en(1 b6 + 2p20-b)/3 T 3 1-b)3

+ P(lllg7Z, 1l - (e +4"2A,)'? | <¢)

Sous les hypothéses :

0
_1(1_
anqﬁﬁ/‘“"’ < © et $n=0(n 3G 1)) quand n — ©
n=1
1
pourun b,0 < b < e
TuEOREME 12. — Supposons (E || Yy, 1 ||* T2V E*2=0n"~"°)  quand

n — oo pour une suite q(n) telle que JLH; q(n) = oo, sous les hypothéses de

1
mélange (M;) (i = 1,2 0u3)etsibe :|1, ZI:, 6 € 10, 1] vérifient
N 3(1-y)
¢t <0 et ¢, =0n*"" ') quand n - oo,

n=1

alors lim L(nq(n)™ || &, — & lI> —q()'*Aym) = N(O, 6?) si || gu |l < o0,

q
et limo?=0% et Ayj=gq7! z fgz(x)wf(x)pz(x)dx (Pexpression de o}
j=1

est donnée dans I'énoncé du théoréme 11). Nous supposons de plus I’hypo-
q
thése qlgg q 12 2 ¢’ = 0 réalisée pour tout k.
i=1

Notons que le résultat analogue vaut encore dans le cas de I'estimation f
de la densité qui correspond a une suite V, = 1, déterministe. Sous I’hypo-
thése additionnelle de régularité de g : || g,—g ||I> =0(g(n)}/*>n~1), le résultat
lim L(ng(n)™ 2 || 2,—g > - q(n)'*Aym)=N(0, 6%) découle du précédent.
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La condition (E|| Y, [[*T?)Y@+9=pn1—»/% est réalisée lorsque
q(m)

1+6/2
INZ ||§o> =o(q(n)"'n") quand n — oo, si a =(1 —b)4+ 5)/9, sous

i=1
Phypotheése || g4+50°*%||,, < 00. Cela découle de Iinégalité :

1 1+5/2
E|l Yq,l 1**2 < 25‘1 i g4+aP3+a ”oo(Z IR'Z ||§o>
i=1

2.2.a) Séries trigonométriques.

Les résultats sont les mémes que dans le cas indépendant (2.1.a).
Lorsque ¢(n) = (2], + 1)4, les conditions du théoréme 12 sont vérifiées
si lim Jin=230=0 — (. Le terme de biais est contrdlé de la méme maniére

que dans le cas indépendant ; enfin l'inégalité de Schwarz montre que

I’hypothése g~ /2 z ck o2 Oest réalisée lorsque Z |i[*(ckP < oo pour
i=1 iezd

un ¢ > 0, condition réalisée sous I'hypothése Dt,eL*([— =, ]9, dx).

2.2.b) Polynémes de Legendre normalisés.
La condition qui assure la convergence de la statistique

ng(n)*? || s — &nlI> — a(n)'"*Agqsy
devient lim g(n)?7+9%,~(1-b(4+d = ( et
2 2
2 _ 2 1
axay &~ W= D55,
4

assure Ihypothése g~ 1/2 Z & =2 0 (cette condition est en fait beaucoup
plus forte). —
Pour que, ng(n)!/?|| g,—g ||> —q(n)"/*Aym converge il faut, de plus que
18(3 + 9)
(L —byd+o) =

t(x, y) e LX([— 1, 1)

AsgeLZ([—l,1]),'111n%n‘2q(n)85“=oo si 8s+1>

. ) . 13
convient toujours et s = 2 convient si b < g>

3. EXEMPLES

Des exemples importants de suites mélangeantes vérifiant les hypo-
théses (M;) peuvent étre énoncés. Tout d’abord, une suite m-dépendante
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et stationnaire dont le m-uplet (X,, ..., X,,) admet une densité réguliére

vérifie les hypothéses (M) ; c’est le cas d’une suite de type MA(q) trés uti-
lisée en statistiques.

De plus une chaine de Markov Doeblin récurrente, dont la transition
admet une densité n(x, u, y, v) vérifie :

clx, v) = f( lul® + v + 1) filx, u, y, v)dudv
Sl7llo + 1182 Ml + 1 flle } + Cll flleo

avec C=Sup { B(| V, |>/U;=v"; V,=0); (u, w')e M}, veR?} < oo (dans
le cas des estimateurs de projection M, est remplacé par M).

Un cas particulier intéressant est celui d'un processus autorégressif
non linéaire d’ordre p : X, = r(X, -1, ..., Xp-p) + &, avec || r ||, < 00, (&,)
est une suite indépendante; équidistribuée, centrée et possédant des
moments. Alors lorsque U, = (X,_1,..., X,-,) et V, = X,, la constante C

est majorée par || 7||% + E| &, |2. De plus la fonction r est ici la fonction
d’autorégression (cf. [4] [7]).
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