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Une mesure de la déviation quadratique
d’estimateurs non paramétriques (*)

P. DOUKHAN (**), J. LEON (***), F. PORTAL (**)

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 22, n° 1, 1986, p. 37- 66 Probabilités et Statistiques

RÉSUMÉ. - Soit Xn = (Un, V~) une suite équidistribuée de variables
aléatoires indépendantes ou 03C6-mélangeante à valeurs dans nous

désignons par 03B8, soit la densité, f, de la loi de Ui, soit la fonction

r(x) = E(V1/U 1 = x), soit la fonction rf et par n une estimation non para-
métrique de e construite sur l’échantillon ... , Xn. Nous montrons

dans ce travail la convergence des statistiques 8 bn vers

une loi normale N(0, 03C32), dans les cas où en désigne un estimateur à noyau
ou de projection. Notons que les constantes a2, an et bn ne dépendent pas
du mélange, seules les fenêtres d’estimation varient entre le cas indépen-
dant et le cas ~-m élangeant.

ABSTRACT. - Let X n = (Un, Vn) be a stationary Rd+e-valued sequence
of independent or ~-mixing random variables, and e being the density, f,
of the law of Ui 1 or the regression function r(x) = E(Vi/Ui 1 = x) or the
function rf, we consider non parametric estimates en of 03B8 based on the

sample {X1, ...,Xn}. We show here the convergence of the statistics

(*) Au moment de la frappe de ce texte nous apprenons la publication d’un article de
Peter Hall traitant du risque quadratique concernant la fonction de régression dans le cas
de variables indépendantes pour des estimateurs à noyau (Annals of Statistics 1984, t. 12,
n° 1, p. 241-260). Il donne dans cet article des valeurs optimales pour la fenêtre d’estimation
toutefois, utilisant des méthodes de martingales, son travail ne permet pas de traiter de
variables mélangeantes.

(**) E. R. A. 532, Bât. 425, Université de Paris-Sud, Centre d’Orsay, 91405 Orsay Cedex,
France.
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38 P. DOUKHAN, J. LEON AND F. PORTAL

to a normal N(0, al) law, where 8n is a kernel estimator or a projection
estimator. We remark that the constants 62, an and bn do not depend on
the mixing, only window estimates vary between the independent and
the 03C6-mixing case.

0 . INTRODUCTION

Soit (X~)~ ~ i, une suite équidistribuée de variables aléatoires

Xn = nous considérons ici le comportement de statis-

tiques yn de la forme : -

où les suites an et bn sont déterministes et à ajuster, la mesure ,~ est posi-
tive a-finie et absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, dx,
et à support dans M ci [R~ j e et 0~ ~~ désignent une fonction à préciser et un
estimateur non paramétrique.
Le but de ce travail est de déterminer, an, bn et a2 de sorte que :

Nous traitons ici le cas de variables aléatoires indépendantes et le cas de
variables aléatoires 03C6-mélangeantes ( [22 ]). Il est intéressant de noter que,
dans le second cas, les constantes ne dépendent pas du mélange, mais
que seules les fenêtres d’estimation changent.
Notant f, la densité de Ui et r(x) = E(Vi/Ui 1 = x) une version régulière

de l’espérance conditionnelle de Vi sachant Ui, nous considérons les cas :
8 = ~ f; 0 = rf et 8 = r, en désigne alors une estimation non paramétrique

de la fonction 8 considérée qui se présente sous les formes :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



39DÉVIATION D’ESTIMATEURS NON PARAMÉTRIQUES

Les fonctions K~ envisagées correspondent à des estimateurs à noyaux
et se présentent donc sous les deux formes :

l. Cas des noyaux : Soit K, une fonction continue et bornée telle que

= 1, nous posons Kn(x, y) = y)/hn), où hn > 0 vérifie

lim 0 ( [l6 ]).

2. Cas des projections : i > 1 ~, une base orthonormale de
l’espace de Hilbert L2(M, d,u), formée de fonctions continues, nous posons

Nous appelons fenêtre de l’estimation la suite hn (resp. q(n)).
Dans le cas 1., le problème est traité par Rosenblatt dans le cas d’esti-

mation de la densité d’une suite de variables indépendantes à l’aide d’une
approximation poissonnienne [18 ], d’autre part Csôrgo et Révész rassem-
blent dans ( [5 ], chapitre 6) les résultats concernant ces problèmes dans
le cas d = e = 1 en utilisant des approximations fortes du type de celle
de Komlos Major et Tusnady. Une approche de ce type peut être trouvée
dans [10 ], toutefois les fenêtres d’estimation y sont moins satisfaisantes
du fait qu’aucun principe d’invariance n’admet une vitesse qui semble
optimale dans le cas multidimensionnel et mélangeant ; c’est d’ailleurs la
raison pour laquelle nous étudions, dans [IO ], plus particulièrement le
risque uniforme inaccessible autrement que par des principes d’invariance.
Nous utiliserons ici des approximations gaussiennes dans L2(M, ( [14 ]
dans le cas indépendant, [8 et [9 dans le cas mélangeant) d’une manière
analogue à León [15 dans le cas d’une estimation de densités pour des
variables indépendantes, le traitement des processus gaussiens qui inter-
viennent utilise le développement de Karhunen-Loeve [5].

Enfin, notre problème étant étroitement lié à celui de l’évaluation de

de risques intégrés, de la forme E citons les travaux de

Collomb ( [3 ]) qui traite ce problème dans le cas indépendant, Collomb
et Doukhan ( [4 ]) le traitent pour p = 2 dans le cas mélangeant et Doukhan
et Portal ([11]) le considèrent lorsque p est un entier pair. Enfin
Doukhan ([7]) donne une étude par simulation du comportement du
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40 P. DOUKHAN, J. LEÔN AND F. PORTAL

. 

risque quadratique de ces estimateurs dans le cas particulier d’un pro-
cessus autorégressif non linéaire d’ordre 1.

Faisons une première réduction du problème. Posons

t/

Nous remarquerons que dans le cas 8 = f et 8 = rf, la convergence de rn

entraîne celle de 03B3n sous l’hypothèse additionnelle lim an 
*.

qui est réalisée sous des conditions de différentiabilité sur 03B8 et sous cer-

taines hypothèses précisées plus loin sur Kn. Le cas de rn est considéré

d’une fa on différente i écrivant r - r = û + R avec û = 1 "" 
^ 

r et

R - 
(n - f) f2 ^ 

r n n 
n 

r 

n n 

f 
i .fn )

nous verrons que l’hypothèse

qui est réalisée sous des conditions de dimension et de différentiabilité

entraîne que la convergence de 0393’n = an 2nd  - bn implique celle de
Yn = an bn vers une normale N(o, 03A32).

Nous notons de plus ~03C8 Il |2d ) , pour 03C8 dans d )

et ( . , . ) désigne le produit scalaire associé de plus [ . ) désigne la norme
euclidienne de (k = d ou e) et si F est 1 fois différentiable nous posons

Il Sup I ... , 

.. , 0 . Enfin nous fai-

sons dans tout ce travail les hypothèses suivantes sur ,u et sur la loi de la
suite (Xn)n  1 - 1

i ) ,u est absolument continue et s’écrit ,u(dx) = p(x)dx avec Il p ~ j ~  o0

et p > 0 ; M désigne le support de la loi p.
ü ) Les couples X 1 = (U 1, Vl ) et (Xi, Xk) admettent pour tout k > 1,

une densité par rapport à la mesure de Lebesgue de d+e (resp. 
notée fl (resp. fk).

Ainsi : g(x) = r(x) f(x) = yfi(x, y)dy et, si nous posons

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



41DÉVIATION D’ESTIMATEURS NON PARAMÉTRIQUES

Remarque. Dans le cas indépendant l’existence d’une densité pour le
couple (Xi, Xk) résulte de l’existence de la densité f1 de Xi. Dans le cas
non indépendant, nous faisons l’hypothèse que la suite Xn est 
geante (resp. 03A8-mélangeante), c’est-à-dire que li m qbn = 0 (resp. li m 03A8n=0)
où, si Ml désigne la tribu engendrée par Xi, ..., 

1. ESTIMATEURS A NOYAUX

Nous faisons ici deux types d’hypothèses notées (H) et (H’), utilisées
dans la suite, respectivement pour les estimateurs fn et gn et Cette der-

nière estimation est en effet spécifique du fait qu’elle fait intervenir le

rapport de deux estimateurs. Dans la suite Ml désigne un voisinage strict
de M :

HYPOTHÈSES (H).
i ) K est une fonction continue et à support compact et paire par rapport

à chaque coordonnée vérifiant, si m est un entier fixé et k est défini par

d 2kd 2 1 k=2 lorsque d3 et m -Max k m :
2 2 
 k 

2 + ( (k 
= 2 lorsque d  3) et /ni = Max ( k, m ) :

= 0 pour tout monôme homogène de degré strictement infé-

rieur à ml et, de plus = 1.

ü) f, dx), Dl f Dlg E L2(M1, si 1 = 0 ou m et Dt, f,
1 = 0 ou k.

iii) E ( ’Vl ~h  oo avec h = 3 dans le cas indépendant et h = 4 + ~ dans
le cas mélangeant, pour un 0  ~  1.

HYPOTHÈSES (H’) d  3.

i ) K est une fonction continue positive, à support compact et paire par

rapport à chaque coordonnée et, de plus K(z)dz = 1.
ii )  oo et les fonctions 03C1 f2, r, Dlg et Dlg2 sont bornées sur M i

si 1 = 0 ou 2.

iii) ~03B1 > 0, Ec03B1|V1|  oo.

Vol. 22, n° 1-1986.



42 P. DOUKHAN, J. LEÔN AND F. PORTAL

Remarques.
. De tels noyaux K existent comme le montrent Bretagnolle et Huber ( [1 ]),

on peut en trouver des expressions explicites dans Gässer et Müller ( [12 ]),
une construction explicite peut être donnée sous la forme P(t2) exp ( - t2/2).

. Les conditions (H’ - ii ) peuvent être simplifiées en supposant Mi
compact et les fonctions qui interviennent bornées sur Mi, dans les hypo-
thèses (H’) ; il faut aussi supposer f minorée sur M. Ces hypothèses sont
celles habituellement utilisées dans ce cas.

1.1. Étude du cas indépendant.

n

Nous approximons n-1/2 Yb,k par une variable aléatoire gaussienne zb,
k= 1

sur L2(M, centrée de la covariance rb(x, y) = Cette

approximation basée sur le résultat de ( [14 ]) sera faite de manière plus
précise lorsque nous aurons mis en évidence le comportement asympto-
tique qui fera apparaître de façon naturelle les suites an et bn
ainsi que la variance asymptotique a2 de rn. Nous aurons besoin dans
toute la suite de considérer avec Dehling ( [6 ]) la norme de la trace d’un
opérateur autoadjoint et compact de L2(M, A définie par :

ce

= Sup~ ~ !(A~,~)!;(~)~i base orthonormale de L~(M, ~) ~.
i= i .

+00

[ si désignent les valeurs propres de A,
i= 1

nous aurons de plus besoin du résultat classique suivant (Lemme XI. 31,
p. 65 [17]).

LEMME 1. - Soit A un opérateur compact et autoadjoint de L2(M, 

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



43DÉVIATION D’ESTIMATEURS NON PARAMÉTRIQUES

associé à un noyau intégral G(x, y) symétrique et continu, alors si A est positif :

Évaluons à présent = nous écrivons :

et

La continuité des translations dans L2(M x (I~d, (8) dx) montre donc
que pour poursuivre le développement de 
nous faisons sous les hypothèses de différentiabilité (H) un développement
limité à l’aide de la formule de Taylor avec reste intégral conduisant au :

LEMME 2. - Supposons la fonction g2 différentiable à l’ordre k, et

Dkg 2 E L~(M, alors :

En particulier, sous les hypothèses (H),

Posons tb = b - 3d/2( Il - E ~ ~ le lemme 2 permet d’évaluer le terme
de biais b - sous les hypothèses (H) si d  3 et si Dkg2 E 

. d
pour un k > - 2 sinon. Nous étudions à présent le comportement de tb

lorsque b tend vers 0. Suivant la méthode indiquée par Csôrgo et Révész ( [5 ],
chapitre 6), nous diagonalisons la covariance hb de zb dans une base ortho-
normale de L2(M, si ~,~,b désigne la valeur propre associée au vecteur

Vol. 22, n° 1-1986.



44 P. DOUKHAN, J. LEON AND F. PORTAL

propre ei,b, le développement de Karhunen-Loeve de zb s’écrit, si { yi, i 1}
désigne une suite de variables N(0,1) indépendantes :

Alors, lim L(tb) = N(0 , 03C32) lorsque:
b-o

00

Le lemme 1 permet d’évaluer 03BB2i,b qui est la trace du carré de l’opéra-
teur de covariance 03BB2i,b = I-’b(x, y),u(dx),u(dy).
Posons Rb(x, y) = E| V1 |2K(x-U1 b)K(y-U1 b) et sb(x) = g(x-bz)K(z)dz,

nous avons rb(x, et sb (x),u(dx) = o( 1 ) quand
b -~ 0. 

~~ Ainsi, montrer que 03C32b = R2b(x,y) (dx) (dy)b- 3d 
converge quand b ~ 0,

entraînera la condition a.

La continuité de la translation dans L2((~k, dt) entraîne que :

Pour prouver le point b, nous remarquons que :

Le théorème de Banach-Steinhaus montre qu’il suffit de montrer que :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



45DÉVIATION D’ESTIMATEURS NON PARAMÉTRIQUES

De plus, un raisonnement analogue au précédent montre que l’on peut
remplacer rb par Rb :

L’inégalité de Schwarz dans L2(f~2d, ~ dudv) entraîne

Par conséquent les conditions a et b sont réalisées.
Ces résultats étant établis, l’approximation gaussienne de gn - Egn

devient claire ; nous considérons A~ défini à l’aide du lemme 2 par

Nous posons :

Le résultat de [14 montre que si E ~ ~ b - 3d~4Yb,1 ( ~ 3 et G > 0 :

Or le lemme 2 montre, sachant que !!  oo, que vb == 0(b - a~4)_ Ainsi

Ce calcul est analogue à celui de Léon ( [15 ]), lorsque Vn = 1 p. s. il fournit
un résultat concernant l’estimation d’une densité :

THÉORÈME 3. - Sous les hypothèses (H), lorsque la suite X n = (Un, Vn)

Vol. 22, n° 1-1986.



46 P. DOUKHAN, J. LEÔN AND F. PORTAL

est indépendante et équidistribuée nous lim = N(0, 03C320) et

lim = N(0, o-f), si + uù
’ ’ ’ ’

~)lf

Démonstration. 2014 Comme on l’a déjà vu il suffit de montrer le résultat
,. /*

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



47DÉVIATION D’ESTIMATEURS NON PARAMÉTRIQUES

Or

Par conséquent li m == 0 entraîne nh~~2a ~ ~ 0 en probabilité.
Remarque. - Si d > 3, la forme du résultat est peu manipulable car elle

implique la connaissance d’une fonctionnelle de ou de Dlg2 pour
d

tout tel que : 2  l  -. 
2 1

Les statistiques y° et yn convergent si hn = n-°‘, lorsque  oc  ;
5d 

d+4m 3d

ainsi m > 4 est la condition qui assure l’existence d’une fenêtre de conver-

gence. Pour d = 1 (resp. d = 2, 3, 4 ou 5) l’ordre minimal de différentia-
bilité est donc 2 (resp. 3, 4, 6, 7). Toutefois les fenêtres ne sont pas opti-
males vis-à-vis du risque quadratique intégré (cela se traduirait par

(x d+ 2m 
or 

d + 2m 
 

d + 4m ’ 
ce qui est le cas pour tous les résultats

de ce type (cf. Csörgo et Revesz [5 ]).
Traitons à présent le cas de l’estimateur rn de r. Pour commencer étu-

dions le comportement de 0393’n=nhd/2n 2n - h-d/2n0394n où et

An est une suite à déterminer. La méthode déjà employée est utilisée à
nouveau, nous ferons toutefois dès à présent l’hypothèse que K ~ 0 ce
qui entraîne d  3 étant données les hypothèses (H), les conditions de diffé-
rentiabilité seront alors toutes d’ordre 2, en effet si K n’était pas positif
il serait exclu d’évaluer des moments de ~n.

~~, n" i-1N~6.



48 P. DOUKHAN, J. LEÔN AND F. PORTAL

Le comportement du gaussien sera normal si :

Soit Rb(x, Y) - (x)11b,1 ( Y), rb(x, Y) - Eb, 1 (x)E11 b,1 ( Y), le fait que

rb2d,u° Zb - 3d a ô 0 entraîne que l’on doit montrer que 2Eb --~ E2 où

x
Posons h x - 03C1(x) f2(x) , nous obtenons:

La continuité de la translation dans L2 montre ainsi :

De même que précédemment d’autre part :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



49DÉVIATION D’ESTIMATEURS NON PARAMÉTRIQUES

THÉORÈME 5. - Sous les hypothèses (H’), nous avons :

Remarque. - Dans le cas particulier où Vl - r(U 1) + Wl avec WI
indépendante de Ui, les constantes A et E2 prennent la forme :

Démonstration. Le terme de centrage c~ _ ~ ~ contenu dans le

gaussien .

peut en outre être évalué à l’aide de la formule de Taylor :

Les calculs précédents permettent d’obtenir la convergence de

Cette dernière évaluation permet de conclure au théorème 5.
Pour obtenir à la convergence de la fonctionnelle

il reste à montrer que lim nE J) = 0, ce qui sera le cas si
n-ce

Vol. 22, n° 1-1986.



50 P. DOUKHAN, J. LEÔN AND F. PORTAL

Afin d’éviter de recommencer plus loin le même calcul considérons dès
à présent des variables dépendantes.
Pour évaluer i ), nous utilisons l’inégalité de Schwarz :

Le second terme utilise l’inégalité de Hôlder :

THÉORÈME 6. - lim (y) = N(0, L2) sous les hypothèses (H’) lorsque

Remarque. 2014d = 1 ou d == 2.

1.2. Cas mélangeant.

Nous considérons de manière naturelle, dans ce paragraphe, le processus
gaussien Z~ sur L~(M, de covariance y) == y) + 3~) + ~)

00

avec = 03A3 EYb,1(x)Yb,k(y), associé au cas mélangeant.
&#x26;=2

Nous évaluons les mêmes expressions que dans le cas indépendant:

Pour évaluer le second terme nous aurons besoin de l’une des hypothèses
de mélange suivantes : ~

f suit est une suite 03C8-mélangeante, telle que  03C8k  oo

i(cf.[22]). ~ 1
Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



51DÉVIATION D’ESTIMATEURS NON PARAMÉTRIQUES

Nous en déduisons l’inégalité fk - f © 2 ~ 

Le calcul peut donc être poursuivi,

Sous l’hypothèse de 03C6-mélange sk  bd l 
par l’inégalité de mélange. Les hypothèses (M~) et (M~) conduisent à une
autre évaluation

ainsi,

Vol. 22, n° 1-1986.



52 P. DOUKHAN, J. LEON AND F. PORTAL

LEMME 7. - Supposons les hypothèses (H) et (Mi) (pour i = 1, 2 ou 3)
réalisées :

quand b -~ 0 en particulier, lorsque d  3,

Posons Tb = ~7 ‘ 3d/2( ~ I Zb j ! 2 _ nous aurons montré que
lim (Tb) = N(0, a2) où a2 a été défini dans le théorème 3 quand nousb-0

aurons vérifié :

- ..

Nous remarquons qu’il suffit de montrer, en utilisant l’inégalité de
Schwarz, que :

Sous (Mi), ! [ Y) [ ~ sous (M2), 1 Y) [  (~+ 
et, sous l’hypothèse (M 3), y) ( ~ 2cx + Il si (x, y) E M i et

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



53DÉVIATION D’ESTIMATEURS NON PARAMÉTRIQUES

sous l’hypothèse (Ms) (de même 03B2b = O(b2d(2 - s)) sous (M2) et 
sous (Mi)).
La condition (b) résulte alors de l’inégalité :

donc le comportement de Tb est le même que celui associé au cas indépen-
dant tb.
Nous pouvons à présent effectuer l’approximation gaussienne, posons :

Le résultat de [9 ] montre si = E Il I I4 + a et E > 0 :

sous les hypothèses de mélange :

De plus 03BDb  Cb-d/4 d’après le lemme 7, sachant que E )  oo .

Ainsi lim ! G~,~n(t ) - = 0 lorsque --- oc .

THÉORÈME 8. - Sous les hypothèses (H), en utilisant les notations du théo-
réme 3: lim li m J~(r~)=N(0, ~) lorsque lim o0

Vol. 22, n° 1-1986.



54 P. DOUKHAN, J. LEÔN AND F. PORTAL

et sous les hypothèses de mélange (Mi ) (i =1, 2 ou 3), lorsque de plus :

quand n -~ oo .

Lorsque, de plus

Remarque. L’hypothèse de différentiabilité assurant l’existence d’une

fenêtre de convergence est m > d7+2b 4(1-b), c’est-à-dire m >7d 4 sous des
hypothèses de mélange complémentaires (c’est-à-dire que d = 1, 2, 3, 4 ou 5
donne lieu à m > 2, 4, 6, 8 ou 9).
Pour terminer la démonstration du théorème, il reste à remarquer que

l’évaluation de Cov2 faite dans le cas indépendant s’étend
dans le cas mélangeant en utilisant l’inégalité de mélange, sous l’hypothèse

Traitons à présent le cas de la régression pour d  3 ; il apparaît naturel
de manière analogue à ce qui précède de considérer le noyau non positif 03B8b
défini par :

où

et Agjk est la fonction définie en fin de paragraphe 1.1.
Nous montrons, de la même manière que dans le cas de gn, que

où

si Yb est le gaussien centré sur L~(M, de covariance I~’b~, I-’b+ 8b ;
Yb est le gaussien associé à dans le cas mélangeant.
L’hypothèse de mélange requise est encore ici (Mi), (M 2) ou (M3).

Remarques. - L’hypothèse (M3) peut être allégée en supprimant  oo,

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



55DÉVIATION D’ESTIMATEURS NON PARAMÉTRIQUES

en effet dans le cas de la régression la mesure de base J1(dx) est remplacée

par (dx) f2(x) qui est de masse finie sous les hypothèses (H’).
L’hypothèse (M 2) peut être remplacée par l’existence de deux fonc-

tions hl et h2 telles que ( ~ u p + +  oo si x = (u, v),

v2)~ U2) E M2~ v2’

Nous obtenons ainsi le :

THÉORÈME 9. - Sous les hypothèses (H’) et (Mi) (i = 1, 2 ou 3), nous
avons : lim L2) lorsque lim oo sous les hypothèses

de mélange 0  b  1 et 03C6n=0(n-3/4(1/b-1) et ~03B4 E 0 1 v n2  ~,

les notations sont celles du théorème 5. De plus si lim nhn (log n)2 - 0 ;
lim N(O, L2).

Remarques. Dans ce cadre seule la condition d = 1 assure l’existence

d’une fenêtre de convergence pour l’estimateur rn de r.
Par contre, ce qui concerne la statistique r~, peut être étendu à une

dimension quelconque étant dans ce cas remplacé comme c’était
le cas dans le lemme 2 par un développement limité obtenu à l’aide de
la formule de Taylor à l’ordre k (d/2  k  d/2 + 1) de l’expression

faut pour cela adjoindre des hypothèses additionnelles
concernant les dérivées d’ordre 4 de f, r et g2.

2. ESTIMATEURS DE PROJECTION

Nous énonçons d’abord les hypothèses utilisées dans la suite. Dans le
cas indépendant nous supposerons :

1
Dans le cas 4-mélangeant nous Supposons, de plus l’existence de °  b  

iet 0  à  1 tels que:
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avec

Nous supposons de plus réalisée l’une des hypothèses du mélange sui-
vantes :

(Mi) La suite ~-mélangeante et  oo.

(M2) La suite est (~-mélangeante et vérifie :

00

(M3) La suite est 03C6-mélangeante et vérifie : 03C61/2kC1/2k  o0 où

Fixons maintenant les notations.

Les fonctions f et g étant des éléments de L2(M, elles s’écrivent :

Des estimations sans biais des coefficients a~ et Cj sont données par
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2.1. Étude du cas indépendant.

Soit r~ l’opérateur de covariance de Yq,1, il vérifie :

Pour éliminer le terme procédons comme Léon [15], nous consi-
dérons le gaussien z~ centré, à valeurs dans E~ = Vect ..., et de
covariance I-’~ et le gaussien z~ centré à valeurs dans Eq et de covariance rq :

q

La variable z~ s’écrit zq = où les sont gaussiennes réelles ;
j=i

soit ~o une variable gaussienne de variance 1 indépendante ..., çq,
q

une réalisation de z~ s’écrit : z~ = z~ + ~o Procédant comme [15 ],
j=i

nous montrons  oo entraîne E ~ ~ ~ zq ~ ~ 2 - ~ ~ [ 2 ~ = 0(1)
quand q - 00. 

~

Nous notons à présent E II zq ~ ~ 2 = ~ = qq.
j=i

Cette expression ne peut être évaluée de façon générale comme c’est
le cas pour les noyaux.
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q q 

De même nous posons : a§ = 2 q I ¿ nous

a v ons . ~ À Î~ ~~ 
PROPOSITION 10. - Supposons lim a§ = a~, alors si

q-aJ

nous obtenons: .’ lim ~(~) = N(0, ~).

Démonstration. - Considérons une base orthonormale de Eq qui diagona-
q

lise la covariance r~, nous écrivons, où yi, ..., 7~ sont des

j= 1 q

réalisations indépendantes de loi N(0,1). Ainsi ~~(~ " 1),
i= i

de manière analogue au développement de Karhunen-Loeve ; toutefois
ici nous obtenons un tableau triangulaire fini, ainsi appliquer le théo-
rème de Lindeberg se traduit par :

La condition a) est l’hypothèse de la proposition 10, la condition b)
s’écrit : lim ~ = 0." ~ ’

Remarque. - Posant tq = les calculs précédents
montrent que lim = N(o, ~2).
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THÉORÉME 11. - Supposons - o(n1/2) quand n ~ oo et

lim q(n) = o~, alors :

si

ou

et

Démonstration. La méthode est celle de Léon [I S ], en ce qui concerne
l’approximation gaussienne, dans le cas de l’estimateur fn.
Notons qu’un résultat analogue peut être écrit pour fn. La seule diffé-

rence qui existe entre les deux calculs est ici l’utilisation du théorème de
Lindeberg sans employer d’évaluation de la trace de r~ pour un m > 2.
Sous l’hypothèse ° additionnelle )) ( gn - g ~ ~ 2 = 0(q(n) 1 ~2 n -1 ) qui s’exprime
comme une condition de régularité de g, nous obtenons

L’expression )) gn - g ~ ~ 2 s’est en effet que le reste du développement en
série de g sur la base { 1 } de L2(M, dp). 

q(n)

La condition E II Yq{n),1 ~ ~3 = est satisfaite lorsque 
. i= 1

q(n)
/V-~ B1/2

quand n ~ ~. En effet ~2  23 I 
1 /2 

[11]).
t-i

Nous allons à présent étudier des applications de ces résultats :

2 . I . a) Séries trigonométriques : f, g2 E L2{ [ - x, x ]d, dx).
Nous considérons non plus l’espace euclidien L2 mais l’espace hermi-

tien qui lui est associé, nous notons

ici, de plus, nous avons q(n)=(2Jn+1)d et i j ; - Jn  j  Jn} = {(j1, ... , ja ) ;
- Jn, ex = 1, ..., d ~ et les fonctions sont définies par

~ ~ (x) = exp ( j . x)(2~c) - d~~. Ainsi A~ et 6q peuvent être calculés :
Vol. 22, n° 1-1986.
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Dans le cas de l’estimateur de densité fn :

(= (2~) - d lorsque f est à support dans [ - et 62 = 

Dans le cas de l’estimation ~q = ~ _ (2r~) - d 

(= E ! V1 I 2(2?t) - d si f est à support dans [ - 7r, 03C0]d) et 03C32=2(203C0)-d~ g2~2.
Ainsi, les hypothèses du théorème 11 sont vérifiées si 

ou encore lim J3dnn-1 =0. Si a  1 ; nous notons l’analogie
avec le cas des noyaux. 

3d ~ .

Le terme de biaisa gn - g ~ ~ 2 = existe l= h + ... + ld,

al ix ajg2 adx E L 2 ( [-03C0,03C0]d, dx), et l’vérifie lim 
21 
= 0 , par exemple

lorsque 2  oc  1 est là une condition assurant la conver-q n 

’ d+4l 3d

gence vers une loi N(o, 62) de la statistique

L’ordre de dérivabilité vérifie nécessairement l > ~d , condition identique
4

à celle imposée dans le cas des estimateurs à noyaux. Un résultat parallèle
suit aussi pour le cas de l’estimateur fn.

2 .1. b) Polynômes de Legendre normalisés (cf. [19 ]).
Par soucis de simplicité, nous nous restreignons au cas d =1, M = [2014 1,1] ]

et = dx. Dans ce cas, si g2 (resp. f ) est continue nous voyons avec [15]
que

et

La condition pour que lim L(nq(n)-1/2~n-g ~2-q(n)1/20394q(n))= N(0, 02)
est ici lim q(n)4n -1 = 0. 

"

La condition additionnelle pour que
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est définie comme suit ; soit A l’opérateur différentiel défini par :

au sens des distributions.
La condition (resp. ~s f E L2( [ - l, 1 ])) entraîne

I ~ gn - g ~ I 2 = ~(q(n) ~S) comme le montre l’équation différentielle qui
régit les polynômes de Legendre (Cette condition est assurée lorsque

E L2( [ - 1,1 ])) ; lorsque 0394sg E L2( [ - 1,1 ]) la statistique converge si,
de plus, lim = ~ et s > 1.

Une extension au cadre multidimensionnel est aisément envisageable.

2.2. Cas mélangeant.

Considérons la variable aléatoire gaussienne Zq centrée, à valeurs dans
Eq = Vect ..., ] et de covariance

avec

De plus :

Nous évaluons Sabord : E !! [ Zq [ [ 2 =  03C4q(03C8i, 03C8i) + E [ [ 2 .
i= 1

L’évaluation précédente permet d’écrire :

Nous remarquons d’autre part que les coefficients ct du développement
de la fonction tk dans la base i de L2(M2, d,u® 2 ),
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vérifient :

~

Ainsi, sous l’hypothèse: ~"~ ~ c~ ~ 0, nous obtenons :
f-i 1

i

d’appliquer le théorème de convergence dominée car Il tkI 2  2c1/2k03C61/2k-1,
q

ainsi les hypothèses (M 1) et (M2) aboutissent
i= 1

à des évaluations analogues.
Nous avons donc montré que le terme de centrage Zq~2 est asympto-

tiquement équivalent à celui correspondant au cas indépendant.

entraînera comme précédemment les conditions du théorème central

limite en utilisant, comme au paragraphe 1.2, l’inégalité de Schwarz

où tÎ est le développement de t 1 dans la base ( ~l (x) 1 de l’espace
produit L2(M2, 

.. - rt -

Cette expression est aussi bornée sous les autres hypothèses.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



63DÉVIATION D’ESTIMATEURS NON PARAMÉTRIQUES

Faisons maintenant l’approximation gaussienne ; nous posons :

Soit, à présent 03BDq = ~q- 1/4Yq,1~4+03B4, nous obtenons comme précédem-
ment grâce à [9 ] :

Sous les hypothèses :

1
pour un b, 0  b  4 . 

°

THÉORÈME 12. - Supposons (E ~I Yq(n),1 ~4+03B4)1/(4+03B4)=0(n(1-b)/9) quand
n ~ oo pour une suite q(n) telle que q(n) = oo, sous les hypothèses de

mélange (Mi) i = 1 2 ou 3 t si b E 1, 1[,03B4 E 0 1 vérifientg ( t)( ~ )e ~4 ~ ~ ~ ~ .

Notons que le résultat analogue vaut encore dans le cas de l’estimation n
de la densité qui correspond à une suite 1, déterministe. Sous l’hypo-
thèse additionnelle de régularité de g : Il gn-g ~2=o(q(n)1/2n-1), le résultat
lim L(nq(n)-1/2 Il g 1 I Z - q(n) i l2 dq(n)) - 03C32) découle du précédent.
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i= 1

2 . 2 . a) Séries trigonométriques.
Les résultats sont les mêmes que dans le cas indépendant (2 .1. a).

Lorsque q(n) = (2Jn + 1)d, les conditions du théorème 12 sont vérifiées
si lim Jdnn-2/3(1-b) = 0. Le terme de biais est contrôlé de la même manière

que dans le cas indépendant ; enfin l’inégalité de Schwarz montre que
q

l’hypothèse ~"~ ~ c~ 2014~ 0 est réalisée lorsque [  oo pour

un ~ > 0, condition réalisée sous l’hypothèse Dtk E L 2( [ - ~, ~ ]d, dx).

2 . 2 . b) Polynômes de Legendre normalisés.
La condition qui assure la convergence de la statistique

devient lim ~(n)~-~~’"~’~ = 0 et
n-~ ce

q

assure l’hypothèse q -1~2 ck - 0 (cette condition est en fait beaucoup
plus forte). Î~ n 

Pour que, Il [ gn - g I [ 2 - converge il faut, de plus que

0394sg E L2([-1, 1 ]), lim n-2q(n)8s+1 = oo si 8s + 1 > - ( 1 b)(4 + b ) (s = 3

convient toujours et s = 2 convient si b  85

3. EXEMPLES

Des exemples importants de suites mélangeantes vérifiant les hypo-
thèses (Mi) peuvent être énoncés. Tout d’abord, une suite m-dépendante
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et stationnaire dont le m-uplet (Xl, ... , X,~) admet une densité régulière
vérifie les hypothèses (Mi) ; c’est le cas d’une suite de type MA(q) très uti-
lisée en statistiques.
De plus une chaîne de Markov Doeblin récurrente, dont la transition

admet une densité n(x, u, y, v) vérifie :

avec V1=V);  ce (dans
le cas des estimateurs de projection Mi est remplacé par M).
Un cas particulier intéressant est celui d’un processus autorégressif

non linéaire d’ordre p : Xn = r(Xn-1, ..., + En avec Il r ~ ~ ~  oo, (En)
est une suite indépendante ; équidistr-ibuée, centrée et possédant des

moments. Alors lorsque Un = ... , et Vn = Xn, la constante C
est majorée plus la fonction r est ici la fonction
d’autorégression (cf. [4] ] [7]). ,
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