
ANNALES DE L’I. H. P., SECTION B

R. LÉANDRE
Régularité de processus de sauts dégénérés
Annales de l’I. H. P., section B, tome 21, no 2 (1985), p. 125-146
<http://www.numdam.org/item?id=AIHPB_1985__21_2_125_0>

© Gauthier-Villars, 1985, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’I. H. P., section B »
(http://www.elsevier.com/locate/anihpb) implique l’accord avec les condi-
tions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIHPB_1985__21_2_125_0
http://www.elsevier.com/locate/anihpb
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Régularité de processus de sauts dégénérés

R. LÉANDRE

Faculté des Sciences,
Route de Gray, 25000 Besançon

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 21,n°2, 1985, p. 125-146. Probabilités et Statistiques

RÉSUMÉ. - Nous proposons des conditions d’existence et de régularité
pour les densités du semi-groupe d’un processus de Markov dans [Rd,
« de saut pur » (i. e., son générateur est de type intégral, plus éventuellement
un opérateur différentiel du premier ordre). Nous supposons de plus la
mesure de Lévy « dégénérée », au sens où elle est portée par un nombre
fini d’arcs paramétrés. Nos conditions portent bien sûr sur la régularité
du générateur, mais aussi sur la concentration à l’origine de la mesure
de Lévy et sur la géométrie des arcs supports de cette mesure.

ABSTRACT. - We propose some conditions for existence and regularity
of the densities of the semi-group of an Rd-valued Markov process which
is of « pure jump » type (i. e., its generator is an integral operator, plus
possibly a first order differential operator). We suppose further that the
Lévy measure is supported by a finite number of parametrized curves
in Our conditions of course concern the regularity of the generator,
also the concentration of the Lévy measure around the origin, and also
the geometry of the curves supporting the Lévy measure.
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126 R. LÉANDRE

0 . INTRODUCTION

Dans [1 Q ] et [11 ], Malliavin retrouve le théorème de Hôrmander

concernant l’hypoellipticité de l’opérateur :

où Xo, Xi, ..., Xm sont des champs de vecteurs sur [?".
Ses techniques sont reprises par Stroock [13 ] [14 ], Kusuoka-Stroock [8]

et enfin, par Ikeda-Watanabe [6 ].
Bismut, dans [4 ], utilise une transformation de Girsanov et l’existence

d’un flot stochastique pour retrouver le résultat de Hôrmander.
Dans [7] et [2 ], il généralise sa méthode au cas de processus de sauts,

dans le cas où la mesure de Lévy a pour support une réunion d’espaces
vectoriels engendrant l’espace (hypothèse d’ellipticité).
Nous nous proposons d’examiner la régularité de la loi de processus

de sauts dans le cas où leur mesure de Lévy est dégénérée, la situation
extrême étant celle où leur support est constitué d’arcs paramétrés. Nous
étudions donc l’opérateur démit par :

où Xo est un champ de vecteurs sur et les arcs paramétrés.
Dans la partie II, nous mettons en évidence l’influence de la structure

géométrique des arcs sur la régularité du processus.
Ensuite, nous étudions la possibilité d’interactions entre un champ de

vecteurs et des mesures de Lévy. Mais, pour obtenir des résultats concer-
nant la régularité des densités du semi-groupe, nous avons dû imposer
des conditions très fortes sur les concentrations des mesures de Lévy
en l’origine et donner des conditions globales d’interactions entre les arcs
et le champ.

Les techniques sont celles développées dans [l ] : nous tenons à remercier
Monsieur J.-M. Bismut pour le soutien constant qu’il a bien voulu accorder
à notre travail.
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127RÉGULARITÉ DE PROCESSUS DE SAUTS DÉGÉNÉRÉS

1 GÉNÉRALITÉS

Dans cette partie, nous construisons d’abord le semi-groupe sur lequel
nous travaillerons, et donnerons, d’après [1 ], l’expression de la forme
quadratique qui permet d’étudier la régularité du semi-groupe.

Soient z --~ gj(z) m fonctions de classe CI, définies sur I~*, à valeurs
dans ~ +, telles que :

pour tout B > 0. 
’ ’

Sur l’espace D [f~ +, [H~] des fonctions de I~ + dans [Rm, continues à droite
et limitées à gauche, muni de la filtration engendrée par le processus cano-
nique (zi, ..., zm), on construit l’unique probabilité P qui fasse des z~
des processus à accroissements indépendants stationnaires (P. A. I. S.),
indépendants entre eux, et de fonction caractéristique :

On augmente suivant [5] ] la filtration engendrée par les processus 
Ensuite, on considère m arcs paramétrés, z ~ 03B3j(z), de classe C~, de

source [R, à valeurs dans dont toutes les dérivées sont bornées, avec
0.

Soient alors les m P. A. I. S. Yi, ..., y m, indépendants entre eux, définis par :

oû désigne l’opérateur de somme compensée [7] ] et où la deuxième

somme se réduit à une série ordinaire.

La mesure de Lévy de Yj est alors d’après ~7] et [9 ] définie par :

Vol. 21, n° 2-1985.



128 R. LÉANDRE

et l’on peut calculer sa fonction caractéristique 

Le semi-groupe Pt dont le générateur agit sur par (0.2) se réalise,
suivant [7] et [12 ~ par l’intermédiaire de l’équation différentielle stochas-
tique (1. 7) : , , _

De plus, d’après [1 ], (1.7) possède un flot stochastique : il existe un

ensemble de probabilité 1, tel que sur cet ensemble, x ~ Xf soit un difféo-

morphisme de noté De plus, si on pose :

~* et ~* - ~ vérifient l’équation (1.9) :

Enfin, si co est l’élément générique de D [f~ +, on peut définir sa trans-
latée 03C9t par :

On a alors :

Soient alors m applications de classe el, z -~ v/z), de I~ dans (F~ + telles
que : 

_ _ , _, , --2 
’

Soit alors t ~ K~ , le processus croissant optionnel de formes quadratiques
positives définies par :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



129RÉGULARITÉ DE PROCESSUS DE SAUTS DÉGÉNÉRÉS

Rappelons alors le résultat principal de [l j, p. 224 qui, dans une situation
voisine, va nous permettre de déterminer la régularité de Pt.

THÉORÈME I. l. - a) Si pour tout x, I~~ est inversible, le semi-groupe
possède une densité.

b) Soit p > 2. S’il existe T > 0, tel que :

alors pour tout k > 1, il existe t,~ > 0 tel que Pi possède une densité de classe Ck
pour t > tk.

c) Si pour tout T > 0, on a pour tout p > 2 :

alors pour tout t, Pi possède une densité C~°.

Pour inverser KT, les martingales exponentielles de [7] ] [9 ] et [12 ] vont
nous permettre d’obtenir les critères suivants :

PROPOSITION 1 . 2. - Si pour tout temps d’arrêt T, presque sûrement
non nul pour tout x, pour tout vecteur B non nul on a :

sur un ensemble de probabilité 1, alors KT est presque sûrement inversible.
La preuve de cette proposition, après utilisation de la loi du o 1 de Blu-

menthal, comme dans le cas brownien [4 ], est analogue à celle du théo-
rème 4. 7 de [1 ].

DÉFINITION 1 . 3. - Soit /3 > 0, x un vecteur de f un autre vecteur
de Définissons le processus t ~ Ut(x, f, ~3) par :

Vol. 21, n° 2-1985.



130 R. LÉANDRE

On a alors, si r(p) désigne la fonction Gamma d’Euler :

PROPOSITION 1.4.

Preuve. Soit :

KT(f) est inférieure à KT( f ) et donc :

Rappelons que le processus

est une martingale de carré intégrable. Il ne reste plus alors qu’à appliquer
l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

II. RÉGULARITÉ DU SEMI-GROUPE
ET STRUCTURE LOCALE DES ARCS

Dans cette partie, nous déterminons la régularité du semi-groupe Pt
en fonction de la structure géométrique des arcs y~ en l’origine.

THÉORÈME II.1. Supposons que l’on puisse trouver une fonction 
qui (1.12) et qui soit égale à z2p sur un voisinage de *), et dont
toutes les dérivées sont bornées. Supposons que (~n est engendré par les

vecteurs y~k~(o) j = 1, ..., m, 

a) Si pour tout j, lim z j > 0 alors pour tout k, il existe tk tel que pour

t > tk, Pt possède une densité de classe Ck.

b) Si pour tout j, lim | z | gj(z) = oo, alors pour tout t > 0 Pt possède une
densité 

Preuve (de la partie a). Par le théorème I.1 et la proposition 1 . 4,
il suffit, en reprenant la définition 1 . 3, de démontrer que l’on peut trouver
un T et un p > 2 tel que :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



131RÉGULARITÉ DE PROCESSUS DE SAUTS DÉGÉNÉRÉS

Soit z -~ , s, cv)(z) la famille de fonctions définies par :

Sur [0, T ] du fait de (1.9), on a :

fS est de norme 1 ; Rn est engendré par la famille de vecteurs ( j =1,..., m
N

k E ~I). On peut donc trouver ~, > 0 et un entier N tel que, pour tout s, cc~,
N

il existe un entier j  m et un entier k  N tel que:

Utilisons les notations de l’appendice, en particulier la fonction

définie par (a . 6) (relativement à go).

1) La famille de fonctions z -~ Jj(x, fs, 0, satisfait la condition (a. 4)
de l’appendice ; en effet est borné, vlz) a toutes ses dérivées bornées,
ainsi que y~~z). En raison de (2 . 4), (a. 5) est aussi vérifiée. On peut donc
appliquer le théorème A. 2 de l’appendice. On peut donc trouver un ~io,
indépendant de x, de f, de s et de tel que pour /3 > 

(1.17) et (2 . 3) impliquent :

J -*-

2~S
03B20. Et donc, l’on a, pour p > 2 :

~(1)

~ f* u

2014 A l’aide de la proposition 1.2, on peut montrer qu’il

Vol. 21, n° 2-1985.



132 R.. LÉANDRE

Remarques. - A l’aide de la proposition 1 . 2, on peut montrer qu’il

suffit que +1-1 gj(z)dz 
= oo et que les vecteurs engendrent Rn pour

que le semi-groupe Pt possède une densité.
L’hypothèse géométrique du théorème est remplie s’il y a un seul arc

dans ~3 dont la torsion et la courbure en l’origine sont non nulles.

III. INTERACTIONS ENTRE LE CHAMP DE VECTEURS
ET LE NOYAU DE LÉVY

Le calcul de Malliavin { [3 ] [5 ] [P] ] [10 ] [72] ] [13 ]) met en évidence
des interactions entre un champ de vecteurs et une partie brownienne
dégénérée qui rendent la loi d’une diffusion dégénérée.
Bismut ([2] ] [3 ]) retrouve un phénomène analogue dans des semi-

groupes associés à des processus de sauts construits à partir de diffusions.
Dans cette partie, nous retrouvons une situation semblable mais il

nous a été impossible, comme dans [2] ] et [3 ], de localiser la régularité
de Pt car on ne contrôle pas assez bien le temps de sortie du processus Xt
discontinu de sa région de régularisation.

Considérons le cas où = zf~ vecteur de de norme 1).

DÉFINITION 111.1. - Soit f un vecteur de ~n . Vj(t, x,f) est le processus
continu, dérivable à droite :

dont la dérivée à droite en t x, f l s’écrit:

Avec cette définition, la formule (1.16) s’écrit :

et la formule 1.17 devient :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



133RÉGULARITÉ DE PROCESSUS DE SAUTS DÉGÉNÉRÉS

THÉORÈME III.2. - Supposons que pour tout x de (l~n, l’ensemble des

vecteurs £j = 1, ... , m et des vecteurs ~kD(x) ~fkj, j= 1, ... , m, k e * engendrevecteurs f jJ 
= l, ... , m et des vecteurs a k 

, j = l, ... , m, k E N* engendre

On suppose que = et qu’on puisse trouver des fonctions vérificant
(1. ~2) et (3 . 5)

Alors le semi-groupe Pt possède une densité.

Preuve. - Appliquons la proposition 1 . 2 et (3. 3).
Dans une première étape, supposons que f ne soit pas orthogonal à

l’espace engendré par Alors il existe jo tel que V;o(0, x, f ) ne soit pas nul,
et donc par continuité, il existe un temps d’arrêt 0, tel que sur

[0, Tl [, x, f ) ne soit pas nul.
Il s’ensuit que : 

’

J 2014 ~ i

Si maintenant f est orthogonal à l’espace engendré par les f~, il suffit
de montrer que le temps d’arrêt T2 définit par :

est presque sûrement nul et ensuite d’appliquer la première êtape.

Sur [0, T2], on a = 0, et donc sur [0, T2[, aucun des

processeurs Wj ne possède de sauts.
or, sur [o, T2], la mesure de Lévy du processus x,f) est

l’image de la mesure de Lévy du processus ~t par l’application FJ :

Remarquons que Fj dépend de co et t.

Vol. 21, n° 2-1985.



134 R. LÉANDRE

On a donc :

Puisque la famille {fj, ~kD(x) ~fkj, j = 1, ... , m, k E N* } engendre ,
on peut trouver j’, k’ et l‘ qui dépendent de (cv, t) tels que :

car est orthogonal à l’espace engendré par fi, .,fm sur ~0, TZ ~.
Donc sur [0, z ~ ( est non nul sur un voisinage de 0 et

m

donc |z|  = oo sur [0, T2[. Donc il y a au moins un des pro-

cessus Wj(t, x, f ) qui saute une infinité de fois sur [0, si T2 n’est pas
presque sûrement nul : et donc, il sauterait au moins une fois sur [0, Tz[
si T~ n’était pas presque sûrement nul.
La remarque (triviale) suivante va nous permettre d’effectuer des esti-

mations plus fines sur KT 1 :
Soit g une fonction monotone sur [tl, t2 ] telle que > À > 0 sur t2 ].

Alors :

Dans un premier temps, faisons l’hypothèse « géométrique » suivante :
Il existe C > 0 tel que :

Sous ces conditions, on a :

THÉORÈME 111.3. - Supposons (3.8) et que l’on puisse trouver v~ pour
que la mesure image par par z ~ vérifie, pour tout j :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



135RÉGULARITÉ DE PROCESSUS DE SAUTS DÉGÉNÉRÉS

alors pour tout entier k, il existe tk tel que pour t > tk, Pr possède une den-
sité de classe Ck.

Si de plus, on a pour tout j :

alors le semi-groupe Pt est Q

Preuve. - Appliquons la proposition 1 .4. Considérons la fonction :

Soit alors une fonction de dans ~ +, notée telle que :

Lorsque ~’) ~ >_ H( on a, d’après le théorème A. 1 de l’appendice

v

pour /3 > /~o indépendant de x, f, cc~ et s.

Reportant ceci dans (3.11) on a, pour /3 > (~~ :

Divisons alors [o, T en K(f3) intervalles [tk, de longueur égale :
supposons que K( 13) soit un entier pair tendant vers l’infini quand ~3 --~ + ce.

Posons alors :

(Y est le PAIS Y, défini en (1.4) ).
B z-j 1 

~ 
/

Or les dérivées de D sont bornées; de plus :

et la famille de vecteurs constituée par les fj et les 2014.2014vernie (3.8). On peut
~7

Vol. 21, n° 2-1985.



136 R. LÉANDRE

donc trouver un 03B4 qui ne dépend pas de T, une fonction j de R" dans
{ 1,2, ... , ~n ~ un réel %. > 0 possédant la propriété (*) :
* la variable aléatoire ~ -~ j {Xtk~. Ou bien sur x, f)
est en module supérieur à /. > 0, ou bien sur le processus x, f ~~
reste de signe constant et est en module supérieur à IL > 0*.

Appliquons alors (3.7) sur [tk, Tk[ :

On considère alors l’événement définit par :

Il existe au moins K~ 2 ~~ entiers (aléatoires) ~ tels que T~ soit égal à ~+1. .
Pour un 03B21 qui ne dépend que de H de T, on a si 03B2 >_ 

clés que H(j8) == o( _2014.) quand jg -~ oo.

B~( ?)/

Soit A un sous-ensemble à 20142014 éléments de {1,2,...,K(~)}. Soit-~

F((D) l’ensemble des entiers ~ tels que T~ soit égal à Comme Y est

un PAIS, on a :

or il y a sous-ensembles à 
K{ éléments de { 1, 2, > ... > K on a

donc : 

Or la formule (1.4) nous permet de décomposer Y en une martingale
PAIS, à sauts bornés dont la mesure de Lévy  vérifie :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



137RÉGULARITÉ DE PROCESSUS DE SAUTS DEGENÉRES

(donc Mt est de carré intégrable), et d’un processus de sauts Ai, à variation
finie à sauts en module > E. Ceci implique que :

Le premier terme est inférieur à 1 - exp l- J (Co se calculerait- 

en fonction des gj)’ Comme Mt est de carré intégrable, le second terme

est inférieur à 
Co 

.est °

Reportons ceci dans (3.15) : .

Utilisons (3.12) et (3.14), on obtient :

(3.16) E [exp [UT(x, f, fJ)]]  exp [ - Ci T Log ( ~iH 2( ~)) ]

pour /3 > j8i déterminé en (3.14).
Prenons K( 03B2) ~ 2 Log 03B2 quand 03B2 ~ oo. Par la formule de Stirling

Donc J2(03B2) est négligeable devant si p’ > 2.

Si H(03B2) = 03B2-1 4, on peut trouver T tel que est négligeable devant
{3- p’ quand /3 --~ oo .

Le reste découle du théorème 1.1 et la proposition 1.4.
Nous donnons maintenant un exemple d’interactions entre le champ et

les arcs faisant jouer toutes les dérivées du champ.

Par convention afj 0 

Vol. 21, n° 2-1985.



138 R. LÉANDRE

THÉORÈME 111.4. - Supposons qu’il existe un entier K et un réel C > 0,
indépendants de x élément de (~’~ et de fe IF~’~ de norme 1 tel que :

S’il existe a élément de ]l, 3 [ tel que, pour tout j,

alors le semi-groupe est 

Preuve.

Première étape : Divisons l’intervalle [0, T ] en intervalles [tk, tk + 1 ],
de longueur égale : K(j8) ~ oo quand f3 ~ 00.
De plus, il existe m et M non nuls, tels que, si Il f Il = 1, on ait :

Soit alors S(m, M ) l’ensemble des vecteurs de norme comprise entre in et
 . Grâce à (3 .17), et par un théorème de section mesurable ( [I S ]), on peut
trouver une application mesurable, 03C8, de [Rn x M ) dans {1,...,m}
. x ~ o, 1, ..., K } telle que si :

on ait :

Soit alors les variables aléatoires ~/r(k) = U(k), i(k)) où

définies pour ~f Il = 1.
Vu que tr~* -1 ~ ~  C(t - s), que les dérivées de D sont bornées,

on a, d’après (3.17), pour deux réels 03B4, À bien choisis non nuls, la pro-
priété (* *).

(* *) Soit :

A inf {t > tk; Il Yt- Ytk Il |> 03B4} où Y a été défini en (1.4).

Alors sur reste de signe constant et de
B /

module supérieur à À (**).

Annales de l’Institut Henri Poinc~aré - Probabilités et Statistiques



139RÉGULARITÉ DE PROCESSUS DE SAUTS DÉGÉNÉRÉS

Deuxième étape: Soit H{ j3) trois fonctions qui tendent
vers zéro quand 13 -~ 00. Soit Tk, et Tk les temps d’arrêts suivants :

Sur [Tk’ Tk[, le processus aléatoire x, f) reste de signe constant

et de module supérieur â ~( 2 ~) . . .

Soit alors l’événement défini par : :_

03C9 appartient à E1(j3) s’il existe k tel que i(k) > 1 et tel que :

D’après (3 . 25), si 03C9 appartient à il existe un k tel que l’inter-

valle [Tk’ Tk[ ait une longueur supérieure à L(f3). Si on applique la remarque
(3. 7), on a, si c.~ appartient à E 1 ( ~3) :

Soit alors E2( 

Sur E2( (3), on a :

Posons (03B2) = E2{ /3).
Par la même méthode que pour obtenir (3.12) et (3.14), on a, pour /3 > ~80

indépendant de x et f

Vol. 21, n° 2-1985.



140 R. LÉANDRE

si

On peut donc trouver ce’ > 0 tel que :

_1
dès que 03B2 3 == o(H(j8)).

Troisième étape : Majorons uniformément P ~ E((3)ç ~. 
est mesurable ; on peut donc utiliser la propriété de Markov pour estimer
P ~ E( (3)~ ~, et remarquer que :

où

On a une majoration analogue à celle du théorème III.3 pour Ji + J2 :

Pour les majorations de J3 et J4, nous n’écrirons pas l’ensemble sur

lequel on prend la borne supérieure de certaines quantités, afin d’alléger
les formules.

Majoration de J3 : Avec l’abus de notation signalé ci-dessus, on a :

J3 ~ sup P{Wj(0)(t) ne possède pas de sauts en module

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



141RÉGULARITÉ DE PROCESSUS DE SAUTS DÉGÉNÉRÉS

Utilisons les martingales exponentielles de [6] ] [~] et [11 ], en particulier
la martingale de carré intégrable : _

où est le noyau de Lévy du processus x,f).
On obtient :

T

Soit FP( t, w, x, , f ) la fonction définie par :

est aussi la somme des transformées des mesures par les

applications x, f ). Lorsque x décrit Rn et lorsque f décrit M )
avec lorsque co décrit ( > T 4K(03B2)} et t décrit 1, 201420142014 , ,
on peut appliquer le théorème A. 2 du fait de (**).

On obtient alors :

(3. 34) implique alors :

Majoration de J4 : Supposons que = = 

Décomposons x, f) en M~ + Ai + B~. M~ est une martingale
totalement discontinue, dont le processus croissant est uniformément

majoré par Ai est un processus dérivable à dérivée bornée et :

Vol. 21, n° 2-1985.



142 R. LÉANDRE

Avec l’abus de notation déjà signalé, on a :

L2 = 0 car = o (G( /3)) et car At est à dérivée bornée.

L( ~) par l’inégalité de Doob, et L  C6 L( ~) comme pourL1 - par l’inegali lte e oob, et 3 - comme pour

l’estimation de dans le théorème 111.3.

On a donc : .

r 

Conclusion : Il suffit de prendre Log /3 quand ~ --~ oo,

(Log { ~)) ~ L{ ~) = et = {L{ Î~)) ~ pour que (3 . 26),
Log { j~)

(3 . 29), {3.32) et {3.34) nous montrent que :

Remarque. 2014 Les théorèmes précédents nous permettent de déter-

miner la régularité de si / est une fonction C~ de !? dans tR et

si Ys est un PAIS à valeur dans !RL
Il suffit d’introduire l’équation stochastique sur [H~ définie par :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



143RÉGULARITÉ DE PROCESSUS DE SAUTS DÉGÉNÉRÉS

APPENDICE

THÉORÈMES TAUBÉRIENS UNIFORMES

Le théorème suivant est classique ( [1 ], p. 207-209).

THÉORÈME A . l. - Soit p une mesure positive sur (~+, telle que p [1, + oo [ ~  oo.

Supposons qu’il existe a E ]0, 2 [ tel que :

alors

Si dans (a .1) on remplace la fonction z ~ par z ~ ( - Log z), on a :

Mais nous avons utilisé les résultats « uniformes » suivants :

Soit g une fonction de f~* dans telle que :

Soit F un ensemble d’applications f, C°°, de R dans R nulles en zéro, telles que :

Définissons z~ par :

On a alors, si Jl(dz) = g(z)dz.

THÉORÈME A. 2. - Supposons que pour un a E [0, 2 [, on ait :

Si a > 0, il existe ce, 1 > ~ tel que :
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Preuve. - Nous ne démontrons que (a. 9). (a . 8) se démontrerait de façon analogue.
Posons :

Nous avons, en suivant la méthode de [1 ], p. 209 :

Par le théorème de Lebesgue, on obtient alors (a. 9) si :

Il suffit alors de montrer qu’il existe l > 1, indépendant de f E F tel que :

(a. 11) résulte de P(K) : pour toute famille F qui vérifie les hypothèses du théorème A.2,
il existe un entier N [K ] > K qui ne dépend que de K tel que :

pour tout C > 0 et q > K, dès que (a. 5)(K) est vérifiée.
La présence de la constante C dans (a 12) est nécessaire dans la démonstration de P(K)

par récurrence (on ne peut pas annuler C dans l’hypothèse de récurrence).
N [1 ] = 2 convient, par utilisation du théorème des accroissements finis et par le fait

que j(O) = 0.

Supposons que P(K - 1) est vraie : alors P(K) est encore vraie.
Ceci se démontre en trois étapes. A cette fin, posons, si f E F :

Première étape : On élimine tout de suite le cas où ( f Il = 0, car si f E F et si ( f Il = 0,
il existe rb Ci 1 indépendants de f tels que 1 f (r’) (  Ci ( r’ IK dès que 1 r’ (  ri.

Soit alors un entier K, une suite fn d’éléments de F, une suite zn de réels positifs tendant
vers zéro, tels que :

Si K > N ~K - 1 j, (j fn ~j --~ ~ par application de P(K - I) â la famille de fonctions
constituée par les fn.

Deuxième étape : Si K >- N [K - 1 j, si K > 2K et sï ~ fn ~ = 0(z2K-1n), alors (a.14) est
impossible.

~ f" j j [ ~ 0 et sup | f(k)(0)| > 03BB. Appliquons la formule de Taylor â l’ordre K + 1. Vu (a . 4),
kK
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il existe tels que :

dès que z’ (  Zn n ~- ~

Si (a . 14) était réalisée, (a . I 5) impliquerait l’existence de C~, C3 tels que :

ce qui rendrait (a. 16) impossible du fait de (a. 7).

Troisième étape : Supposons que K > 4(K - 1)N [K 2014 1 ] + 2K, si lim " # 0, (a 14) p.sf
impossib le. 

""°° ~"

Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que :

. , , , , ,. , , ~ ,. 

Appliquons la formule de Taylor à l’ordre K + 1 ; si = 

f(l)n(0) l! z’t, 

on a pour

| z’| ~ z1 :

(a. 14) impliquerait alors :

où

Posons zn = z~ ~~ ~ 1 ~. (a. 18) impliquerait alors que :

Il ne reste plus qu’à appliquer P(K - 1) à la famille des fn, après les avoir convenable-
ment prolongées sur R.

Conclusion : On peut prendre N [K ] = 4(K - 1)N [K - 1 ] + 2K.
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