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Régularité de processus de sauts dégeénérés
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RiEsumE. — Nous proposons des conditions d’existence et de régularité
pour les densités du semi-groupe d’un processus de Markov dans R?,
«de saut pur » (i. e, son générateur est de type intégral, plus éventuellement
un opérateur différentiel du premier ordre). Nous supposons de plus la
mesure de Lévy « dégénérée », au sens ou elle est portée par un nombre
fini d’arcs paramétrés. Nos conditions portent bien slir sur la régularité
du générateur, mais aussi sur la concentration a I'origine de la mesure
de Lévy et sur la géométrie des arcs supports de cette mesure.

ABSTRACT. — We propose some conditions for existence and regularity
of the densities of the semi-group of an R%valued Markov process which
is of « pure jump » type (i. e, its generator is an integral operator, plus
possibly a first order differential operator). We suppose further that the
Lévy measure is supported by a finite number of parametrized curves
in R Our conditions of course concern the regularity of the generator,
also the concentration of the Lévy measure around the origin, and also
the geometry of the curves supporting the Lévy measure.
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126 R. LEANDRE

0. INTRODUCTION

Dans [/0] et [I1], Malliavin retrouve le théoreme de Hormander
concernant ’hypoellipticité de I'opérateur :

m

0.1 9 ! X?
.1) $=5+X0+2Z i

i=1
ou X, Xy, ..., X, sont des champs de vecteurs sur R".

Ses techniques sont reprises par Stroock [/3] [/4], Kusuoka-Stroock [8]
et enfin, par Ikeda-Watanabe [6].

Bismut, dans [4], utilise une transformation de Girsanov et l'existence
d’un flot stochastique pour retrouver le résultat de Hormander.

Dans [/] et [2], il généralise sa méthode au cas de processus de sauts,
dans le cas ou la mesure de Lévy a pour support une réunion d’espaces
vectoriels engendrant I'espace (hypothése d’ellipticité).

Nous nous proposons d’examiner la régularité de la loi de processus
de sauts dans le cas ou leur mesure de Lévy est dégénérée, la situation
‘extréme étant celle ou leur support est constitué d’arcs paramétrés. Nous
¢tudions donc I'opérateur défini par :

m

0.2) Zf(x) = {(D(x), grad f(x) > + Z

Jj=1

J [f(x+742) =S ()= Lo vA2) 1) <7 A2), grad f(x) > Jg(2)dz

ou X, est un champ de vecteurs sur R, et les y;m arcs paramétrés.

Dans la partie II, nous mettons en évidence l'influence de la structure
géométrique des arcs sur la régularité du processus.

Ensuite, nous étudions la possibilité d’interactions entre un champ de
vecteurs et des mesures de Lévy. Mais, pour obtenir des résultats concer-
nant la régularité des densités du semi-groupe, nous avons dii imposer
des conditions trés fortes sur les concentrations des mesures de Lévy
en lorigine et donner des conditions globales d’interactions entre les arcs
et le champ.

Les techniques sont celles développées dans [/ ] : nous tenons a remercier
Monsieur J.-M. Bismut pour le soutien constant qu’il a bien voulu accorder
a notre travail.
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REGULARITE DE PROCESSUS DE SAUTS DEGLNERES 127

1. GENERALITES

Dans cette partie, nous construisons d’abord le semi-groupe sur lequel
nous travaillerons, et donnerons, d’aprés [I], I'expression de la forme
quadratique qui permet d’étudier la régularité du semi-groupe.

Soient z — g;(z) m fonctions de classe C!, définies sur R*, a valeurs
dans R™, telles que :

(1.1 ﬁzz A Dgfz)dz < o0
(1.2) J 88 4 -
jz| >e g](z)

pour tout ¢ > 0.

Sur I’espace D [R*, R™] des fonctions de R* dans R™, continues a droite
et limitées a gauche, muni de la filtration engendrée par le processus cano-
nique (zy, ..., Zy,), on construit l'unique probabilit¢ P qui fasse des z;
des processus a accroissements indépendants stationnaires (P.A.1 S.),
indépendants entre eux, et de fonction caractéristique :

(1.3) Jj(fx) = exp I:J(ei“z — 1 =il (2] )az)g,(z)dz}.

On augmente suivant [5] la filtration engendrée par les processus z;.
Ensuite, on considére m arcs paramétrés, z — 7{z), de classe C*, de
source R, a valeurs dans R”, dont toutes les dérivées sont bornées, avec

y{0) = 0.
Soient alorslesmP. A.1.S. Yy, ..., Y,, indépendants entre eux, définis par :

[+

(1.4 Yfr)= ZVj(AZJ(S))l[o,u( 7 AAz N 1)

+ Z YAAZ N1 oo 1l 7AAZANNI)

c s<t

ou E désigne 'opérateur de somme compensée [7] et ou la deuxiéme

somme se réduit 4 une série ordinaire.
La mesure de Lévy de Y; est alors d’apres [7] et [9] définie par :

(1.5) Jf (2)dplz) = Jf N2 0,8(2)dz

Vol. 21, n° 2-1985.



128 R. LEANDRE

et 'on peut calculer sa fonction caractéristique (o) :

(1.6) Ya)=cxp [j(e"“"”‘z)> —1—ilo, (1742 1D < & 742) > )g,(Z)dZ:l

Le semi-groupe P, dont le générateur agit sur C°(R") par (0.2) se réalise,
suivant [7] et [12] par Iintermédiaire de ’équation différentielle stochas-
tique (1.7) :

.7 dX? =D(X{)dt +dY; + ... +dY,

5= X.

De plus, d’aprés [/], (1.7) posséde un flot stochastique : il existe un
ensemble de probabilité 1, tel que sur cet ensemble, x — X soit un difféo-
morphisme de R" noté ¢,. De plus, si on pose :

0¢,

(1.8) —( ) = dFx),
oF et ¢pF ! vérifient 'équation (1.9) :
oD oD
(1.9) dof = a—x(Xf) Fdt;  doFTt= - ¢F ! E;(Xf)dt
o5 =% ' =1d.

Enfin, si w est I'¢lément générique de D [R*, R"], on peut définir sa trans-
latée w, par :

(1.10) zfs)w,) = zj(s + t)@) — z{t)®).
On a alors :
(1.11) $r+d@, X) = P, dlw, x)) P.p.s.

Soient alors m applications de classe C!, z — v/z), de R dans R™ telles

ue :
g V) < C22

d 2
ldz(vj()gj())(z)l
(1.12) j
lzl<1

dz < 0.
g{2)

Soit alorst — K7, le processus croissant optionnel de formes quadratiques
positives définies par :

(1.13) Kif) = z Z vAAZ(s) < £, ¢F 1Az (s)

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



REGULARITE DE PROCESSUS DE SAUTS DEGENERES 129

Rappelons alors le résultat principal de [1], p. 224 qui, dans une situation
voisine, va nous permettre de déterminer la régularité de P,.

THEOREME 1.1. — a) Si pour tout x, K est inversible, le semi-groupe
possede une densité.

b) Soit p > 2. S’il existe T > 0, tel que :

1
1 S El ——
(1 4) xeR"I}l}?]=l [(Kﬂf))pil =

alors pour tout k > 1, il existe t;, > O tel que P, posséde une densité de classe C*
pour t > t.

¢) Si pour tout T > 0, on a pour tout p > 2 :

1
(1.15) Sup E[x—~] <
serrlifli=1 |(KF()?
alors pour tout t, P, posséde une densité C*.
Pour inverser K+, les martingales exponentielles de [7] [9] et [12] vont

nous permettre d’obtenir les critéres suivants :

PROPOSITION 1.2. — Si pour tout temps d’arrét i presque stirement
non nul pour tout x, pour tout vecteur B non nul R*, on a :

el
(1.16) Z L dsﬁ - Lio, w2 0,00 | < S5 92~ 19%2) > l)g){z)dz = o0
=1

sur un ensemble O x de probabilité 1, alors K est presque siirement inversible.

La preuve de cette proposition, aprés utilisation de la loi du 0.1 de Blu-
menthal, comme dans le cas brownien [4], est analogue a celle du théo-
réme 4.7 de [/].

DEFINITION 1.3, — Soit B > 0, x un vecteur de R", f un autre vecteur
de R". Définissons le processust — U(x, f, ) par :

Udx, f, B) = Zf dSJ (exp [ — Bvi2) (s dF '942) >*] — 1)
(.17 ' P 0 lz]<1

gjlz)dz

Vol. 21, n° 2-1985.



130 R. LEANDRE

On a alors, si I'(p) désigne la fonction Gamma d’Euler :

ProrosiTioN 1.4.

1 I
e | < = PolE Us(x, £, 2B))11%dB .
E[(K%( f))"]<r(p) L pr~E [exp (Uxlx, £, 2B))11%d B

Preuve. — Soit :

R(f) = 2 z Lio, il | Azy(s) [ AAz(s) < f, ¢~ 19{Az{s)) >

KT( f) est inférieure 3 Ky(f) et donc :

1 1 1 w© 5
E|l —+ = E —_— | = — P“lE _ KT d
[(KT(f))”] = [(KT(f))P] T(p) J FE7E lexp [= PRA(/)1MF

Rappelons que le processus

Z,2p) = exp [~ 2BK(f) ~ Ui £, 2)]
est une martingale de carré intégrable. Il ne reste plus alors qu’a appliquer
I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

II. REGULARITE DU SEMI-GROUPE
ET STRUCTURE LOCALE DES ARCS

Dans cette partie, nous déterminons la régularit¢ du semi-groupe P,
en fonction de la structure géométrique des arcs y; en I'origine.

TuEoREME I1.1. — Supposons que I'on puisse trouver une fonction v{z)
qui vérifie (1 .12) et qui soit égale d z*? sur un voisinage de O(p € N*), et dont
toutes les dérivées sont bornées. Supposons que R" est engendré par les

vecteurs yP(0) j=1,...,m, ke N.

a) Sipour tout j, lim | z| g{z) > 0 alors pour tout k, il existe t; tel que pour
z—0
t > ty, P, posséde une densité de classe C*.
b) Si pour tout j, lim | z| g{z) = 0, alors pour tout t > O P, posséde une
densité C”. 20
Preuve (de la partie a). — Par le théoreme 1.1 et la proposition 1.4,

il suffit, en reprenant la définition 1.3, de démontrer que I'on peut trouver
un Tetunp > 2 tel que :

2.1 Sup Br~1[E [exp [Uslx, £, 28111"2dp < o

xeR™{|ril=1Jo
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REGULARITE DE PROCESSUS DE SAUTS DEGENERES 131

Soit z — f{x, f, s, w)(z) la famille de fonctions C* définies par :

2.2 z = {f, 0¥ 1912 X ().
Sur [0, T] du fait de (1.9), on a :
(2.3) fix.fs 0)z) = L fix, f;, 0, w)z) avec f,= l’*:i
. C(T) ¥~ £l

fiestdenorme 1 ; R" est engendré par la famille de vecteurs YO0) (j=1,...,m

k € NJ). On peut donc trouver A > 0 et un entier N tel que, pour tout x, f; s, @,
il existe un entier j < m et un entier k < N tel que :

(2.9 | £, fi, 0, @)0)| = 4.

Utilisons les notations de lappendice, en particulier la fonction
Tj.f 5. Fe00-) définie par (a.6) (relativement a go).

1) La famille de fonctionsz — fi(x, fi, 0, w)(z) satisfait la condition (a.4)
de appendice ; en effet ¢ ! est borné, v(z) a toutes ses dérivees bornées,
ainsi que y4(z). En raison de (2.4), (a.5) est aussi vérifice. On peut donc
appliquer le théoréme A.2 de I'appendice. On peut donc trouver un f,
indépendant de x, de £, de s et de w, tel que pour § > fo :

m

2.5 zfj,fj(x,ﬂ,o,w)(ﬂ) < —CiLog(p) (Ci>0).

j=1

(1.17) et (2.3) impliquent :

= T
Urlx, £, 2p) = 2 j T £ 100 f 0.0 2B)dS
0
j=1

(T 2 28
< Z J (?@" <~ GiTlos (a%)

2p
our ~—> . Et P :
p C(T) BO dOnC, on a, pour p > 2

2.7 Sup r BP~[E [exp [Ux(x. f, 28)111"/%d B

xeR™||flI=1 Jo

< CTJ p=1-C04p 4 Cf.
Bo

Remarques. — A Taide de la proposition 1.2, on peut montrer qu’il

Vol. 21, n°® 2-1985.



132 R. LEANDRE

Remarques. — A Taide de la proposition 1.2, on peut montrer qu’il
+1

suffit que j giz)dz = oo et que les vecteurs y{¥(0) engendrent R" pour
-1

que le semi-groupe P, posséde une densité.
L’hypothése géométrique du théoréme est remplie il y a un seul arc
dans R* dont la torsion et la courbure en I'origine sont non nulles.

II. INTERACTIONS ENTRE LE CHAMP DE VECTEURS
ET LE NOYAU DE LEVY

Le calcul de Malliavin ([3] [5] [9] [Z0] [12] [13]) met en évidence
des interactions entre un champ de vecteurs et une partie brownienne
dégénérée qui rendent C* la loi d’une diffusion dégénérée.

Bismut ([2] [3]) retrouve un phénoméne analogue dans des semi-
groupes associés a des processus de sauts construits a partir de diffusions.

Dans cette partie, nous retrouvons une situation semblable mais il
nous a €té impossible, comme dans [2] et [3], de localiser la régularité
de P, car on ne contrdle pas assez bien le temps de sortie du processus X,
discontinu de sa région de régularisation.

Considérons le cas ou y{z) = zf; (f; vecteur de R" de norme 1).

DEFINITION IIT. 1. — Soit f un vecteur de R*.V{t, x, f) est le processus
continu, dérivable a droite :

(.1) t = {foFD
dont la dérivée a droite en t W{t, x, f) sécrit :

P
3.2) t——>—<f,¢;*‘l%fj>

Avec cette définition, la formule (1.16) s’écrit :

(3.3) ZL del [ 111o,oo[(vJ(Z))llom[(IV,(S, x, f)gf2)dz = oo
j=1

et la formule 1.17 devient :

(34) Ut(xaf; ﬁ) = Z L dsﬁ <1 (eXp [‘ BV;Z(S, X,f)Vj(Z)] - l)gJ(Z)dZ .

Annales de I’ Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



REGULARITE DE PROCESSUS DE SAUTS DEGENERES 133

THEOREME II1.2. — Supposons que pour tout x de R", I'ensemble des
o*D(x)

W’jzl, ...,m, ke N* engendre
j

vecteurs f;j = 1, . .., m et des vecteurs
R". '

On suppose que y{z) = zf;, et qu’on puisse trouver des fonctions vérifiant
(.12) et (3.5)

3.5) f gfz)dz = o
vi(z)>0

Alors le semi-groupe P, posséde une densité.

Preuve. — Appliquons la proposition 1.2 et (3.3).

Dans une premiére étape, supposons que f ne soit pas orthogonal a
I’espace engendré par les f;. Alors il existe j, tel que V;,(0, x, ) ne soit pas nul,
et donc par continuité, il existe un temps d’arrét T, > 0, tel que sur
[0, Ty[, V;,(0, x, f) ne soit pas nul.

1l s’ensuit que :

TA Ty
0 = J dsj | L10,a0t(Viol2D 110,00 1(ViolS> X, ))gjo(2)d2
z|<1

0
< J‘O ds 4[|Z|<1 Z 1]O,a)[(vj(z))I]O,oo[(V]{Sa x’f))gj(‘z)dz .

Si maintenant f est orthogonal a I’espace engendré par les fj, il suffit
de montrer que le temps d’arrét T, définit par :

T2=inf{t>0:Z|V,(t,X,f)|¢0}
i=1

est presque slirement nul et ensuite d’appliquer la premiére étape.

Sur [0, T,], on a Z [W;(t,x, f)| = 0, et donc sur [0, T,[, aucun des
j=1
processeurs W; ne posséde de sauts.

Or, sur [0, T,], la mesure de Lévy dp;(r) du processus W;(z, x, f) est
I'image de la mesure de Lévy du processus X, par I'application F; :

: oD
PRt —<f,¢;*=*a—(Xt+z)J3> zeR".
X

Remarquons que ¥; dépend de w et t.

Vol. 21, n° 2-1985.



134 R. LEANDRE

On a donc :
(3.6) Z [ dft)z) = Z Z J gz'ydz’ .
A lz]<1 - O0<|F(z'fyl<1
j=1 j=1 1=1

. . ID(x)
Puisque la famille { f;, —BfT’ j=1,...,m keN¥* > engendre R"

J
on peut trouver j, k' et I’ qui dépendent de (w, t) tels que :
dv
ix Fp(z' fi)]o=0 # 0

car '‘¢p¥ ' est orthogonal & I'espace engendré par fi, ..., f, sur [0, To[.
Donc sur [0, T,[, z — |F;(z;)| est non nul sur un voisinage de 0 et
donc z J duft) = oo sur [0, T,[. Donc il y a au moins un des pro-
= |z|<1
cessus Wiz, x, f) qui saute une infinité de fois sur [0, T,], si T, n’est pas
presque siirement nul : et dong, il sauterait au moins une fois sur [0, T,[
si T, n’était pas presque sirement nul.

La remarque (triviale) suivante va nous permettre d’effectuer des esti-
mations plus fines sur K7 ! :

Soit g une fonction monotone sur [t,, t,] telle que| gy| > A > Osur [t;, 1]
Alors :

2 2
3.7 f o4 | () )ds sf

1

Dans un premier temps, faisons ’hypothése « géométrique » suivante :
Il existe C > O tel que :

. d
(3.8) Inf E (I(ﬁﬁ)lﬂ(f,——D(X)fj)*I)ZC-
xeR7||Fl]=1 Ox

j=

Sous ces conditions, on a :

THEOREME II1.3. — Supposons (3.8) et que 'on puisse trouver v; pour
que la mesure image ufdz) par g{z)dz par z — zv{z) vérifie, pour tout j :

(3.9) im U5

-0 1
Log (~
zZ

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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REGULARITE DE PROCESSUS DE SAUTS DEGENERES 135

alors pour tout entier k, il existe t, tel que pour t > t, P, posséde une den-
sité de classe C*.
Si de plus, on a pour tout j :

pi{lz 1]} = o
m--——r———

(3.10) 1%_0 .
()
z
alors le semi-groupe P, est C*. 1
Preuve. — Appliquons la proposition 1.4. Considérons la fonction :

G.11) Uiy, /. p) = f ds Z J(Cxp [— BV3(s, x,./)z] —Ddp;(2).

Soit alors une fonction de R™ dans R, notée H(p), telle que :
;im BH*(B) = © et ﬂlim H(B) =0

Lorsque | V{s, x, f) | = H(p), ona, d’aprés le théoréme A.. 1 de "appendice

j(exp [— V26 %./)2] — i) < — C Log (BH(B)).

pour B > B, indépendant de x, f, w et s.
Reportant ceci dans (3.11) on a, pour f > fo :

(3.12) Ux(x,f, f) < — CLog (BH?(B)) J (Z Linggy, ot | VAs, X, f )I))ds.
0 MH

Divisons alors [0, T] en K(p) intervalles [t, tx+1] de longueur égale :
supposons que K(f) soit un entier pair tendant vers I'infiniquand f — +oc.
Posons alors :

Tk:tk+1/\inf{t>tk,||Yt—Ytk|I>5} 0>0.

<Y est le PAIS ZYj défini en (1 .4)>.
j=1
Or les dérivées de D sont bornées; de plus :

[fpr~* =g | <Clt =1

D(x

0
et la famille de vecteurs constituée par les f; et les a7 )Vériﬁe (3.8). On peut

Vol. 21, n° 2-1985. 6



136 R. LEANDRE

donc trouver un § qui ne dépend pas de T, une fonction ; de R" dans
{1,2,...,m} un réel 2> 0 possédant la propriété (*) :

* Soit }(k) lavariablealéatoire w — f(th). Ou bien sur [, Te[, Vi(s, x,/)

est en module supérieur a 2 > 0, ou bien sur [, T, [, le processus Wi (s, x, /)

reste de signe constant et est en module supérieur a A > 0%,
Appliquons alors (3.7) sur [, Ty :

m - K(p) 2H(ﬁ)
z L Linggy, oot | ViS, X, f) [)ds = Z(Tk — b — T)
j= k=1

On considére alors 'événement E(f) définit par :

K(p)
2

11 existe au moins

entiers (aléatoires) k tels que T, soit égal & f4 4.

Pour un f; qui ne dépend quede Hde T,onasi f > §; :

el
E T
(3.14) AJVO Linggy, oo | VA, x f))ds = L) 3
=1

dés que H(f) = 0<L> quand f — oo.

K(p)
K(p)

Soit A un sous-ensemble a

éléments de {1,2,...,K(p)}. Soit

F(w) I'ensemble des entiers k tels que T, soit égal a t;4,. Comme Y est
un PAIS, on a :

K(B)

T 2
P{AcF(w)}g(P{Tl <@}>

()
or il y a CgJy, sous-ensembles & h éléments de { 1,2, ...,K(f)}. Ona
donc :
K(p)
~ Kb T z.
. P{EpF} <C P<{T <—
(3.15) {E(B) } K(ﬂ)( { 1 K(ﬂ)})

Or la formule (1.4) nous permet de décomposer Y en une martingale
PAIS, a sauts bornés dont la mesure de Lévy 1 vérifie :

i -
J Il x [12df(x) < oo
Rn
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REGULARITE DE PROCESSUS DE SAUTS DEGENERES 137

(donc M, est de carré intégrable), et d’un processus de sauts A, & variation
finie a sauts en module > ¢. Ceci implique que :

T
P { T, < i} <P { A, posséde au moins un saut entre 0 et ——

k(B) K(5) }

+P{ Sup [IM,|> 5.

r< T

~K(B)

. Ce Co
Le premier terme est inférieur a 1 — exp[ ] (Co se calculerait

K(B)

en fonction des g;). Comme M, est de carré intégrable, le second terme

est inférieur a

Co
K(p)
Reportons ceci dans (3.15):
K®

(B} = Gy (o)
P{EpS}<C (—)

“AK(p)
Utilisons (3.12) et (3. 14), on obtient :

(3.16) E [exp [Uxlx, £, A)1] < exp [ C,T Log (FH?*())]

K(B) @
t Cdp| = 1,(B) + I(P)
K(B)

pour B > f; déterminé en (3.14).
Prenons K(f) ~ 2 Log f quand B — oo. Par la formule de Stirling

1
K(p)+ 5 2K

— »:/C
K(p)+1\2 C

@(HB)) P
e _
2

Donc J,(f) est négligeable devant g7 si p’ > 2.
1

KB ) e‘K(B)K(ﬁ)
Cxip = C

Si H(p) = B'Z, on peut trouver T tel que J;(f) est négligeable devant
BP quand B — oo.
Le reste découle du théoréme 1.1 et la proposition I.4.
Nous donnons maintenant un exemple d’interactions entre le champ et
les arcs faisant jouer toutes les dérivées du champ.
O
- D(x) 7
7

Par convention
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THEOREME I11.4. — Supposons qu’il existe un entier K et un réel C > 0,
indépendants de x élément de R" et de f e R" de norme 1 tel que :

(3.17) 22‘<ﬁ%])(x)>l2c.

j=1i=0

S’il existe a élément de 11, 3 tel que, pour tout j,
(3.18) lim | z [%g{z) > 0
alors le semi-groupe est C*.

Preuve.

Premiere étape : Divisons 'intervalle [0, T]en K(f) intervalles [ty, txs 1],
de longueur égale : K(f) — oo quand f — co.
De plus, il existe m et M non nuls, tels que, si || f]| = 1, on ait :

m<|'¢*"Yf)|| <M, sel0,T].

Soit alors S(1, M ) I'ensemble des vecteurs de norme comprise entre m et
M . Grace & (3.17), et par un théoréme de section mesurable ([15]), on peut
trouver une application mesurable, , de R" x S(m, M ) dans {1,..m}
x {0,1,.., K} telle que si :

(3.19) v(x, ) = (i, f), i(x, f))
on ait :

0""D(x) >l :
(3.20) Kf D > >0.

Soit alors les variables aléatoires (k) = (j(k), i(k)) ol

k), (k) = (XKoo “O% ), iXe ‘D% S))

définies pour || f || = L

Vuque||‘gp¥ ' — ‘9¥~ || < C(r — s), que les dérivées de D sont bornées,
on a, d’aprés (3.17), pour deux réels 4, A bien choisis non nuls, la pro-
priété (**).

(**) Soit :

Ti=trs1 AIf{t> 61 Y,—Y, ||>38} ouY aétédéfinien (1.4).

FPD(X,)

ol

Alors sur [[t;, Ty[, < e

module supérieur a A (**).

> reste de signe constant et de
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Deuxiéme étape : Soit G(f), L(B), H(p) trois fonctions qui tendent
vers zéro quand B — co. Soit T, et Tk les temps d’arréts suivants :

(3.21) T = T A dnf {1 > ;| Wig(t, x, /)| > G(B) }

(3.22) Te=T A inf{z > Tyt | Wit %) — Wig(Ti x.1) | > @}

Sur [Ty, Tk[[, le processus aléatoire Wju(t, x, f) reste de signe constant

G(h)

et de module supérieur a —

Soit alors E1(ﬁl I’événement défini par
w appartient a E(p) s’il existe k tel que i(k) > 1 et tel que :

T
(3.23) | To) — | > KD
_ T
(3.24) ~| Ti) — t] < K
(3.25) | Tdw) — Tw) | > L(B).

Draprés (3.25), si @ appartient a El(ﬁ), il existe un k tel que linter-
valle [Ty, Ti[ ait une longueur gupérieure a L(p). Si on applique la remarque
(3.7), on a, si w appartient & E4(f) :

4H

(3. 26) J Z Liaggy, oof( | VAS, X, Nhds = (L(ﬁ) G((ﬁ[;))
Soit alors EZ( p):

3.27)  EypB)={o/|Fk <K(p);ik) =0 et Tp=trs1}.

Sur Ez(ﬂ), ona :

AN JT
(3.28) J E Ly, corl | VAS, X, f) | )ds > KB
0]
=t

Posons E(f) = E1(f) v Ey(p).
Par la méme méthode que pour obtenir (3.12) et (3.14),on a, pour § > f,
indépendant de x et f

E [exp [Ux(x. £, B)1] < exp [— CF(B(SHA(B) 1 + P {E(B)}
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JT _4H(ﬁ))
kA = (K(ﬁ)> (‘ﬂ) G(P)

On peut donc trouver o’ > 0 tel que :

(3.29) E [exp [Ur(x. £, B)] < exp [— CF(B)B*] + P { (B}

si

1
dés que B 3 = o(H(p)).

Troisiéme étape : Majorons uniformément P { E(B) }. La fonction
est mesurable ; on peut donc utiliser la propriété de Markov pour estimer
P { E(p)° }, et remarquer que :

(3.30) P{E(ﬁ)c}S(Jl+J2+J3+J4)K(ﬁ),
ou
h =xem;fes§.‘,1§); i(x,/)=0 F { To< K(ﬁ)}
Jz:xeR";fesoSﬁl,lg);i(x.f)>0 F { To< 2K(ﬂ)}
= T
G-3D Js:xem;fesiﬁl?gni(x,n>o P{To ~ 2K(p) 2K(JB) T > F(/3)}
J4:st";fes<§ﬁl,1§);i(x,f)>o F {TO ) 2K(f) o To< 4K(p)

et To—To<L(B)}.

On a une majoration analogue a celle du théoréme I11.3 pour J, + J, :

(3.32) I, 47 L&
' R ()

Pour les majorations de J; et J4, nous n’écrirons pas l'ensemble sur

lequel on prend la borne supérieure de certaines quantités, afin d’alléger
les formules.

Majoration de J5 : Avec I'abus de notation signalé ci-dessus, on a :

J3 < sup P { Wj((¢) ne posséde pas de sauts en module
(...)

T T
> 2G(p) sur [O, ml: et Ty > m }
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Utilisons les martingales exponentielles de [6] [8] et [/1], en particulier
la martingale de carré intégrable :

exp I:— Z Liac(p, + wi( | AWjo (s, x,f)[):I
) X exp [(1 - 1) f ds f s j((»)(z)]
e/ Jo 2G(p)

ou x(t, f(0)) est le noyau de Lévy du processus Wj(s, x, f).
On obtient : T

1\ (KB
(3.34) J3<sup [E[exp[ —2(1 ——) J ds
.) €/ Jo

j dﬁ(s,j(O»(z)]l] T m[ﬂ“o)ﬂ
2G(B)<|r| 2K(B)’

Soit FP(¢, w, x, f) la fonction définie par :

DX, + et DX,
z - <’¢i"—_1ﬁ -—La—x-tzz—)fjm)> - < (o <(3x )fj<0)>

1

z

Ji(t, j(0)) est aussi la somme des transformées des mesures g{r)dr par les
applications F(t, w, x, f). Lorsque x décrit R” et lorsque f décrit S(m, M ) -

avec i(x, )=0, lorsque w décrit { o/ To(w) > 412; B) } et ¢ déerit [1’ 212; ﬁ):”

on peut appliquer le théoreme A.2 du fait de (**).
On obtient alors :

C
3.35 du(s, j0)(z) = 1-
(3.3%) Lc<m<|z| H(s, jO)z2) = G B>p
(3.34) implique alors :
C,
3.36 I < .
G309 <o |~ o
Majoration de J4 : Supposons que L(f) = o(G(p)) = O<—K1ﬂ))‘

Décomposons WL, X, f) en M, + A, + B,. M, est une martingale
totalement discontinue, dont le processus croissant est uniformément
majoré par Cst. A, est un processus dérivable a dérivée bornée et :

Bt = Z AWj(O)(Sa x9f)1]1,oo[( l AW}'(O)(S’ x»f) | ) .

s<t
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Avec I'abus de notation déja signalé, on a :

J4SL1+L2+L3

L1=supP{_ sup IM, — MT0||>—@}
) To<t<To+L(B) 6
_ (ﬁ)
(3.37) L, =supP sup A — At |l >
) To<t<To+L(B) 6
L3=SUPP{_ sup || By — BTOH>_@}
(8] To<t<To+L(f) 6

L, = 0 car L(f) = o(G(p)) et car A, est a dérivée bornée.

L(p) s L
L, <Cs G par l'inégalité de Doob, et L; < Cs

G(p)

comme pour

'estimation de P { E( p) } dans le théoréme III.3.
On a donc :

o up
3.38 Ji. <
G-39) “am

Conclusion : Il suffit de prendre K(f) ~ Log f quand S — oo,

G
G(B) = (Log (B) ™ L(p) = O;f)m et H(P) = (L(B)’ pour que (3.26),

(3.29), (3.32) et (3.34) nous montrent que :

E [exp Urlx, f, B)] = 0([31P> pour p>?2.

Remarque. — Les théorémes précédents nous permettent de déter-

T
miner la régularité¢ de J S(Y,)ds, si f est une fonction C* de R dans R et
0

si Y, est un PAIS a valeur dans R.
11 suffit d’introduire équation stochastique sur R? définie par :
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APPENDICE

THEOREMES TAUBERIENS UNIFORMES

Le théoréme suivant est classique ([/ ], p. 207-209).

THEOREME A.1. — Soit u une mesure positive sur R*, telle que p{[1, + o[} < co.
Supposons qu’il existe a € 10,2[ tel que :

p{lz11}
—a >

(a.1) lim 0 (resp. = + o©)
z—0* z
alors w
J (e7% — Ddu(z)
a.2) fim =2 <0 (resp. = — )

B>+ Ba

Si dans (a.1) on remplace la fonction z — z * par z — (— Logz),ona :

f (7P — 1)du(z)

@y S Cogh)

Mais nous avons utilisé les résultats « uniformes » suivants :
Soit g une fonction de R* dans R* telle que :

<0 (resp. = — o)

(a.3) j(z2 A Dglz)dz < 0.
Soit F un ensemble d’applications f, C®, de R dans R nulles en zéro, telles que :
(a.4) Vke N sup | fW(2)] < o
feF,zeR
(2.5)(K) IJKeN* 31>0, Inf (sup|f®0)])> 4
JeF k<K
Définissons 7, par :
(a.6) (B = J(CXP [— BIf@I] — Dglz)dz.
On a alors, si u(dz) = g(z)dz.

THEOREME A.2. — Supposons que pour un o€ [0, 2], on ait :
@.m lim|z|**%g(z) > O (resp. = + o).
Si o > 0, il existe oy > O tel que :

(a.8) Tm (sup f—f-(ﬂ) <0 (resp. = — o).
B=x \feF (B)a‘
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Sia=0,0na:
— T
(a.9) lim (sup AP ) <0 (resp. = — ).
B— o \ feF LOg (B)
Preuve. — Nous ne démontrons que (a.9). (a.8) se démontrerait de fagon analogue.

Posons :
Gilz)=p{z<|fl}.

Nous avons, en suivant la méthode de [/], p. 209 :

W{(p=—-8 -[‘” e PGyz)dz = — Jm e"sz<f)dz.
0 o B

Par le théoréme de Lebesgue, on obtient alors (a.9) si :

G
(a.10) lim inf 7D

>0 (resp. = + ).
~0- fer — Logz

11 suffit alors de montrer qu’il existe [ > 1, indépendant de f € F tel que :

I < <z
(a.11) lim (mfw
z>0* \feF — Log(2)

) >0 (resp. = + ).

(a.11) résulte de P(K) : pour toute famille ¥ qui vérifie les hypothéses du théoréme A.2,
il existe un entier N[K] > K qui ne dépend que de K tel que :

MNKILClzZ i< f(Z)];12 )<z
(a.12)(K) lim (Inf”{ |71 <1/ })>o (resp. = + o)
z=0* \feF — Log (z)

pour tout C > 0 et q > K, dés que (a.5)(K) est vérifide.

La présence de la constante C dans (a.12) est nécessaire dans la démonstration de P(K)
par récurrence (on ne peut pas annuler C dans ’hypothéese de récurrence).

N[I] = 2 convient, par utilisation du théoréme des accroissements finis et par le fait
que f(0) = 0.

Supposons que P(K — 1) est vraie : alors P(K) est encore vraie.

Ceci se démontre en trois étapes. A cette fin, posons, si fe F :

(a.13) I fll = sup | f®O)]
k<K—-1
Premiére étape : On élimine tout de suite le cas ou || f|| = 0,carsife Fetsi|| f|| =0,

il existe r;, C, indépendants de ftels que | /(') | < C; |r' |* d&s que || < 7.
Soit alors un entier K, une suite f, d’¢léments de F, une suite z, de réels positifs tendant
vers zéro, tels que :
Z,‘E-l-C 1<), 12 <z
(a.14) lim“{ 1218 < | fd2)) 12| <z}
=0 — Log (z,)

=0.

Si K > N[K — 1], || foll = 0 par application de P(K — 1) 4 la famille de fonctions
constituée par les f,.

Deuxiéme étape : Si K>N[K -1} siK>2Ketsi||f,]l = 0(z2% 1), alors (a.14) est
impossible.

| full = Oetsup|f%(0)| > A Appliquons la formule de Taylora l'ordre K + 1. Vu(a.4),
k<K
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il existe C,, 7 tels que :

(a.15) LLAENZCrl 2 [ = KN full 1271 2 Col 2 1€ = Kl fu ]l z

désque|z'| <z, A Z
Si (a.14) était réalisée, (a.15) impliquerait P’existence de C,, C; tels que :

(a.16) lim p{(CazR + Callfllz) X < {2 | < 2,) _
‘ e — Log ()

Si K > 2K, si || f, ] = o(z2¥"1), on a :

(a.17) (CazF + Cll full z)" = 0(z2)
ce qui rendrait (a.16) impossible du fait de (a.7).

Troisiéme étape : Supposons que K> 4K —-1)N[K—-1]+2K,si hm ”2};" I # 0,(a.14) est
impossible. Zn

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que :

(a.18) | full > Cy 22871 C,>0.

0y
Appliquons la formule de Taylor a 'ordre K + 1; si J (z) = zf" © ) , on a pour
|z"| < z;:

=0
(a.19) ) 2 13(2)| = Co 1 2/ %
(a.14) impliquerait alors :
T A
SESIE AR TARS )
(a-20) ZILII; — Log(z,) =0
ou f:(z’) = 3 sur [—1,+1].
il

Posons z, = z¢® Y. (a.18) impliquerait alors que :

fz)| = K1 4 C |z K12, 7| < 3,
(a.21) lim{lj( )1 2l 7’| A | 2'] }=0.
no oo — Log(z,)

1l ne reste plus qu'a appliquer P(K — 1) a la famille des f:, aprés les avoir convenable-
ment prolongées sur R.

Conclusion : On peut prendre N[K] = 4K —- I)N[K -~ 1] + 2K.
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