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Convergence faible et principe d’invariance
pour des martingales a valeurs
dans des espaces de Sobolev

par

Michel METIVIER (*)

Centre de Mathématiques Appliquées, Ecole Polytechnique,
91128 Palaiseau Cedex, France

RESUME. — (M"),on €tant une suite de martingales & valeurs dans un
espace de Hilbert H, on donne une condition suffisante de tension de la
suite des lois des M" dans D(R™* ; H). Cette condition s’exprime uniquement
- a Paide du processus < M" > dont la définition est rappelée au début
du paragraphe 1.

Le paragraphe 2 applique ce critére a 'étude de la suite (MM)y>y lorsque

MN est la « martingale accompagnatrice » d’'un processus X~ a valeurs
dans H tel que

t
XN = XN + J PNXN)ds + MY
0

t

ou <MN>,=J

0

aN(XY)ds a(XY e Li(V; V)

etouV ~ H ~ V’estun triplet de Gelfand d’espaces de Hilbert. Lorsque
la suite (XN) converge en probabilité vers une fonction déterministe f et
pour des hypothéses convenables sur a® et la suite ey | 0, les martingales

(*) Les résultats de ce travail ont été en grande partie obtenus pendant un séjour de
P'auteur au « Center for Stochastic Processes » de I'Université de North-Carolina & Chapel
Hill, dans I’été 1983, que l'auteur tient a4 remercier.
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330 M. METIVIER

1 . .
T MN convergent faiblement dans D(R™* ; V) vers un processus gaussien.
EN

Ce théoréme est appliqué a des processus considérés par L. Arnold,
M. Theodosopulu et P. Kotelenez.

ABSTRACT. — (M"),n being a sequence of martingales with values in
a Hilbert space H a sufficient condition for the tightness in D(R* ; H)
of the laws of the M™s is given in terms of the processes < M" » ne N
only. (Their definition is recalled in 1).
This is applied to the study of the accompagnying martingales M™ of
H-valued processes XN solution of a stochastic equation

t
XN =X} + j PN(XNds + MY,
0

where MY is a martingale such that

t

<MY >, = J aANXNds  ANXF)e Zu(V, V)

0

where V. ~ H ~ V' is a Gelfand-tripel. The martingales MN for

1
A/ eN
a suitable ey | 0 are shown to converge weakly in D(R* ; V’) to a gaussian
process.

The results is applied to processes considered by L. Arnold, M. Theo-
dosopulu and P. Kotelenez.

Key-words: Hilbert valued martingales. Weak convergence. Invariance principle.
Stochastic partial differential equation. Martingale problems.

1. UNE CONDITION SUFFISANTE
DE COMPACITE FAIBLE

Nous considérons une suite (M"),>o de processus a valeurs dans un
espace de Hilbert séparable H. Chacun de ces processus est défini sur un
espace probabilisé (2", ", P") muni d’une filtration (#7),>0. On suppose
que M" est pour (", P") localement une martingale cad.lag de carré
intégrable. On note P" 1a loi de M*, sur 'espace de Skorokhod D(R* ; H).

On note < M" > Punique processus prévisible a valeurs dans .%;(H’; H)
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MARTINGALES A VALEURS DANS DES ESPACES DE SOBOLEV 331

(espace des opérateurs nucléaires du dual H’ de H dans H) possédant la
propriété : pour tout g, he H’, le processus Y/*# défini par
Y75 = (M B)ME ) — (M3 h\M; g) —(h; < M" >.g)
est une martingale locale. (cf. [6]) (*).
L’opérateur < M" > (t, w) étant po§itif pour tout (¢, w) on peut définir
Popérateur de Hilbert-Schmidt < M" >*(t, ®). (On note %,(H ; H)

I’espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt et || ||, sa norme). On rappelle
la définition suivante (cf. [1]) :

£ M" % =trace < M" > (|| M"|*— <« M" % est une martingale locale)
(cf. [6]).

1.1. DerFINITION. — Une suite de processus (X"),»o0, cad.lag, définis
sur les (", /", F", P") d valeurs dans un espace métrique (E, d) est dit
satisfaire la condition de Aldous si, pour tout N > 0, ¢, n > 0 existe 6 > 0
tel que pour toute suite (") de temps d’arréts (ou t* est défini sur Q" et relatif
a la filtration #7) tels que t" < N on a
[A] lim sup sup P"{d(XWie X)>n}<e

n— o 0<0<é

1.2. DEFINITION. — On dira que la suite (X"),»0 de processus satisfait
la condition [T,] pour te R* si la suite des lois (P}),>o des variables aléa-
toires (X{)a>o (a valeurs dans E) est tendue.

On rappelle que si (X")n> o posséde la propriété [A] et la propriété [T, ] pour
tout t appartenant a un ensemble Do dense dans R*, la suite (13"),,30 est
tendue dans D(R* ; H) (¢f. [1]).

On rappelle également la propriété suivante :

1.3. PROPOSITION. — Soit G un espace de Hilbert et (Gykso une suite
croissante d’espaces de dimension finie de G, telle que pour tout he G

lim Mg = h.
k

(}) On rappelle que tout élément @ de £;(H’; H) s’identific & un élément a de H ®; H
(produit tensoriel nucléaire de H par H) qui est en quelque sorte la « matrice » associée & a.
Le processus & valeurs dans H &, H associ¢ & < M > est not¢ < M > dans [6]. De la
méme fagon tout élément a de #,(H’; H) s’identifie 4 un élément a de H ®, H : dans

une base orthonormée (h;) de H, a s’écrit Z i jhi @ hjles (hi @ hy);jconstituant eux-mémes

ij
une base orthonormeée de I’espace de Hilbert H @z H. On a alors a(h) = z & f(his W)wh;.
i
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332 M. METIVIER

Une suite p, de lois de probabilité dans G est tendue si et seulement si
pour tout ¢ et n existent un p, > 0 et un sous-espace G, , de la suite (Gi>o
tels que

(1.3.1) sup pin { g : Nl gll > pe} e
et
(1.3.2) sunpu,,{g:d(g,.Ge,n)>'r}<8

ou d(g, G.,,) désigne la distance de g a G,,.

Démonstration. — Cette proposition résulte en effet de la condition sui-
vante de compacité dans G. Un ensemble C = G a une fermeture compacte
si et seulement si il est borné et pour tout 5 existe un sous-espace Gy de
dimension finie, tel que

’ sup d(g, Gy) < 1.
geC

Les deux conditions de la proposition sont donc trivialement nécessaires
pour que tout ¢ existe un compact C, tel que

sup uy(G — C,) < e.

Réciproquement, si elles sont satisfaites et si ¢ est donné, on obtient un
compact C, en prenant 'adhérence de ’ensemble C; suivant :

1
C2==G—U({gtllgll>pa}U{g:d(g, Ga/zk,lk)>;}>

k=1

et on a pour tout n
WG —C) < 2.
On a le résultat suivant :

1.4. THEOREME. — Si la suite ( < M* >*),50 de processus @ valeurs
dans LH(H ; H) satisfait [T,] et si M")>0 satisfait [To] la suite (M")nx0
satisfait [T;] pour tout s < t.

Démonstration. — La démonstration se raméne évidemment au cas
% = 0 pour tout n. Par hypothese, pour tout t€ R et tout ¢ > 0, existe
un compact C de H ®, H tel que

(1.4.1) sup P"{ < M">#¢C) <¢2.

Remarquons (en considérant par exemple une base orthonormée) que
I’on peut construire une suite croissante (H,) de sous-espaces de dimension
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finie de H, telle que U H, ® H, soit dense dans H ® , H. L’ensemble C

dans (1.4.1) est donc borné, puisque compact, et pour tout p > 0 existe
un sous-espace H, de dimension finie de H tel que

(1.4.3) sup || y — My, eu, (NIl < p
yeC °

Nous montrons maintenant que pour tout ¢ > 0 et § > 0 on peut trouver
a > 0 et un espace de dimension finie H, tel que

(1.4.4) sup P"{sup | M}|| >a}<e¢
n s<t
et
(1.4.5) sup P* { sup || MY — [Ty, M{|| > B} <.
n s<t

Ce sont les conditions de la proposition 1.3 qui impliqueront la compacité
des lois des variables { M, ne N }. Pour démontrer (1.4.4), nous utilisons
un lemme de Lenglart (cf. [5]) qui nous donne pour tout « > 0et >0
(rappelons qu’on a supposé¢ Mp = 0) :

b
P”{sup||M:‘||>a}<F+Prob{Trace<M”>,>b}

s<t

b 1
=+ Prob {l| < M" >3 [lfis > b}

En prenant b:=sup|| y|lfs on a donc
yeC

b
(1.4.6) P'{sup || M{||>a} <— +¢?2.
s<t o

On peut alors choisir « de telle sorte qu’on ait I'inégalité (1.4.4).
€
Pour montrer (1.4.5) choisissons p < > B? et considérons I'espace de

dimension finie T, = H, ® H, défini ci-dessus, pour lequel (1.4.3) est
vraie. Soit G, le sous-espace orthogonal a H, dans H et appelons IT,;
(resp. I1;) la projection orthogonale sur G, (resp. H,). Ecrivons pour
simplifier Q := < M" >,.

Supposons que nous puissions démontrer
(1.4.7) < ILM" $, < || QF — Iy, 0u,Q% Ilis-

Alors, en utilisant ’hypothése que

P {1Q* — Iy, eu,Q* s > p } < ¢/2

Vol. 20, n® 4-1984.



334 M. METIVIER

et réutilisant le lemme de Lenglart, on obtient que

NSNS

P"{sup||H1M§'||>ﬁ}<—;—2+
s<t

Le choix fait de p montre que
P { sup || T, M3 || > B} <e

st
ce qui est I'inégalité 3 démontrer (1.4.5).
La démonstration du théoréme repose donc maintenant uniquement
sur la preuve de (1.4.7). Or cette derniére inégalité résulte du lemme suivant.

LEMME. — Soit Q:= <M »,. Soit H = H; @ H, une décomposition
orthogonale de H et soit Ty, ou,Q* la projection orthogonale de Q* sur
H, & H,. Soit T1; la projection orthogonale sur H;, i = 1, 2. Alors

« ILM *, < || Q* — Hy,en,Q* ||hs-

Démonstration du lemme. — Soit (3 Popérateur dans &;(H ; H)associé¢ a Q.
Ona:

(1.4.8) Proju,6u,Q* = ;0 Q¥ IT; Lj=12...
Remarquons d’abord que :

(1.4.9) < IILM %, = trace (TI, o Qo I1,).
Alors

s = trace (T, o Q* o Q¥ o I1,)
= trace (I, o (3 o I1y).

” I, 0 Q% o I1, ||%1.s<”nz ° Q%

On déduit donc de (1.4.9) que
(1.4.10) [Ty 0 Qo Ty |ffis < < TILM .
Mais, puisque || M, ||? = || TI;M, ||* + || TI,M,||?, on a
(1.4.11) 4<M$, =<« IIIM, + + «IILM, $ .
La décomposition orthogonale
H&®:H=H; ®:H, & H; ®H, ®H, ®,H, ® H, ®,H,

montre que

(1.4.12) £M3, =|Qt

2
I%LS = 2 ” HioQ%on”%[.s.
i,j=1
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Des égalités (1.4.10), (1.4.11) et (1.4.12) on conclut donc :
<IOIM > < «M >, — ||H2°Q%°H2H%{.s

< Q¥ s — 1 T, 8,0.Q% I

<

” Q% - HIH];@IH]zQ% ”%{S

Ceci achéve la preuve du lemme et du théoréme. [ ]

1.5. COROLLAIRE. — Supposons qu’existe une base orthonormale (h)ren
de H telle que pour tout n > 0,

i) ,LignwsupP"{'z<hk,<1\7l">thk>n}=0
k=m
ii) ‘}LrgsupP"{{M"},>p}=0.
Alors la suite (M"),» ¢ vérifie [T;] pour tout s < t, dés que [Ty ] est vraie.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que (i) et (ii) impliquent [T;]
pour la suite de processus (< M" >%),5,.

Si IT,, est 'opérateur de projection sur I’'espace H™ de dimension finie
engendrée par { hy, ..., h,} on a

|<M" >* — 11, < M" >%n,,,||2=2|| < M" > ¥y —TT,, < M" > L,/ |
o0 k=1 m 0
= z ||<1\~/I">%hk||2+2 Z (hj; < M" > ¥y )2y,
k=m+1 k=1j=m+1
En raison de la symétrie de < M" >* on peut écrire

| < M">* — 0, < M" > *11,, |3

0

I

| <M 5 |12 + Z Z(hk%wﬁhf)ﬁ

k=m+1 j=m+1k=1
<2 Z | < M" > ¥ ||2=2 Z <h; <M" > by > .
k=m+1 k=m+1

Si Z7(H) est le sous-espace de dimension finie des applications linéaires
de H™ la condition (i) implique pour tout # > 0 et ¢ > 0, ’existence d’'un m
tel que

(1.5.1) supP"{|| < M" >}~ L, < M" >, |, > 7} <.

Vol. 20, n°® 4-1984.



336 M. METIVIER

La condition (ii) implique pour tout ¢ l'existence dun p > 0 tel que

(1.5.2) sup P"{ || <« M" >, > p} <e.

Les conditions (1.3.1) et (1.3.2) impliquent que pour tout ¢, les lois
des variables < M" »# a valeurs dans %,(H ; H) vérifient les conditions
de la proposition 1.3. D’ou le corollaire. ]

1.6. THEOREME. — On suppose que la suite (M"), > o de martingales vérifie
Phypothése du théoréme 1.4 ou du corollaire 1.5, pour une suite (t); ty 1%
et que la suite de processus croissants ( < M" 3 )u> o vérifie la condition [A]
de la définition 1.1.

Alors la suite (P"),5¢ des lois des (M") est équitendue dans D(R* ; H).

Démonstration. — Une extension immédiate d’un résultat de R. Rebol-
ledo (cf. [7] et aussi [6] pour une exposition) montre que si les processus
< M" 3 vérifient la condition [A ], il en est de m&me pour les processus M™.
Le théoréme de Aldous [/] rappelé au début donne donc immédiatement
la propriété d’équitension pour la suite (13"),,30. ]

2. UN PRINCIPE D’INVARIANCE POUR MARTINGALES

2.1. CADRE ET NOTATIONS.

Nous considérons un « triplet de Gelfand » d’espaces de Hilbert :
V ~ H ~ V’, espace H étant identifié a son dual H".

En plus de ce triplet, nous considérons un espace de Banach W tel qu’on
ait les injections continues V ~ W ~ V.

Nous noterons (.;.)y (resp. (;)y) le produit scalaire dans V (resp. H),
réservant le crochet <, > pour la dualité entre un espace et son dual.

Nous considérons une suite {(XM);»0: Ne N} de processus définis
respectivement sur des bases stochastiques (@, (Z1)z0, PY) tels que

2.1.1) Lo XM@) e L([0, T]; W) A D [0, T; V]

pour tout T > 0 et tout we OQN.
On suppose que pour tout Ne N et ge W, bN(g) est un élément de V'’
tel que

t
(2.1.2) XN =X§ + J bNXS)ds + MY

0o
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Le processus MM étant une martingale de carré intégrable cad-lag a

t
valeurs dans H (pour la filtration (#~, PN)) et le processus <J bN(Xf)ds>
étant a trajectoires dans C(R* ; V). 0 120

2.2. On formule les hypothéses suivantes sur XN et sur la martingale MN :
(en)nso est une suite de nombres positifs décroissants avec Nlim en=0
—> 00

(Hy) i) Pour tout T >0 et ¢ > 0 existe pr > 0 tel que

lim sup EN {sup || XF||w) < o0
s<T

ii) Pourtout T=>0p>0

1

1
— AXY
\/EN t

AXY

>p}=0
v

< o0
v

lim PN { sup
N

tsT

iii) sgp Sltlp
(H2) Pour tout ge W, a™(g) est un élément de .#;(V ; V') tel que

t
i) <MN> = <j aN(XsN)ds> a trajectoires dans C(R*; #1(V; V")) .
0 t20

it) Pour toute base (v;) orthonormée de V existe une famille positive (o)
avec Zoy < oo et quels que soient N et g : < vy, aNg)ve > < x| £ llwou
(noter que ceci implique : a™(g)e Z1(V ; V')).

(H3) Pour tout ge W, ueV

1
li%]n < u, <— aN(g) — a(g)>u > =0, avec a(geZL(V;V).
EN

(Hs) 11 existe fe C(R* ; H) n LE(R* ; W) avec pour tout T

f‘(lIT’ I f()llw < pr,
telle que

1 1
Yu, veV lim E<< u, |:— aNXF) — —aN(f(s)):lv >> =0
N- oo N EN

pour presque tout se R*.

1
2.3. THEOREME. — Sous les hypothéses (H,) a(Hy) la suite ( MN>
EN N20

de martingales converge faiblement dans D(R™ ; V") vers le processus gaussien
g g p g
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338 M. METIVIER

continu a accroissements indépendants centrés de covariance C(t) e £1(V; V')
définie par

t

Yu, ve\/<u;C(t)v>=J <u;a(fS)w > ds
. 0
Démonstration.

1) Compacité faible de la suite des lois des M™.

L’hypothése (H,) entraine avec (H;) pour tout t < T et & > 0 ’existence
de pr > 0O tel que :

t 1 .
lim sup PN {j — || aNX) || 21w vrds > pTC} <e¢ pour C= Tz -
0 &N

k

La condition (ii) du corollaire (1.5) est donc vérifiée pour la martingale
1
A/ EN

Si maintenant (u;) est une base orthonormée de W les conditions (H,)
et (H,) impliquent pour tout t < T, ¢ >0 :

. 1
lern sup PN { Z <ty;— <MN> > >Tpe) zak} <e
-0 SN
k=m

k=m

MN 3 valeurs dans V’.

ce qui fournit immeédiatement la condition (i) du corollaire 1.5.
En outre la condition de Aldous résulte immédiatement de la majoration

TN+ O
PN { j “ aN(Xy) ”gl(\/,\/')ds > pT(SC } <e
2) Convergence faible.

Notons PN la loi de la martingale Yx = MM

1
Jen

Nous avons seulement & prouver que pour toute suite convergente
extraite de (PM)nev (que nous noterons encore (PN),y pour simplifier)
la limite P est solution sur C(R* ; V) du probléme de martingale suivant :

(&)i>0 désignant le processus canonique dans C(R* ; V') pour tout ve V
le processus réel ( < v, &, > );»o est une P-martingale locale et

(2.3.1) <v,§,>z—Jt<v;a(f(s))v>ds

0

est également une ﬁ-martingale locale.
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Notons que (H,) (ii) implique pour la limite P datre portée par C(R*; V).
La‘formule de Ito appliquée a la martingale réelle < v; YN > et ala
fonction ¢ € C donne
t N

1

2.3.2) o(<o,Y>)= E[ P"(< 5, YN >) < 0, (XNs) > ds

0 éN
[P(<2,YS >) - <0, YN >)

s<t

- <0 AYN > 9 (<, YN >)
1
<0 AYN >2p"(< v, YN > ):| + M}

ou M™? est une martingale sur (Q~, Z~, PN)
Sur T'espace canonique D(R* ; V') définissons le temps d’arrét 1, pour
o > 0 par

=inf { t;|| &l > o}

et considérons une fonction ¢,e Cg¥ telle que

Plx)=x st |x[<|lv|l(e+T7)
avec

r == sup sup I AXY |y
N t

1
T
Si 7 est le temps d’arrét sur (QN, #N, PN) défini par
we=inf { £; || YN ||y > o}
on a, pour Fe %, FN:=(YN) " {(F)e #Y
EN{1H( < 0,80, > — < 0,&ne, >) )

=EN{IF[(PG((<U,£:A,,>)—§0(<U, éS/\T‘,,>)]}'
Or :

EN{le(< D,Y,N,\ty> - <U,YSNM;§>)=0
(puisque, pour t < &, @J( < v, YI- > = 0) et
o<, YN>)—(<0, YN >)— <0, AYN> o < v, YN >)=0.

Comme @ @ < v, & ., > ) est P-p. s. continue, on a, puisque PN converge
vers P :

E{15(<0,&ne,> — <0,&ne,>)} =0,

at oo

et hmP{taZT}<li1msgpl~’N{ra>T}=0 pourtout T > 0.

Vol. 20, n° 4-1984.



340 M. METIVIER

Donc : ( < v, & > );»0 est une martingale locale.
Remplagons maintenant ¢, par y,eCR telle que :

Yox) =x> si Ix|<llvll@+7).

On a cette fois

TA T
EN{IF[ <O Epe, > 2= <0, > — J < v a(f(D)p > d‘cj|}
: t AT aN
:EN{IF[<U,Yﬁ\r;j>2—<v,Y§"M§>2—J‘ <o,— (XY > dr
sAtl éN
t AT aN
+f |:<u,£—(X§)v>—<v,a(f(r))u>]dr]},
sAatl N

d’ou
ATy

(2.3.3) EN{ 1F[< v, Ene, >2— <1, 5“,¢>2—J <v,a(f()w > dt]}

SA Ty
T
< j EN
0

n L <u [i;; (f(0) — af f(r))}u > dt.

dt

aN N aN
< v,ligﬁ(X,) — a(f(t))]v >

Draprés (H,) (i), (Hy) (i) et (Ha)

EN

< [Z—N (X2) = Z—N (f(r))]v > 1 < 2C v |PEY (sup | X5 [|w) < 0

et lim EN ["N x & —0
lim Y| < o] () —g(f(r))]t» ' =
donc
t aN aN
(2.3.9 J EN v,[——(XE’)——(f(t))]v> dt =0
0 f'IN N
Enfin (H;) implique
t aN
(2.3.5) f <v,|:—(f(‘c)—a(f(‘c)):|v>d1:=0.
[ N

Les inégalités (2.3.3), (2.3.4), (2.3.5) impliquent (2.3.1).
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3. EXEMPLES

3.1. On se place dans la situation considérée par L. Arnold et M. Theodo-
sopulu [3] et P. Kotelenez [4]. L’espace H sera I'espace (L?(S))’ évidem-
ment identifié & L*(S)), ou S:= [0, 1]. L’espace V sera un sous-espace H,
ou H, est le sous-espace suivant de ’espace de Sobolev H? :

H,={u:ueH, Du0) = Du(l)=0 pour k=1...q—1}.
Pour g = 0, on pose Hy:= L%(S).

Pour chaque valeur de N IV est Iintervalle }i ,ﬂ] et hY est la fonc-
tion indicatrice : AN = lyn,i+ 1 € H. N° N

On note HY le sous-espace de dimension- finie de H engendré par
WY, ..., h\.

La suite de processus considérée (XMnso est une suite de processus
de Markov de sauts purs, X™, prenant leurs valeurs dans Hf. On a donc :

N

(.1.1) W=2@W

i=1

XNij=1...N étant les coordonnées d’un processus de Markov dans
RN,

Cette suite de processus de Markov a valeurs dans Hg considérée dans [3]
et [4] a Iinterprétation suivante : X' est la masse moyenne par unité de
volume (densité) de I’ensemble des particules dun certain type (chacune
de masse ey « trés petite ») présentes dans la cellule IY a l'instant t. Chaque
arrivée ou départ d’une particule dans la cellule IY¥ 4 I'instant ¢ (soit par
naissance ou mort ou provenance d’une cellule voisine ou départ vers
une cellule voisine) se traduit par un saut de X™ d’amplitude Ney. On
étudie le modele « limite » du modéle fourni pour N « grand » et ex « petit »,
c’est-a-dire pour N — oo et ey | 0 dans des conditions de normalisation
données.

Comme pour tout processus de Markov la loi PN de XN est solution d’un
probléme de martingale : pour toute ¢ e Cg(HY)

t
G2 o) = o) + || Lo + M
0

o M™¢ est une martingale.
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Le générateur LN s%écrit pour ge HY, ¢ € C¥(HE)
(3.1.3) LNp(g) = < bN(g), Do(g) >
+ Trace a™(g) - D?o(g) + Z R2op(g, m)yN(g, m)

ou bN(g)e HF, Do(g) : dérivée de ¢ en ge(HYY, a™(g)e Z((HF);HF), D?¢(g) :
dérivée seconde de ¢ en g est un élément de L(HY; (HY |), R.o(g, m)
est le reste de Taylor d’ordre 2 de ¢ en g pour un accroissement m et y~(g, m)
est la probabilité instantanée d’un saut d’amplitude m quand le processus X}
esten g (3).

On déduit facilement de (3.1.3), suivant une démarche traditionnelle
que le processus XN satisfait également la formulation suivante du pro-
bléme de martingale (non équivalente en raison des sauts) :

t

(3.1.4) XN =X} + f PNXN)ds + MY,

0
MY étant une martingale locale a valeurs dans H telle que
t
(3.1.5) <MN>t=JaN(XSN)ds,
0

le processus < MN > prenant ses valeurs dans Z(HY ; HF).

Arnold et Theodosopulu donnent des conditions pour que la suite (XV)
converge dans D(R* ; H_,) ou D(R* ; Ho) vers une fonction déterministe f
a valeurs dans Hy. Ils abordent ensuite le probléme de la convergence

1
faible de
A/ €N

Dans le cas considéré par Arnold-Theodosopulu [3] et Kotelenez [4]

N
on a pour g:= ZgNlhfl
i=1

MN. Cest ce probléme que nous traitons ici.

N

(3.1.6) N(g) = Z%(g“”’)hﬁ“ + DANg

i=1

- 1 o ‘ 1
() On a dailleurs yN(g, m) = N M) siom = exNRY, YNg, m) = gu(g”") si
2 N

m= — 8NNh¢N, VN(ga m) = 2New (ng) sim= SNN(hP+1 - h?’) ou m = 3NN(hP—1 - h{q) les

fonctions 2, u étant des fonctions positives.
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ou D est une constante, € est une fonction uniformément Lipschitzienne
de R* dans R* de la forme suivante :

(3.1.7) %u) = Mu) — u(u) A et u étant deux applications uniformément
lipschitziennes de R* dans R* avec en outre p(0) = 0 etou AN
est le Laplacien approché d’ordre N défini par :

(3.1.8) )
AN()~— N2 x+i+ (x—i — 2g(x) ] si l<x<1—1
¢ N2 x+1 —g(x)) si 0<x<1
g N SXSY
N2|: (x ! g(x):| si 1 ! <x<1
-—=< - ——=<x<
| YN N
On définit par ailleurs :
(3.1.9) |6 | () = AMu) + pu).
On remarque que (3.1.6) s'écrit pour tout g€ HY
(3.1.10) (u; bN(g) = (u;%(g)) + D(A™u; g).

La fonction a™(g) est définie pour u, ve HY

(3.1.11) (@@ 5 V), = (@X(g)u; VIu, + (a(gu; V)ug

avec

N
(a¥(g)u; v)w, = Nen Zl% [ (gAY 5 oY 5 D)sao »
soit =t
(3.1.12) (@(g)u; V), = en(1€ | ()u; V),
(en notant que \/ﬁhlf, i=1...N est une base orthonormée de HY),

et, en notant (;)o au lieu de (;)u,, pour simplifier,

N

-1
(@X(g)u; v)o = DN38N[ gV (s WY = hY)o(v; B 1 —hl)o
1

z

i=2
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Si on note VY et VY les « gradients approchés a droite et & gauche d’ordre
N » définis par

P

_ . T 1
VY u(x) := N_“(""‘ﬁ)—u(x)_ si 0<x<1—.ﬁ
0 si 1——<x<1
(3.1.13) S 1 : 1

Nu(x——)——u(x) si —<x<1

VR u(x):= L N ] N .

10 si 0<x<—

' N

on peut écrire
(3.1.14) (@ v) = Denl(gV™u; V¥o)o + (gVu; V¥o)o].

On remarque que les formules (3.1.10) & (3.1.14) gardent un sens pour
tout g € Ho, et que, par conséquent, le processus X~ considéré comme pro-
cessus d valeurs dans Ho (ou Hp!) est solution du probléme de martingale

défini par (3.1.4) (3.1.5), les coefficients bN et aN étant définis par (3.1.10)
a3.1.14).

3.2.Cas 1 @ V=H, W=L>

Cette situation correspond au cas considéré par L. Arnold et M. Theo-
dosopulu [3] dans laquelle on considére non pas les processus XN mais
les processus X" arrétés de la fagon suivante :

inf{t || X |l = p(t
(32.1) {TN n {N ” t” p()}
Xr = X!/\IN

ou p est une fonction croissante telle que ’équation d’évolution

of > f
= (g9 =D a—qz(t, q9) + €/ q)
(3.2.2) Seo=Ye1n=0
d0q oq
10, q)e H,

a une solution unique fe CYR™*, Hp) n C(R*, H,) telle que

sup [| ()l < p(T) = 1.

(Dans les hypothéses sur % faites dans [3], une telle solution f et une telle
fonction p existent).
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La suite de processus (XN)nso satisfait trivialement (H,).
L’hypothése (H;) (i) est exprimée par (3.1.5), tandis que (3.1.12) et
(3.1.14) impliquent pour tout u, veH, et geL,,

(3.2.3) (@ (g)u; v)o < Kenll glloo luells 10l

pour une constante convenable K.
Le fait que H, ~ H; soit de Hilbert Schmidt implique immédiatement
(Ho) (i) avec oy = || x|l

Définissons maintenant pour tout u, ve H, :
(3.2.4 (a(gu; v)o = (1€ |(gu; v)o + 2D(gVu; Vuv)o .
Pour tout ge Hp on a

(a(g)u;v)o S Kl gllw [lullz [Vl

ce qui implique que a(g)e Z1(V; V).
En outre

don ( LI e “(g)}”>° “_L DEZ((E;M - ; u;E

3

IR 2D
u;—ai(g) —a@u) | <l gllo llulls lullz.
EN 0 N
(On utilise la propriété

1
(” (V¥u — Vi) |lo < llully || VYU — Vulo < |l us ”N [l u ||z>

Ceci implique la condition (H3).
Il est montré par ailleurs dans [3 ] que, si on fait les hypothéses suivantes :

[A.T.1] Iggn Neny =0,
[A.T.2] I\l]l_l”l;lo | X5 = £(0) ]|, = 0,
la suite (X™)neny considérée dans [3] est telle que pour tout T > 0, tout ueH,
ettout 6 > 0
(3.2.5) hm PN{ sup |(|X} —f()];

O<t<T

(cf. aussi [4], page 12).
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On a donc pour tout y,veH, et s < T

lE < u, [i AR — L o f(s))]v > \ <

EN 8—
E(K|(IX5 =/ @)1 v)ollus 1) +D E(|XF=f()]; o)ol[[V¥uflo+]| V¥u [|o]]

K désignant une constante de Lipschitz pour | % |. Comme || Viu ||o < || u |1
Pinégalité précédente et la convergente vers zéro de E(|XY—f(s)|; vo)
(comme conséquence (3.2.5) et de | XY — f(s)| < 2p(T) pour s < T)
impliquent la propriété (Hy).

On peut donc appliquer le théoréme 2.3. On retrouve ainsi le résultat
de [4].

~ PROPOSITION. — Dans les hypothéses de [4] les lois des martingales

TW convergent faiblement dans D(R* ; H_,) lorsque N — oo wvers
EN

le processus gaussien continu @ accroissements indépendants centrés de

t
covariance C(t) e Z1(H,; H_,) ouC(t) = j af(s)ds, a étant défini par (3.2.4).
0

Remarque. — Nous avons montré la convergence faible des lois des
martingales MN sous 'hypothése Nexy — 0 et sans P’hypothése N2ey — oo
comme dans [4], page 49.

3.3.Cas 2 1 V=Hy, W=H_,.

Cette situation correspond au cas étudi¢ dans Kotelenez [4]. Sous
I’hypothése lilgl Nen = 0 et li!{]n || X§ — f(0)||-2 = 0 en probabilité on a,

pourtout T>0etd>0:
(3.3.1) lim PN{ sup ||XN—f(t)||-2>6}=0
N— o0 0<t<T
Dans ces conditions les hypotheéses (H;) et (H2)i) sont vérifieées. On peut
écrire maintenant pour tout u, ve Hj et ge Hop

(@ (gu;v)o <Kexllgllolllu.vilo+l VVu. Vv llo]<Kenllgllo N ull2 vl

Comme H; ~v H, est de Hilbert Schmidt, on voit que (H,) (ii) est vérifiée
avec oy = || vy ||3.

(H3) est vérifiée comme ci-dessus pour le cas 1 (3).

(®) On a dailleurs a™(g) e #1(Hs; H-3) et de méme pour a(g).

Annales de I Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



MARTINGALES A VALEURS DANS DES ESPACES DE SOBOLEV 347

Enfin, pour la propriété (H4), on a pour tout u, ve Hy :

‘E <u, [ aN(xy) — —aN(f(s))]u > l
< K'E( || XE=f ) [|-2)([[uv [|2+]] VEuVED ||+ || VUV ||2)
< 3KE(|| XY = f) [|-2) Nl ulla N0l

pour une constante K’.
La relation (3.3.1) et la majoration

sup || X§ = f(s)[|-2 < 2pr
t<T

impliquent
lim E || X5 = f(s)[|-2 = 0

et la propriété (Hy).
Le théoréme 2.3 redonne ainsi le résultat de [3] (théoréme 2.1) sans
d’ailleurs utiliser la condition lig[n N2gy — 0.

3.4. Cas 3 :V=H;;W=H,.

Nous nous plagons dans les hypothéses du théoréme 11 de Kotelenez [4].
On suppose non seulement liI{In Nen = 0 mais I;irn N3gy = 0. Dans ces

conditions lorsque 1311520 || X8 —£(0) |lo=0 on a, pour tout T > 0et 5 >0 :
(3.4.1) Hm PN { sup || XY —f(t)|o>6}=0
N 0<<T

En raisonnant comme dans le cas 2 ci-dessus, on obtient facilement les
propriétés (H,) (ii) et (H3) pour V = Hj et la propriété (H,) résulte de :

1 1
E <u, [—~ aN(Xs) - gaN(f(S))]v > < 3KVE([| XS = f() [lo) lull2 Nl v ]2

EN

On obtient donc la proposition suivante non démontrée dans [4].

PROPOSITION. — Pour la fonction € considérée par Arnold et Theodo-
sopulu et avec les hypothéses suivantes :
lim N3gy =0
N- oo

lim [1X3 = £0) lo = 0

les lois des martingales MM convergent faiblement dans D(R™ ; H _3),

1
/o
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lorsque N — oo vers le processus gaussien continu d accroissements indé-
pendants centrés de covariance C(t)e £1(H3; H-2) ou, pour tout u, ve H

(u; Ct))o = j t [(IZ 1 (f(s)u;v)0 + 2D(f(s)Vu; Vo)olds .
0
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