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RisuME. — Soit M(Q, «7) I'espace de Banach de toutes les mesures
bornées, sur un espace mesurable (Q, «7). Soit ¥ une sous-classe de .«/.
Nous considérons lopérateur J: M(Q, &) — [®(®) défini par J(p) :
(u(C))cee- Nous montrons que J est de type 2, si et seulement si, il est de
type p pour un certain p > 1, et que cela arrive, si et seulement si, € est
une classe de Vapnik-Cervonenkis. Les démonstrations reposent for-
tement sur des idées de Dudley. Une application aux espaces de Banach
est donnée, qui généralise un résultat précédent de Milman.

SuMMARY. — Let M(Q, <) be the Banach space of all bounded signed
measures on a measure space (€, 7). Let € be a subclass of /. We consider
the operator J : M(Q, &/) — [®(®) defined by J(p) = (u(C))cee. We show
that J is of type 2 iff it is of type p for some p > 1, and that this happens iff €
isa Vapnik-éervonenkis class. The proofs rely heavily on some ideas of

Dudley. We also give an application to Banach spaces which improves
a previous result due to Milman.
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§1. INTRODUCTION e i
Nl ol 7O el

Dans leur étude de la loi des grands nombres pour les distributions empi-
riques, Vapnik et Cervonenkis [/8] ont considéré les classes € formées

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques - Vol. 20, 0246-0203
84/04/287/12/$ 3,20 /© Gauthier-Villars 11



288 G. PISIER

de parties d’'un ensemble Q pour lesquelles il existe un entier k tel que,
pour toute partie & k éléments A < Q, I'ensemble {ANC|Ce% } ne
contienne pas toutes les parties de A.

Dudley [/] a étudié¢ ces classes de parties sous le nom de classes de
Vapnik-Cervonenkis (en abrégé classes V. C.); comme lui, nous note-
rons v(®) le plus petit entier kK = 1 possédant la propriété précédente.
Dudley et ses collaborateurs ont montré, parmi bien d’autres choses,
que I'on a pour ces classes un théoréme limite central ([/]), une loi du
logarithme itéré ([/0]) et un principe d’invariance ([3]) pour les distri-
butions empiriques.

Nous renvoyons a [4] pour plus de détails.

Le but de cette note est de remarquer que le point de départ des travaux
de Dudley (précisément le théoréme 7.1 de [I]) s’interpréte « naturelle-
ment » dans la théorie des opérateurs de type 2 (cf. [8]). Pour un autre
exemple ou une telle interprétation s’est révélée utile et « éclairante »,
voir [19].

Nous donnons aussi une application aux espaces de Banach qui améliore
un résultat de Milman [/3].

Soit (Q, &) un espace mesuré et soit ¥ — &/ une classe d’ensembles.
On note M(Q, «7) I'espace de Banach des mesures y bornées sur Q munies
de la norme || u|| = | u|(Q). D’autre part, on note [*(%) 'ensemble des
familles bornées de scalaires (réels ou complexes) x = (X;)ic¢ muni de la
norme.

IIxllw = Sup | x;|.
ie¥

On peut alors considérer l'opérateur J : M(Q, &) — [I°(%) défini par
I = (WO)ces ,

qui est évidemment de norme || J|| < 1.

Soit (g,) une suite de v. a. indépendantes équidistribuées, a valeurs + 1,
et telles que P(e, = 1) = P(e, = — 1) = 1/2.

‘On dit quun opérateur u : X — Y (entre espaces de Banach) est de
type p ¢’il existe une constante C telle que, pour toute suite finie (x;) d’élé-
ments de X on a :

Ell Zem(x:) [| < CE || x: [|7)M7.

On notera T,(u) la plus petite constante C vérifiant cette propriété. (Signa-
lons que seul le cas 1 < p < 2 est intéressant).
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REMARQUES SUR LES CLASSES DE VAPNIK-CERVONENKIS 289

Nous pouvons alors énoncer (')

THEOREME 1. — Avec les notations précédentes, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

i) € est une classe V. C.
ii) J est de type 2.
iii) J est de type p pour un p > 1.

Supposons que € soit dénombrable. Alors ces propriétés sont équivalentes
a iv), il existe une suite a, > 0 tendant vers 0 avec les propriétés suivantes :
pour toute probabilité P sur (Q, &), la suite des mesures aléatoires

1
est telle que — Sup | v,(C)| est « stochastiquement borné » sur (QV, PV),
a, Ce¥

n

cest-da-dire que : Ve > 0 IRVn

P {(w,-)ilguglvn(cn >a,R}) <.

v) Avec les mémes notations qu'en (iv), il existe une suite a, | 0 telle que,

pour toute probabilité P
sup i Sup | vi(C)| < o0 p.s.
n a, Ce¥

Remarques. — a) L’équivalence entre (ii) et (iii) est plutdt surprenante.
On peut se demander si, dans la situation précédente, 'opérateur J se fac-
torise par un espace de type 2 (c’est-a-dire par un espace dont I'opérateur
identité soit de type 2). En effet, James [9] a précisément montré que c’est
le cas si 'on considére Q = N et € formé des intervalles d’entiers ; on en
déduit (par exemple par ultraproduit) le méme résultat pour Q = [0,1]
et ¥ l'ensemble des intervalles. Cela correspond donc exactement a la
situation du théoréme classique de Glivenko-Cantelli.

b) Au sujet de I'implication (iv) = (i), signalons quun résultat de méme

\ . . - 1
nature est démontré dans [5] qui contient en particulier le cas a, = —.
n

L’équivalence (i) < (v) montre que les classes V. C. sont précisément
celles pour lesquelles on a une loi des grands nombres « uniforme » pour

(*) Je tiens & remercier Joel Zinn d’avoir attiré mon attention sur les questions consi-
dérées ici.
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290 G. PISIER

les distributions empiriques (i. €. Sup | v4(C) | tend vers O p. s. d'une maniére

uniforme sur P). Notons pour ﬁni(;E zue Iéquivalence entre (iv) et (v) résulte
aussi des résultats généraux de [/]], ou bien aussi de [17].

¢) Par des méthodes de [8], on déduit aisément du fait que J est de type 2
que 'on a, dans la situation du théoréme 1 (iii)

Slnlp\/;lE%uglvn(C)l <o

Sup /L Sup | v,(C)| < 0 p.s.
n 2 log log n ce%

C’est-a-dire que I'on a la « version bornée » du théoréme limite central et
de la loi du logarithme itéré. Aux prix de quelques complications, on pour-
rait aussi dériver la version « compacte » de ces théorémes (obtenue dans [/]
et [10]) d’une propriété de ’opérateur J, nous ne le ferons pas.

d) Bien entendu, on peut remplacer ’hypothése « ¥ dénombrable »
par une hypothése convenable de séparabilité du processus (v(C))ces.

et

§2. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Soit [® une probabilité sur (Q, «¢). Suivant Dudley, on associe a P une
distance (ou plutot un écart dp sur o/, de la maniére suivante. On pose

Vised  dplt, s) = PEAS) = || 1, — 1, |l

Soit T un ensemble muni d’un écart d. Pour tout ¢ > 0, on notera N(T, d; ¢)
le plus petit nombre de d-boules ouvertes de rayon ¢ qui forment un recou-
vrement de T.

L’entropie métrique (i. e. Log N(T, d; ¢)) a été introduite dans ’étude
des processus gaussiens dans [2]; plus récemment, Dudley s’en est servi
dans son travail [/] visant & généraliser le théoréme de Kolmogorov-
Smirnov (i. e. le théoréme limite central pour les distributions empiriques)
a des classes d’ensembles plus générales que les intervalles. Nous reprenons
ci-dessous 'idée essentielle du théoréme 7.1 de Dudley [/]. Le théoréme
suivant n’en est quune reformulation plus précise.

THEOREME 2. — Soit P une probabilité sur (€, ). Posons Np(e)=N(%, dp; ¢).

On a alors

Log N
(1) W)z sup BN
0<g=1
- max{l;Log—}
€

ou a > 0 est une constante numérique.
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REMARQUES SUR LES CLASSES DE VAPNIK-CERVONENKIS 291

La démonstration du théoréme 2 utilise plusieurs lemmes. Le premier
est dii indépendamment a Sauer [/5], Vapnik-Cervonenkis [/7] et Shelah.
Il joue un role fondamental dans I’étude des classes V. C.

LEMME 3. — Pour toute partie finie A = Q ayant exactement n éléments

(nz1),ona-:
| A éZC>=¢(U,n)

ou I'on a posé simplement v = v(¥).
Notons tout de suite que pourn = 2,0n a

ni n\’ v/
(P(U, n) é Z 1 é - T
J! v/ j!
Jj<v Jj<v
d’ou

2 o(v,n) < <E> e pour n=v.
v

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant qui est le point crucial de
la démonstration du théoréme 7.1 de [/].

LeMME 4. — Soit ¢ > 0. Soit (A;);<n une famille de parties de Q telles
que P(AAA;) = &* pour tout i # j. Soit K un entier tel que

3) N1 —eH)* < 1.
Alors il existe des points wq, ..., wx dans Q tels que
Vi #j (AAA) N {1, ..., 0k} # D.

Démonstration. — (On suit fidélement Dudley [/], p. 922).

Soient Ty, ..., Tx une suite de v. a. indépendantes équidistribuées a
valeurs dans Q et de loi P.

Alors, pour i # j et m < K fixés, la probabilité que T, ne soit pas dans
AAA; vaut 1 — P(A;AA)) <1 — ¢ Donc

Proba { (AAA) N {Ty, ..., Tx} = O} < (1 — &)X,
Par conséquent la probabilité qu’il existe i, j < N pour lesquels ce der-

nier événement se produit est majorée par N2(1 — )X, La conclusion du
lemme est donc claire.

Démonstration du théoréme 2. — Soit (A;)i<n une famille maximale
d’¢léments de € tels que dp(A;, Aj) = ¢ pour tout i # j. On a nécessaire-

Vol. 20, n° 4-1984.



292 G. PISIER

ment N = Np(e) par la maximalité de N. Soit alors K comme au lemme 4.
D’aprés les lemmes 3 et 4 on a nécessairement (d’aprés (2))

4 N < o, K) < (%I—(—>v si K=v.

Pour que l'on ait (3), il suffit que 2 Log N+K log (1 —¢?) < 0, on peut

2 2
donc prendre K = [—2 Log N] + 1. Supposons que E—ZLogN =v=1,
€

4
de sorte que K = v et K £ — log N. On tire de (4)
€
Log N 4e Log N
< Log|—5 |+ Log .
v € v
Comme Log x < X pour x > 0, on obtient
e

1\ Log N 4
() (1 - ~> 87 < 1Log —f
v &€

2
d’ou on tire lestimation (1). [On notera que si - Log N < v, alors (5)
€

est encore vérifiée car ¢ < 1.]

Pour démontrer le théoréme 1, nous utiliserons une majoration (mainte-
nant bien connue) pour les processus gaussiens ou sous-gaussiens, qui est
diie a Dudley. Pour la démonstration, cf. par exemple [12], p. 25.

LEMME 5. — Soit xi, ..., x, des fonctions bornées sur un ensemble T.
On pose d(s, t)=(Z | x{t)—xi(s) |*)}/? pour tous s, t dans T.

(6) Ell Zeixi[liery = D { SUTP X1 x(t) )2
te
+ J (Log N(T, d; £))!/?de } ,
)

ou D est une constante numérique.

Démonstration du théoréme 1. — Montrons tout d’abord (i) = (ii).
1
Soit uy, ..., u, dans M(Q, o). Soit P = —————2] Wil Q)] il
' 1l QP £
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REMARQUES SUR LES CLASSES DE VAPNIK-CERVONENKIS 293

Alors P est une probabilité sur (Q, /) et on a
T ut)—pls) 1> < | | (¢As)* < || i |1*P(tAs).
On déduit donc de (6)

Ell Zed(pi) iy < D{(Z || i |1%)*? } (1 +J (Log Np(s))l/zda).
0
D’aprés (1), on conclut que J est de type 2 et
() T(J) = D( + o«'/v(#))

ou D et o’ sont des constantes numériques.

(it) = (iii) est trivial.

(iii) = (iv) est standard, cf. e. g. [8]. En effet, par des arguments de
symétrisation classiques, on montre que l'on a (en supposant (g;) indé-
pendant de (w;))

{ El| 21300, —P) | £ El| Z1J(00; —Fwi.) |l
® = El|Z1ed(00; — dayin) | S 2E1 Z16:(00,) 1]

[La premiére inégalité s’obtient en intégrant par rapport aux w;+n a 'inté-
rieur de la norme et la derniére résulte de I'inégalité triangulaire ; ’égalité
résulte de la symétrie de 6, — do,, -]

On en déduit donc

El| 21160, — P) || < 2T,()n'"

d’ou E Sup | va(C)| < 2T, (In~ ', avec 1+ i, =1, ce qui entraine évi-
Ce¥ p D
demment (iv) avec a, ~ n~ /7',
Suivant les mémes idées, on montre aisément que (iii) => (v). En effet
(iii) entraine que la série X{n"*J(J,,, — P) est convergente, si > 1/p, p. s. et
dans LY(PVN ; [°(®)) ; d’ou (d’aprés le lemme de Kronecker) la convergence

n~¢* ZJ(&M - P

i=1
1/p < a < 1. On a évidemment (v) = (iv). Il ne nous reste donc plus qu’a
montrer que (iv) = (i).
Supposons donc (iv). Il résulte alors des inégalités d’Hoffmann-Jérgen-
sen (cf. [7], p. 163-165) que

, ce qui donne (v) avec a, = n*~!

p. s. vers 0 de et

1
Sup — E Sup | v(C) | < o0
n Q4 Ce®

n
pour toute probabilité P sur (€, <).

Vol. 20, n° 4-1984.



294 G. PISIER

Soit (g;) une suite de v. a. de Bernoulli indépendante de la suite (X;).

On peut évidemment supposer que sup < B < o0.

L]

1

na,

Posons ®(P) = sup E sup | { Z1&idw;, C > | (ou I'espérance porte sur
n Ce¥

tous les (g;) et (w;).).
On a alors ®(P) < co pour toute probabilité P.
En effet, on a (d’aprés (8))

Q(P)§ﬁ+31:p( ! )Escug|<2'{si(5w,-—ﬂ3’),c>|

na,

1
< B+ 2sup— Esup|v(O)].
noa €

Donc ®(P) < oo.
Nous allons maintenant montrer qu’il existe une constante C telle que

n

) PP) =< C pour toute probabilité P .
Pour cela, montrons tout d’abord que si Qo, Q; sont deux probabilités

sur (Q, o), si0=a=<letsiP=0aQy+ (1 —2)Q;,ona

D) = a®(Qo) -

En effet, on peut trouver sur un méme espace de probabilité, (', P) des
v.a. Y% et Y! & valeurs dans (Q, /) et de lois respectives Qq et Q; ; soit
alors X, la v. a. définie sur Q” = ({0,1} x Q)" de la maniére suivante

Xul(te, i) = Y(wp) .

On munit Q” de la probabilité produit infini de (ado+(1—0)d1) x P,
de sorte que les v. a. (X,) sont indépendantes équidistribuées et de loi P.
Posons | plg = sup {| w(C)|,Ce¥} pour tout u dans M(Q, .«/). On
peut écrire, pour (tx, wi) fixé dans Q"
E. | Z1e0x, l¢ = Eo| Zieilg=0)0x; e

= [ | Zheilg=0)0vow) e -
D’ou en intégrant en (t;, w})

(nan)‘D(P) 2 [E(n) E(w;) .| Z'isi]‘(ti=0}5Yo(w’i) le

= E(w;) . | Z'iﬁiaéYo(wé) |<¢€

(On a utilisé I'inégalité de Jensen par rapport aux variables (t;)). On a
donc finalement I'inégalité annoncée ®(P) = ad(Qo).

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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L’inégalité (9) en résulte, car sinon il existerait une suite de probabilités P,
sur (Q, o) telle que ®P;) = 4% pour tout k; on aurait alors, pour
P = ZP27%P;, ®P) = 27 *®(P,) = 2%, ce qui contredirait le fait que
®(P) < o0.

Enfin, pour conclure, montrons que (9) entraine (i). Supposons que €
n'est pas une classe V. C. Alors pour tout k, il existe une partie
A = {0y, ..., o} de Q telle que toute partie de A soit de la forme Cn A
pour un C dans €.

Notons que I'on a alors trivialement :

1
(10) | Zhotibo, e = 52 loi| V(o) e Rk,

On va aboutir a une contradiction.
En effet, soit (Z,) une suite de v. a. indépendantes a valeurs dans Q,

1
de loi Q = %Z’iéwi. On a ®(Q) < C, donc, pour tout n,
E|X%ei0z, l¢ < Cnay.

SOth():{Z,?éZJ,Vi#]én} n2
Supposons n? < k/2 de sorte que Proba(Qo) > 1 — . >
écrire

. On peut

N =

Elg, | X1€idz, l¢ < Cna,

d’ou d’aprés (10) < Cna,,

S

ce qui contredit Ihypothése a, - O quand n - . C.Q.F.D.

REMARQUE 6. — On déduit de (7) que I'on a :
(10) T0J) < C'J/u®)

pour une constante numérique C'.
On peut remarquer que 'inégalité inverse est aussi vraie :

(11) T(J) =2 C"/u(®)
pour une constante numeérique C” > 0.

En effet, soit v = v(®), soit A < Q avec |A|=v — 1(v = 1) et tel que
toute partie de A soit de la forme A » C pour un C dans €. Alors, on a,
SIA = {1, ...,0p-1}

[EH z siJ(éwi)

ifv-—

< T /v — 1.
10(€)

Vol. 20, n® 4-1984.



296 G. PISIER

1
D’ou d’aprés (10) :E(U - 1) = T,() /v — 1.
1
Soit To(J) = 77 /v — 1, ce qui donne (11). On montrerait de méme que
.11
T,(J) est équivalent & v(®)'”, - + — = 1.
p p

Remarque.— Soit% — o une classe (supposée dénombrable) d’ensembles
mesurables. Supposons que pour toute suite de v. a. indépendantes (Y,)
[non nécessairement équidistribuées] a valeurs dans (€, /) on a :

%zq(éyi(C) —P{Yiec})‘ -0

(12) sup
Ce¥

en probabilit¢ quand n — co.

Alors € est nécessairement une classe V. C. Il suffit pour le voir de
reprendre la démonstration précédente.

En effet posons

ln = Sup E q8i5X‘.(C)

h 1°(%)
ou le sup porte sur toutes les suites de v. a. indépendantes équidistribuées
(X:), a valeurs dans (Q, «/). On voit aisément que si 4, 0 alors on peut
construire une suite (Y,) comme ci-dessus qui ne vérifie pas (12).

Donc (12) entraine que 4, — 0, c’est-a-dire qu’il existe une suite @, — 0
pour laquelle on a (9); or on vient de voir que (9) a lieu ssi € est une classe
de V. C.

§3. APPLICATIONS AUX ESPACES DE BANACH

Le théoréme 2 nous permet d’améliorer un résultat de Milman (cf. [/3]).
lui-méme inspiré d’un résultat de [/5] (§7).

THEOREME 7. — Soit X1, . . ., X, des fonctions a valeurs dans { — 1, + 1}
sur un ensemble T.

Posons M = [E sup | Zfexi(t)|.

teT
Alors, pour tout k tel que k < y — (ot y est une constante numérique), il
n

existe une suite extraite m; < my < ... < my telle que Pensemble des
valeurs { Xm,(t), ..., Xm(t) } soit égal a { — 1, + 1}* La suite extraite
engendre donc dans 1°(T) un sous-espace isométrique a li.

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



REMARQUES SUR LES CLASSES DE VAPNIK-CERVONENKIS 297

(1429

Soit € la classe de parties de { 1,2, ...,n} de la forme
A= {ie{l,..,n}|x{t)=1}.

En appliquant le théoréme 1 & cette classe, on trouve M’ < TZ(J)\/;
d’ou d’apres (10)

Démonstration. — Posons M’ = [ Sup
t

1 MIZ
V== .

=C? n

Par conséquent, pour tout k < C’~2M’?/n on a bien la conclusion du théo-
réme 7. On obtient le résultat annoncé en observant que

%(M—\/ﬁ)gM’§%(M+\/ﬁ) et M2 g
Remarques. — i) Le cas de fonctions arbitraires x; 4 valeurs dans I'inter-
valle [—1, 1] est étudié dans [6 ], pour M de 'ordre de n.
ii) On sait (cf. e. g. [13]) que I'estimation du théoréme 7 est la meilleure
possible. :
iii) Le lecteur trouvera dans [/4] une généralisation a des fonctions (x;)
prenant un nombre fini fixé de valeurs.
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