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RESUME. — On montre une formule de différentiation d’Itdé pour les
martingales continues arbitraires a deux indices. Comme application on
déduit lexistence et continuité du temps local de ces martingales par
rapport a une certaine mesure aléatoire. Finalement, on obtient une iné-
galit¢ maximale pour des intégrales stochastiques en une coordonnée.

ABSTRACT. — An Ito differentiation formula is proved for arbitrary
two-parameter continuous martingales. As an application we deduce the
existence and continuity of the local time of these martingales with respect
to a particular random measure. Finally we obtain a maximal inequality
for stochastic integrals in one coordinate.

0. INTRODUCTION

On a montré récemment (cf. [9]) I'existence d’une version continue de
la variation quadratique d’une martingale continue a deux indices. Sur

Ce travail a été réalisé grace a une subvention de la « Comissié Interdepartamental de
Recerca i Innovacié Tecnoldgica » de la « Generalitat de Catalunya ».
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252 D. NUALART

la base de ce résultat on se propose de donner ici une démonstration d’une
« formule d’Itd » pour les martingales continues a deux parameétres. Cette
formule a été déja présentée par L. Chevalier dans [3], sous ’hypothése
que toute martingale de carré intégrable relative a la filtration considérée
admet une version continue. Notre méthode de démonstration est légere-
ment différente, étant donné que, dans le cas d’une filtration quelconque,
on ne sait pas approcher une martingale continue bornée dans L?, avec
p > 2, par des martingales continues et bornées. Comme application
de la formule d’Itd, on obtient I'existence et la continuité d’un temps
local de ces martingales, défini comme la densité d’occupation par rap-
port & une certaine variation quadratique de la martingale. Dans un der-

nier paragraphe on établit une inégalit¢t maximale pour les intégrales
stochastiques de la forme

j F(M, )M,
0

1. NOTATION

L’espace de paramétres sera le quadrant positif du plan R2, muni de
la relation d’ordre usuelle : (s, t) < (s', t') si et seulement sis < s’ et t < t".
On note (s,t) < (s',t') si s < s et t <, et on €crit R,=1[0,s] x [0, ¢].
Etant donnés z, < z,, on désigne par (z,, z;]lerectangle { z : z; < z < z, }.
L’accroissement d’une fonction f: R%3 — R sur un rectangle (zy,z,],
zy = (S1, 1), 2, = (8,, t,) sera indiqué par

fl(z1,22)) = f(z2) — f(s1, t2) — f(52, t1) + f(21).

On écrit | (s, )| = max {|s/|,|t|}, pour tout point (s, t) de R

On appellera subdivision d’un rectangle Ry, tout sous-ensemble fini &
de R, de la forme & = 2, x 25, 00 P, ={0=5;<s,<...<5,}<[0,9)
et?,={0=t, <t, < ... <t,} < [0,t).Pourtout pointu=(s;, t;)dans &
on posera

U= (Sis1, Liv 1), A, = (u,u], Ay = (Si, 8i1] % (0, t;]
et
A =(0,s;] x (t5tie1]s

avec la convention s, , = sett,,, = t. Lensemble des subdivisions de R,
est muni de ’ordre défini par l'inclusion. Si & est une subdivision de R
et ze R,,, on désignera par &, la plus petite subdivision contenant & et
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UNE FORMULE D’ITO POUR LES MARTINGALES CONTINUES 253

le point z. On écrira &, = {z’€ &, : 7z < z}. La norme d’une subdivi-
sion & est le nombre

|| =max {|u—1u

, ue L }.

Soit (Q, &, P) un espace de probabilité complet, sur lequel on se donne
une famille croissante { Z,, ze R% } de sous-g-algébres de #. On écrit

Fow = \/ﬁ"w et F,, = \/ F,,. On suppose que la famille &,
y=0 x=0

vérifie les conditions habituelles de [2]: (a) &, contient les ensembles
négligeables de #, (b) &, est continue a droite, et (¢) #,, et F, sont condi-
tionnellement indépendantes par rapport a %, pour tout (s, t)e R%.

On dira qu’un processus M = { M_, ze R} } intégrable et & -adapté
est une martingale si pour tous z < z’ on a E(M,. | #,) = M,. Pour chaque
p = 1, »? représentera la classe des martingales continues nulles sur les
axes et bornées dans L?, c’est-a-dire, telles que sup E(| M, |?) < co. Etant

z

donnée une martingale M, on désignera par M, et M, les martingales
a un paramétre { M, 0, s > 0} et { M, #,,, t = 0}, respectivement.

On dira qu’une martingale M est forte si EM((2, 2’ ])/Z 50 V F0t)=0
pour z < z, avec z = (s, t). Soit M une martingale de »2. On dira que
M est & accroissements orthogonaux dans le sens 1 si pour tous 0 < t; < t,,
ona (M, — M, ,M, > = 0. Les martingales & accroissements ortho-
gonaux dans le sens 2 ont une définition analogue et, on dira que M est a
accroissements orthogonaux si elle I’est dans les deux sens. Finalement, on
dira que M est i. d. c. (@ variation indépendante du chemin) si{ M ;> = M; >,
pour tout (s, t)e R%. Toute martingale forte de ;2 est & accroissements
orthogonaux et toute martingale a accroissements orthogonaux est i. d. c.
Les implications réciproques ne sont pas valables en général (cf. [7]).

Les notions qu’on vient d’introduire peuvent étre localisées moyennant
la définition de région d’arrét. On appelle région d’arrét tout sous-ensemble
aléatoire progressif fermé D de R%2 x Q tel que si ze D, alors R, = D.
Soit # une classe de processus. On désignera par %, la classe des pro-
cessus X pour lesquels existent une suite X" de processus de la classe &

et une suite croissante D, de régions d’arrét, vérifiant UD,, = R%,
n

telles que, pour tout entier n, on ait X? = X, si z appartient a D,,.

Par exemple, on peut considérer les espaces de martingales locales
m? ... Chevalier a montré dans [3] que ces espaces coincident pour tout
p > 1, sous I’hypothése que toutes les martingales de carré intégrable

soient continues. On ne sait pas si ce résultat reste vrai en général.

Vol. 20, n° 3-1984.



254 D. NUALART

Si M est une martingale de ».2, on désignera par { M p={ (M >, zeR} }
une version continue de la variation quadratique de M. (cf. [9]). Le pro-
cessus ( M ) est croissant, c’est-a-dire, il est adapté, nul sur les axes et
(M >(A) >0 pour tout rectangle A = (z,,z,]. Soit H= {H_, ze R} }
un processus prévisible tel que

J H2d (M), <
Rs:

p.s., pour tout (s, t) € R% . Suivant la méthode proposée par Cairoli dang [1]
on peut définir I'intégrale stochastique

f H.dM,
Rse

de fagon qu’elle soit un processus de la classe #,,. Ces resultats ont une
extension immédiate aux martingales M de la famille »¢2 ..

On désignera par C une constante universelle qui peut varier d’'une for-
mule a une autre.

2. UNE FORMULE DE DIFFERENTIATION D’ITO

Soit M une martingale de la classe »22. Nous rappelons d’abord la version
suivante du théoréme de décomposition de Doob-Meyer, qui a été établie
dans [9]:

Mg = 2J M.AM, + 2M,, + (M, D, + (M D = (M Dy, (2.1)
Rsr.

ou M est une martingale continue et les variations quadratiques { Mg >,,
(M, D et {M ), ont aussi des versions continues. Comme généralisation

de cette décomposition on a le résultat suivant qui est une extension de
la formule d’It6 classique.

THEOREME 2.1. — Soit f: R — R une fonction de classe €*, nulle en 0,
et soit M une martingale de 'espace ».?. Alors, pour tout (s, t)e R% on a

f(Mst) = J‘

Rse

S M)dM; + j

Rse

~ 1(°
J"M)dM, + > L S"M)d<{M>.
1 T
+ EJ\ f”(Msy)d < Ms. >y - % J f”(Mz)d < M >z
o] Rst

~ 1 ~
- L f"M)d <M, M5, _ZJ‘R SVM)d (M, (2.2)
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UNE FORMULE D’ITO POUR LES MARTINGALES CONTINUES 255

Notons d’abord que par un argument de localisation on pourrait montrer
une extension de ce théoréme aux martingales de la classe »s ;... Avant de
donner la démonstration du théoréme nous allons établir quelques lemmes
préliminaires.

LEMME 2.2. — Soit X = { X(z), ze R% } un processus continu et adapté
et M une martingale de »,2. On fixe un rectangle T = R, et une suite crois-
sante &" de subdivisions de T, dont le pas tend vers zéro. Alors, pour tout

A>0,0na
lim P{sup ZX,,M(A,,)—Jv X, dM, >,1}=0. (2.3)
n zeT = R,
Démonstration. — Pour tout entier positif k on écrit :

Xi(z) = X(2) A k) V (= k).
Posons D, = {w :sup | X (w)| < k}. Fixé un nombre &> 0, on peut
zeT

choisir k de fagon que P(D§) < &. Alors, en utilisant le caractére local de
l'intégrale stochastique, on aura

P { sup Z X.M@A,) — J X.dM,
zeT R,
+ P( { sup 2 X uwM(A,) — J X (wdM,,

ue S
Fn
ue S

<&+ CA‘2E<

> /1} < P(Dg)

> A } a) Dk>
2
Z X(uwM(A,) — ka(u)d M, )

uesn

=g+ C/I_ZE(J (Xp(w) — Xy(w)*d <M >,,),

ou X} est le processus prévisible élémentaire qui vaut Xg(u) dans tout
~ rectangle A, de la partition %", La propriété de continuité du processus X,
entraine lim (Xj(u) — Xy(u))?> = 0, et on achéve la démonstration moyen-
nant un a"rgument de convergence dominée. O

LEMME 2.3. — Sous les hypothéses du lemme précédent, si la martin-
gale M appartient a la classe »*, on a

Z XM(A)M(A]) — f X.dM,

pn
ueSn

zeT

limP{sup >i}=0. 2.4

Vol. 20, n° 3-1984.



256 D. NUALART
Démonstration. — En utilisant le lemme 2.2, il suffit de montrer la limite
suivante 5
lim P { sup Z X [M(AHM(AZ) — M@A)] | > 4 } =0.
n zeT
ue P71

Avec les mémes notations que dans la démonstration du lemme 2.2, on
obtient

P { sup Z X [M(ADM(AZ) — M(A)] | > /1}
zeT
ue ¥ - 3
<¢+P { sup z Xo() M(ADM(A2) — M(A,)] ‘ > /1}
zeT
ueyTg
<&+ CA‘2E<Z X(u) [M(AYM(A2) — M(Au)]z)
ueFn
<e+ c,rlkZE(Z [M(A)M(A2) — M(Au)]2>
uesm
- 2
=&+ CAZkZE[<z M(A)M(AZ) — Ms,> },
ue "
et on finit la démonstration en appliquant le lemme 3.2 de [9]. |
LEMME 2.4. — Sous les hypothéses du lemme 2.2 on a
lim Z X, [{M>@A,) — M(@4,)*] =0, (2.5)
ue

au sens de la convergence en probabilité.

Démonstration. — Par un argument standard, qu’on a déja employé
dans la preuve des deux lemmes précédents, on peut supposer que le pro-
cessus X est borné en valeur absolue par une constante k > 0. Pour tout
point ue &" et pour m > n posons I = ™~ [u,u). En utilisant le théo-
~ réme 3.4 de [9], on obtient

E( z X, [{M>(A) — M(A,)*]

T Srm (D) ]
ue S

refm
el

)

< sup E(l Z X, 2 M(A,)M(A,) ) (2.6)
mn ue " u’ el
u Fu"
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UNE FORMULE D’ITO POUR LES MARTINGALES CONTINUES 257

Dans ces expressions, le rectangle A, est défini relativement & la subdivi-
sion #", tandis que les rectangles A, et A,. sont associés a la subdivi-
sion ™. Siu = (s;, t;) représente un point générique de la subdivision #",
on désignera par u’ = (o}, 7{) un point générique de I”. On écrira

AL = (0h, ks 1] x (t;, ] et A2 =(s,oi] x (¢}, tls]-
Alors, (2.6) est borné par

2 { E(} Z .,
+ E( z X z M(AL)M(A2) ) ,
+ E( Z X, z M(AZ)M(A,) )

ue S u’elm

+ E( Z X, Z M(AL)M(A,) )} =2sup(a,+a,+as+a,).

ueFn u'elm

Il faut montrer que chacun des termes a; tend vers zéro quand n — oo,
uniformément par rapport a m. Les deux premiers termes contiennent
des sommes des différences de martingale et on peut appliquer I'inégalité
de Davis pour les martingales discrétes a deux indices (cf. [5]):

a< CkE([Z z M, DZM(AW)ZT)

ue " wely

< Ck{E( sup | M(u) — M(v) P)E(MZ) }* — 0.
|u— U|<|y"|

a, < CkE([z Z M(Z,i,)ZM(Kg,)ZT>

ue " welll?

= oo oy e ) i) f

i,j,l

< Ck { E(Mi)E(sgp Z (M(0i+1, t) — M(oj, t))z)

N4
}2

Alors, on obtient lim sup a, = 0, a I'aide du lemme 2.1 de [9]. Il nous

n m>n

Vol. 20, n® 3-1984.



258 D. NUALART

reste & étudier la convergence des termes a5 et a, qui font intervenir des
1 et 2-martingales, respectivement. Nous allons considérer seulement le

terme a;, étant donné que les calculs pour le terme a, sont tout a fait ana-
logues. On a les inégalités suivantes :

o < CE(Z (z X, 2 M(zzr)me))Z]%)
S,Ck { E<Z sup 2 M(A7) ) <S“P Z M, V)}
< Ck { (M2) (sup z M4, )2)}
< Ck { E(MZ)E (sgp 2 Mg+ 1, t) = Mg, t))2>

E(M2)2E <sup

D Mot~ Mieh, <)

k,j,l

)}

Le premier terme dans cette somme tend vers zéro quand n — oo, unifor-
mément par rapport a m, a cause du lemme 2.1 de [9]. Le deuxiéme terme
vérifie aussi cette propriété de convergence. En effet, en utilisant le lemme 2.2
de [9], on obtient les majorations suivantes :

E@p Z(M(a;;H, o) - Mo}, )

k,j,l
2 (%
< 5| ) () otk ) — Mgk, ymia ) |
i kgl '
. . . . 2 %
< ce( | ) () itk symia ] | )
FRN) k
<C { E(sqp 2 (M(044 1, t)—M(o, t))2>E(M82, .0
' k
LEMME 2.5. — Sous les hypothéses du lemme 2.3 on a

lim Z X [MANM(AZM(A,) = (M, M ) (A,)] = 0, 2.7)

ue "
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UNE FORMULE D’ITO POUR LES MARTINGALES CONTINUES 259

et lim z X[M(ALPM(AZ? — (M y(A,)] =0, (2.8)
ue "
au sens de la convergence en probabilité.

Démonstration. — Rappelons que le processus { M, 1\~/1> est défini
1 - .
comme §(<M+M> — (M) —(M)>). En conséquence, le lemme 2.4
entraine :
lim 2 X, [M(AM(A,) — (M, M > (A,)] =0,
ue "

et pour montrer (2.7) il suffit de prouver la limite suivante, en probabilité

lim Z X,M(A,)[M(ALM(A2) — M(A,)] = 0.
ueFn

On peut supposer que le processus X est borné et alors cette limite découle
du lemme 3.2 de [9] et de I'inégalité suivante :

o || Y xomamasias - sy |
R { E(Z M(A.,)2>E(Z [M(AL)M(A?) - M(A")]2> }_

ue " uesn

De la méme fagon, (2.8) est une conséquence de 'inégalité

E<‘ Z X, [M(ALM(A2)? — M(A,)?] > ,

S { E([Z MAYMIAZ) M(Au)]Z>E<[Z M(AM(A2)
. o

Démonstration du théoréme 2.1. — On applique d’abord la formule
d’Ité a t fixé et on obtient

s 1 (s
f(Mst) = J;)f’(Mxt)dxMxt + 5 Lf”(Mxt)d < M.t >x .

Il s’agit alors d’étudier Iintégrale stochastique

J MM,
0

Vol. 20, n® 3-1984.



260 D. NUALART

On considére une suite croissante 27={0=s,<s,<...<s,}<[0, s)
de subdivisions de l'intervalle [0, s] dont le pas tend vers zéro. Alors, au
sens de la convergence en probabilité on a

rf ‘M, )d M, =lim z S (M(s;, £)M(s;4 1, 1) —M(s;, 1))
0 "L

= lim z { L S'(M(s;, y)d(M(s; 1, ¥) — Mlsi, y))
+ L S (M(si, YYMC(s;4 1, ) — M(s;, ¥)d,M(s;, )
+ Lf"(M(Si’ y))d < Ms,-.9 MsH . Ms,-. >y

1 (" 1
+5 J S M35, YYM(si4 1, ¥) — M(si, p))d <M, D, %
0
:b1+b2+b3+b4. (2.9)
Nous allons analyser séparément chacun de ces termes. Soit
Pr={0=t, <t,<...<t,}c[0,¢1)

une suite croissante de subdivisions de I'intervalle [0, ¢] dont le pas tend
vers zéro. Alors, compte tenu des lemmes 2.2 et 2.3, on a

b, = lim (ﬁm z f'(Mu)M(Au))= J FM)IM,,
n m Rst

m
ueP X Py

et

b, = lim (lim E f"(Mu)M(A;)M(Ag)): j F7(M,)AM, .
n m Rst
ue Pt X P9

Le troisiéme terme peut s’écrire de la fagon suivante

1 t t
by = lim Z { f P/ M(so )M, Sy j F(M(s,, y)d { My, >,
- f F(M(s,, ) M., — M, >y} - %J £/ M,y
0 0
1 t
~ 5 lim Z j L/ (M(sis1, Y)—f"(M(si, ) 1d < M., >,

1
- EJ S"M)d (M),
Rst
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UNE FORMULE D’ITO POUR LES MARTINGALES CONTINUES 261
a cause du lemme 2.4. Alors, il nous reste a étudier I'expression suivante

lim <li'£n Z Bf"’(Mu)M(A.i)M(Aﬁ)2

ueP X P

1
- E(f” ° M)(A.})(M(SH 1> tis1) — M(sisq, tj)){l)

~tim(lim ) [ o MaMR - MADMEMA,)

ueP x gy

1 1

- ZfW(Mu)M(Ai)ZM(Aﬁ)Z - 2 L6 — MM M(A)?
1

- 5f”(el)M(Ai)ZM(Af)M(A.,)D :

ou 0, désigne un nombre compris entre M(s;, ¢;) et M(s;4 4, ;). La valeur
de cette limite est

~ 1 ~
- f S"M)d M, M, — Zj MM (M,
Rge Rs¢
En effet, le deuxieéme et le troisiéme terme convergent vers ces intégrales

dd au lemme 2.5 et les autres termes tendent vers zéro a cause des majo-
rations suivantes

{ z (7 - MYALM(A?

< sup (/7= MAL) ) MIA,

}Z [F™M6,) — MM IM(AL)PM(AZY

< sw If MM, - f IV(Mu) |- Z M(ALM(AZ)
lu—v|<| 27
u,veR st

et

wawoM(A;)ZM(Az)

< () moapmiazr ) () ) sup ivaty suo .

Dans les formules ci-dessus le point u varie dans la subdivision 27 x 25 .

O
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262 D. NUALART

REMARQUE 1. — Il existe une version multidimensionnelle du théoréme
précédent. Soient My, ..., M, des martingales de »z* (ou, plus générale-
ment de »2,,.) et soit f: R - R une fonction de classe €* nulle en zéro.

, . o 1 ~ ~
On écrira MM; = 3 [(M; + M))—M;—M;], et M=(M,, ..., M,). Alors,

nous avons
SMy(s,2), - - s My(s, 1)) = j ZS—;(MZ)dMi(Z)

Rst
o2 f —
M,)dM;M
L“ > Sxn, MMMM|E)

— J
i,J

+

+
N[ =

(*t 62
ZE—f—(M”)d {Ms, ), Mfs, ) D,
JO — xian

LJ

+1 "SE o*f M) <M ) MA )
5.AO — Mx_}( XI) < ASERec j('a x

LJ

~ 2
_% z s (M,)d < M, M, >,

JRs:t 6xi(9xj

L,J

3 —
— lj‘ E-if—» M)d< M, MM, >,
2 Rst

L 0x,0x j0xy,

i,j.k

1 04f ———
-7 —-—'(Mz)d < MiMj’ Mth >z .
4 Rst axiaxjaxkaxh
i,j.k,h

On pourrait aussi écrire une formule d’Itdé pour des processus de la
forme M + V ou M est une martingale de #, . et V est un processus
continu, adapté, a variation finie et nul sur les axes. Pour cela il faudrait
donner un sens aux processus W(Voir la remarque 3) et W Plus géné-
ralement, on peut ajouter a M + V des termes du type M; + M, qui soient
des i-martingales propres (i = 1, 2) au sens de Wong et Zakai (cf. [12]).
Nous n’allons pas développer ici ces extensions de la formule d’It.

REMARQUE 2. — Supposons que M est une martingale a accroissements
orthogonaux dans le sens 1 (ou dans le sens 2) de la classe ».. La for-
mule (2.7) avec X = 1 entraine alors <M,1\~/I > =0. On peut montrer
un résultat un peu plus fort dans le cas de la filtration &, associée & un pro-
cessus de Wiener a deux indices W = { W,, ze R? }. Plus précisément,
dans cette situation, une martingale M € »? i. d. c. (qui n’est pas forcément
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UNE FORMULE D’ITO POUR LES MARTINGALES CONTINUES 263

a accroissements orthogonaux) vérifie { M, M > = 0. En effet, considérons
la représentation intégrale de la martingale M:

Mst = j ¢(z)dwz + J !!’(Za Z,)dwzdwz’ .
Rt

Rse X Rst

On peut aussi écrire

Mst = J LI(Z:» t)sz = J LZ(Z’ S)dwz ’
Rs¢t Rt
ou
1@@=WHJ¢@M%u
th
et

La(z, 5) = ¢(2) + J Wz, 2)dW,,,
Rsy

avec z = (x, y). Alors, on sait que M est i. d. c. si et seulement si les deux
équations suivantes sont vérifiées :

j L,((x, t), s)i(xt, sy)dx=0, pourtous(s, t, y, w)eR3 xQ, p.p, (2.10)
0

t
j L((s, y), t)¥(xt, sy)dy=0, pourtous(s, t, x, ®)eR3 xQ, p. p.. (2.11)
0

D’autre part, on peut montrer que

(MM%=[MMZ
Rst

ou h est le processus défini par

h(S5 t) = L L l//(Xta Sy)LZ((xa t)a S)Ll((S’ y)’ t)dXdy ’

et on voit que (2.10) et (2.11) entrainent h = 0.

REMARQUE 3. — Soit M une martingale i. d. c. de »'. On a
(M Dy = M > =M, )

Alors, la variation quadratique <M > se calcule, trajectoire par trajec-
toire, en fonction de la variation quadratique { M >,. En effet, on peut
énoncer le résultat général suivant. On représentera par % la classe des
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fonctions f: R2 — R continues, nulles sur les axes et croissantes (au sens
de la mesure).

LeMME 2.6. — Soient f, g dans . Il existe une unique fonction h = fg
dans % telle que pour tout (s, t)e R% et pour toute suite croissante "
de subdivisions de R, dont le pas tend vers zéro, on a

h(s, t) = linm z f(A))g(AZ).

ue Fn

En conséquence, on peut écrire <1\~/I> =(M>{M) si Mestid c

Démonstration. — On fixe m > n. Alors, nous avons
D reesd ) siadeisd
ue " ueFm

NI M R I SR

ueS" yelm

avec les notations qu’on a employées dans la démonstration du lemme 2.4.
Alors, si on considére un des termes de cette somme, par exemple le pre-
mier, on obtient

D D sk - e

ueS" yelm

= Zf(A,i)g(Au) < gls, t) Sll}.p [f(Siv1,t) = f(s0,8)] = 0,

ue Sn

uniformément par rapport a m. La croissance et la continuité de la fonction h
sont immeédiates. O

3. TEMPS LOCAL
D’'UNE MARTINGALE CONTINUE A DEUX INDICES

Comme application de la formule d’It6, nous allons établir ’existence
d’un temps local continu pour une martingale M de 4/, qui représentera
la densité d’occupation par rapport a la mesure associée a la variation qua-
dratique <1\~/I >. Ce résultat est une généralisation du théoréme 6.4 de
Cairoli-Walsh [2].
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THEOREME 3.1. — Soit M une martingale de /. Il existe un processus
{L%; (s, t)e Ri, xe R } continuen (s, t, x), tel que pour presque tout w on a

L FMA(M Y, = j L% f(x)dx, 3.1)

pour tout (s, t) € R% et pour toute fonction mesurable et bornée f.

Démonstration. — Soit g,, une fonction a support compact et de classe €
telle que glV(.) ~ ¢~ "ixx+e(.), o0 on a fixé ¢ > 0 et x e R. On peut appli-
quer la formule d’It6 a cette fonction et on obtient

J' gtIY(Mz)d < M >z = 4g£x(0) - 4gex(Mst) + 4 (‘ g::x(Mz)sz
Rt JRse

r t

+4| grM)dM, + 2[ grMy)d (M, ),

JRst 0

+2 g;;(Mu,)d<M.t>.,—2f e M)A M ),
Rst

—4| guM)d(M MY, . (3.2)

JRse

uy

Maintenant,sionfaite — Oonalim g{(y) = le,«()), lim g y=(-x",
1 - 1 .
]ing g (y) = 3 [(y=—x)*]* et ling g.(y) = g [(y —x)" ]2 1l est facile de

voir que toutes les intégrales du membre droit de I’égalité (3.2) convergent
en probabilité quand ¢ | 0. En conséquence, au sens de la convergence en
probabilité, on peut écrire

.1 ~
11_{% ; J;st l{stzsx+e}d < M >z

2
=3 [(=x)* ]3—§ (M, —x)* ]3+2J [(M,—x)" *dM,

Rst
t S
+4J (Mz_x)+sz+2j (M, —x)"d{ M, >v+2J‘ M, —x)"d<{ M, >,
Rst 0 0
_2J (M, *x)+d<M>z—4j 1(Mz>x)d<M,l\~/I>z.
Rse Rst

On désigne cette limite par LY. Pour tout x € R fixé ce processus est continu
en (s,¢), p. s. Nous allons montrer qu’il a une version continue en (s, t, x).
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Compte tenu de la continuité des processus ( M >, { M, >, et { M, ),
il suffit d’étudier la continuité des trois intégrales suivantes :

i) j I, >d <M, M >.. La continuité en (s, t, x) de cette intégrale
Rst

sq 1(M,=x}d<M>z) (f 1{M,=x,d<M>,),
Rse Rs¢

J ly=xgd <M >, =0
Rst

résulte de I'inégalité

j lao=yd (M, M D,
Rst

et du fait que

pour tout (s, £, x). En effet, si on prend une fonction h,, de classe ¥4, a
support compact et telle que hiY(.) & 1,—,.+¢(.), Mmoyennant la formule
d’Itd on montre aisément que -

Jo_ tonme <S> =ty [ izova 55, <o,
Rs¢ 70 JRse

ii) J [(M,—x)* ]?dM,. Fixé un entier positif n on considére la région
R.
d’arrét
D,={(st)eR3 :sup | M, | <n}.

zeRse

En utilisant I'inégalité maximale pour les martingales 4 deux indices on
obtient, pour tout point z, € R% et pour x, ye [— a, a]

sup
s,teR o

f{[(M S0P~ (M=) P 1o

< 16Eq | (M. —x)" 1> = [(M,=»)* 1> P1p (2)d <M >z)

Rzg

< 64(n + a)’E(M2)|x — y|?.

Le critere de Kolmogorov nous dit alors que pour tout n le processus

f (M, — X)* 1, (2)dM,
Rse

a une version continue en (s, ¢, x), ce qui entraine I’existence d’une version
continue de lintégrale

[(Mz - x)+ ]2sz .

Rt

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



UNE FORMULE D’ITO POUR LES MARTINGALES CONTINUES 267

iii) De la méme fagon on démontrerait que lintégrale stochastique

j M, — x)*dM,
Rst

a une version continue en (s, t, x).

Finalement nous allons vérifier I'égalité (3.1). Pour cela, soit h,, une
fonction de classe €*, & support compact et telle que

X

1
hi(y) = = J L+ e(¥)Ax"
€ Jo

Si on fait ¢ | 0, hiy(y) converge vers 1 (), et les fonctions h,,, k.

”
EX> £X> hex

et b ont des limites qu’on désignera par h,, h’, hY et h)’, respectivement.
On obtient, grace a la formule d’It6

J LoMd (M), = 4hx(0)—4hx(Mst)+4j hM;)dM,

Rs¢
r

t
+4 | RM)AM, + 2J h(M,)d M, D,
0

JRs¢

)

+ 2| BEMu)d{ M, D, — ZJ hiM,)d <M >,
Rst

Jo
o RZM)d (M, M), . (.3)
Mais, o .
h(y) = JO g(y)dx’,

ou

)= ¢lb—9"P,
et aussi,

Hy) = L - ) P,

HAy) = jx(y Xyt

et ’

h(y) = L Liy> wydx’.

Alors, on substitue ces expressions dans (3.3) et on change I'ordre d’inté-
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gration de chacune des intégrales. Pour les intégrales stochastiques ce
changement est valable a ’aide d’un théoréme de Fubini facile a vérifier.
En conséquence, on a

f 1(0,x](Mz)d < I\N’I D= J' 1(0,x1(J’)L§:dY-
Rst . R

Donc, on a montré I’égalité (3.1) pour f(y) = 1 (¥). Il en découle que
pour presque tout w, (3.1) est vraie pour toutes les fonctions f de la forme
1(x,.x,] AVEC X, €t X, rationnels et un argument de classes monotones nous
permet d’achever la démonstration du théoréme. O

Supposons que la martingale M de »2 vérifie { M, M > = 0. Dans ce
cas, pour presque tout o, la fonction x — L7, est Holderienne d’ordre o,
pour tout a < 1, uniformément en (s, t). C'est-a-dire, si on fixe a < 1,
zo€ R% et a > 0l existe une variable aléatoire H finie p. s. telle que

sup | L — Ly | < H(w) | x — y [,

s,teRzq

pour tous x, ye [— a,a]. On peut améliorer légérement ce résultat sous
des conditions plus restrictives.

PROPOSITION 3.2. — Soit M une martingale de » avec p > 4, telle
que { M, M > = 0. Alors, la condition

J‘ L, =xd <M, =0, pour tout xe R, (3.4
R

est nécessaire et suffisante pour qu’il existe une version du temps local L
dérivable par rapport a x avec une dérivée continue en (s, t, x).

Démonstration.— On considere le processus défini par

i==2[(—x)" ]2+2[(MSI—X)+]2—4J (Mz—x)+sz—4j L, > d M,
R-St

Rst

T s
- ZI 1{Msv$x}d (M >, — ZJ I(Mut>x)d< M, >,

0 0
+2J T, >d <M >, . (3.5)
Rst
Par changement de l'ordre d’intégration on obtient pour tous a < b,
b
J IGdx = I‘g! - LS.
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En conséquence, pour voir que (3.4) est suffisante il suffit de montrer la
continuité en (s, t, x) du processus [}.
i) Les intégrales stochastiques

J(Mz—x)‘Lsz et Jl(Mz”}dlC/[,
Rst Rst

ont des versions continues en (s, t, x). Cela découle de l'application du
critéere de Kolmogorov, comme dans la démonstration du théoréme pré-
cédent. Pour la deuxiéme intégrale, on utilise I’hypothése M € »? avec
p > 4, et on obtient les inégalités suivantes, pour x < y, x, y€ [— a,a]

- |p2
E< sup J Iyom>ndM, )
s,teRzg | JRgy

~ p/4 y pl4
= CpEl:(J Lyom>ud <M >z> —J = CJE[(J Lgotodu) ]
Rzo x

<C, sup E[(L3,)"*]Ix—yI7*.

xe[ —a,a)

Il est facile de voir, a partir de Pexpression du temps local LY que
sup E[(L)”*] < oo, pour tout (s, t).

xe[ —a,a]
ii) La derniére intégrale de (3.5) est continue en (s, t, x) & cause de
la condition (3.4). Il reste seulement a étudier les intégrales simples. Nous

allons montrer, par exemple, la continuité en un point fixé (s, t, x) de I'inté-
grale

J’ 1{Mut>x}d < M.t >u .
0
On écrit

| f Lt d <ML D, — J Lty ML D,
! 0

0

< I{Mut>x)d < M-t >u - j 1{Mu¢>x}d < M.t' >u
0 0

(s
+ 1| Qs — Lmu s x)d KMy Dy
0

(*s

+ ) 1(Mut,>x’}d< M.t' >u .

JS

Le premier terme tend vers zéro quand ¢ — t parce que les mesures
d (M, >, convergent faiblement vers d { M, >, et la fonctionu — 1y 54

Vol. 20, n°® 3-1984.



270 D. NUALART

est continue sauf dans { M, = x }, qui est un ensemble de mesure d{M ,),
nulle. On fixe 6 > 0, et pour |’ — t]| et | x’ — x| suffisamment petits on a

J (I{Mu:>x}— I{Mut'>x’})d < M.t' >u

0

S
J (I{Mu¢>x}_ 1{Mut/>x’})1{x+52Mut2x-—6}d < M.:' >u
0

S S
S—[ 1{x+6.>_Mu¢2x—é}d<M.t’ Du J 1{x+52Mu¢2x—5}d<M.t>u9
0 0

[

et cette expression tend vers zéro quand 6 | 0. Enfin, le dernier terme est
borné par

|s —s"| sup (M, ).
s,teRzq
Pour montrer que la condition (3.4) est nécessaire, notons que si x — L
a une dérivée continue en (s, t, x), celle-1a doit coincider avec le processus 1.
D’aprés les arguments ci-dessus la continuité en (s, t, x) de ce processus
entraine

J l(Mz:x}d < M >z =0
Rst

pour tout xe R. ]

Les hypotheses de la proposition 3.2 sont remplies, par exemple, par
les martingales browniennes i. d. c., de puissance p intégrables, avec p > 4.

On peut conjecturer, en général, que toute martingale de »;? vérifie la
propriété (3.4), ce qui serait vrai si on disposait d'un temps local continu
de la martingale M par rapport & la variation quadratique < M . Il ne
semble pas convenable d’utiliser la formule d’Ité pour trouver ce temps
local et nous n’avons aucun résultat sur son existence. Cependant, il peut
exister et présenter des singularités comme dans I’'exemple suivant.

Exemple. — Soient {B}!,t >0} et {B,t >0} deux mouvements
browniens indépendants et considérons la martingale M, = B{B? par
rapport a la filtration produit usuelle. On a { M}, = st et pour toute
fonction f borélienne bornée on peut écrire

J f(B.B})dudv =j S (xy)Li(s)LA(t)dxdy ,
Rst R2

ou L, et L, désignent, respectivement, les temps locaux de B' et de B2
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~ Alors, la martingale M a un temps local par rapport a la mesure de Lebesgue
donné par

L= j OIS )l—l

Ce temps local est une fonction continue de (s, t, x) pour x # 0 et st # 0,
mais pour tout (s, t), st # 0, on a hm L} = oo.

Dans le cas du drap brownien { Ws,, (s, )€ R% } on connait des résultats
sur l'existence et régularité de son temps local par rapport a la mesure
d{W >, = dsdt (cf. [10]). On obtient ce temps local par intégration des
temps locaux des martingales & un parameétre W, ou W, . En général,
nous ne savons pas s’ils existent des versions continues en (s, ¢, x) des temps
locaux des martingales & un paramétre M , et M, , avec M € »2. On peut
énoncer le résultat partiel suivant qui découle immédiatement des travaux
de M. Yor [I3].

PrOPOSITION 3.3. — Soit M une martingale de la classe »f, p > 2,
telle que E(| M(s, t;)—M(s, t,)|?) < C|t; —t, |*?, avec Ap > 4, pour tous
s, t1, t, € [0, T]. Alors, il existe une version Li(s, t) continue en (s, t, x)
des temps locaux des martingales M ,. En plus, pour tous T > 0, a > O et

A2
y€{0,- — —| il existe une variable aléatoire finie Hy ,, telle que pour
2 p ”

tous ty,t,€ [0, T] et pour tous x, ye [— a, a]

sup | Li(s, t;) — Li(s, t5) | < Hp 07,
s<T
ol = /(x = y)? + (t; — 1)’
Les hypothéses de la proposition 3.3 sont satisfaites pour toute mar-
tingale M de » avec p > 8 telle que la variation quadratique (M ),
a une densité mesurable g(z, @), par rapport a la mesure de Lebesgue,

vérifiant sup E(g(z)??) < .
2€[0,T]?

4. UNE INEGALITE MAXIMALE
POUR CERTAINES INTEGRALES STOCHASTIQUES

On considére une martingale M de la classe ;2. Pour toute fonction f:
R — R de classe 2 ou définit

1S e = (E Lf(Mz)zd (M5, ) + (EJ IO, >
ff(M,>2d<M>z> J S (M >>
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ou T = [0, 1]2. Alors nous avons le résultat suivant

PrOPOSITION 4.1. — Pour tout A > 0,

y C
j fM)d My | > i} < 'I“f”M(l + 1M l2),
0

P { sup
s,te[0,1]

ou C est une constante universelle.

Démonstration. — On écrit d’abord

L/
P{ sup >A}S—E(5up )
5,1€10,1] A \ost=1

On prend une suite croissante 27 de subdivisions de I'intervalle [0, 1] dont
le pas tend vers zéro. Alors, la décomposition (2.9) obtenue dans la démons-
tration du théoréme 2.1, nous permet d’écrire

rﬂMx,)dxMx,
0

J‘l fM)d My,
0

j FM)dM,, =f FML)AM, +j PV
+hm2{ j /(M ) Ms111, ¥) — Msi, D) < My, >,
Jf’ Mis, W< M, . M, . — M, >y},

ou la limite est au sens de la convergence en probabilité.
Les inégalités maximales pour les martingales & deux indices impliquent

E( sup j f(Mz)sz[)sC(Ejf(Mz)2d<M>z)7,
os<t<1 | Jr,, T
et
sup j F(M,)dM, l)<C( jf'(Mz)2d<M>:>".
0<t<1 T

D’autre part, on considére une sous-suite 27 pour laquelle la limite pré-
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cédente existe pour tout t € Q N [0, 1], presque sirement. Alors, on majore
le supremum en ¢ par la variation totale et on obtient

’

1 T
E( sup lim 2[5 j S (M(si Y)M(si4 1, ¥) — Msi, y)d < My, D,y
te[0,11nQ " - 0

+ J‘O fI(M(si’ y))d < Msi-’MsH. I Msi. >y]>

i+ 1 1
J z [5 J"(M(si, YYMCs,., ;5 )

j tj i

— M(si, YA CM, 0y + MG, ) KM M, — M, >y]

| |
<liminf lim lim E(Z‘E— F7(M,)M(A)M(A2)?
" |23110 235140 | L 2
J i,

+ Z ‘ Zf "(M,)M(AM(A,) )
Jj il

ou #3={0=t, <t,<...<t,}< [0,1) représente une suite crois-
sante de subdivisions de [0, 1] dont le pas tend vers zéro, et pour tout t ;€ 25
on a considéré aussi une suite croissante %5 ; = { t;} de subdivisions de
[tj,tj+1], avec linmle%;,jl = 0. On a écrit u = (s;, t5~). Alors, en utilisant

< E(lim inf lim

n’ | #3110

I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, on a les majorations suivantes

E(Z‘Zf"(M.,)M(A.i) Az )<E Z]Zf"(Mu)M IM(AZ)? )
=ex( (Y rous -
<cf E(Z Zf"(M.,)ZM(Ai)ZM(AE)Z>E(Z sup M7 ) |

Jil

A cause du lemme 2.5, cela converge vers

E(J £ (M) (M »)E(Mﬁ))ﬁ
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quand n" — oo, | 25| | O et | %, ;| | 0. De la méme fagon, en appliquant
de nouveau l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, on déduit

‘ E(z 2 FMIM(AIM(A,) ) < E(z z FMIMAM(A,) )
Jj il Jl i "
< CE(E (Z f'(M.,)ZM(A,%)ZM(Au)Z) >
sl i
<c { E(z Zf'(Mu)ZMm.,)Z)E(E sup M(A.%)Z) } -
gt il

Finalement, cette derniére expression converge vers

C<E(JT S M) d<M >Z>E( ﬁ))é,

grace au lemme 2.4. O

Si f:R — R est une fonction continuement différentiable, on peut
montrer a l'aide de la formule d’Itd a un indice, qu’il existe une version
continue en (s,t) de lintégrale stochastique

ff(Mx»dxMx, .
0

La proposition précédente assure cette continuité pour les fonctions f de
I'adhérence de 42 par la norme || f ||u.
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