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RÉSUMÉ. - Étant donné une mesure de probabilité régulière  sur un
groupe abélien localement compact, nous donnons des conditions équi-
valentes à la convergence forte dans LP vers 0 des opérateurs de convo-
lution Iln pour p = 1 ou p > 1. Nous n’utilisons que des méthodes générales
de la théorie des opérateurs de Markov et des faits élémentaires de l’analyse
harmonique.

ABSTRACT. - Given a regular probability measure p on a locally
compact abelian group, we develop equivalent conditions to the LP-strong
convergence to 0 of the convolution operators ,un, with p = 1 or p > 1.
We use only general methods of the theory of Markov operators and
elementary facts of harmonic analysis.

Dans une note récente nous avons donné une description précise de
la tribu asymptotique d’une marche aléatoire sur un groupe abélien loca-
lement compact G ( [2 ] ; et aussi dans certains cas où G n’est pas abélien).
Nous en avons déduit des résultats de convergence pour les puissances
de convolution n de la mesure de probabilité  qui est la loi de la marche
aléatoire. Le but du présent article est de reprendre et compléter ces résultats
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128 Y. DERRIENNIC ET M. LIN

en n’utilisant que des méthodes générales de la théorie des opérateurs et
des résultats élémentaires d’analyse harmonique. On n’utilise donc plus
ni l’espace des trajectoires de la marche aléatoire ni le théorème de conver-
gence des martingales implicite dans [2 ].
Tout d’abord rappelons le théorème 2 de [1 ] (dont la démonstration

dérive d’un argument de [5 ]) qui constitue une sorte de version faible du
théorème ergodique en moyenne et qui sera utilisé dans la suite :

« Soit T une contraction linéaire d’un espace de Banach X. Pour tout XE X

on a

où B est la boule unité de l’espace dual X* ».
Dans toute la suite une mesure de probabilité régulière  est définie

sur le groupe localement compact abélien G. Aucune hypothèse n’est
faite sur son support S. On note m une mesure de Haar de G ; ~ ~ désigne
la norme de l’espace LP(m). On note Ji la mesure symétrique de ~c. On note
G le groupe dual de G et on indique par la transformée de Fourier. Le

premier résultat se place dans le cadre général considéré dans [6].

THÉORÈME 1. - Soit Tt une représentation continue de G par des
contractions linéaires dans l’espace de Banach X, et soient

Alors en notant B la boule unité de X* on a

De plus, quel que soit x E X,

Démonstration. D’après le rappel la seconde assertion résulte de la
première. L’égalité ~ x* : U*Ù*~* } == {je* : Ttx* =x* S } est la
version abstraite du théorème de Choquet-Deny donnée dans [6 ] car S - S
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129PUISSANCES DE CONVOLUTION D’UNE PROBABILITÉ

est le support de la mesure  * ;u. Il ne reste donc à prouver que la pre-
mière égalité. Comme U et Û commutent l’inclusion

est évidente. Pour prouver l’inclusion contraire posons

où A est un borélien de G tel que 0  p(A)  1. On peut écrire

Le lemme 1 de [4 ], qui est déjà l’argument essentiel de la démonstration
du théorème de Choquet-Deny de [6] (voir aussi [8 ], Chap. 5), nous dit
que, étant donné un barycentre Q de deux contractions qui commutent
Pi et Pl, lim ~ Qn(Pi - P2) Il = 0. Comme G est abélien, UA et UAc com-

mutent donc = 0. Alors, pour x* E et
~ 

n=0

x E (UA - on a ! ( x, x* ~ ~  ~ ~ donc ( x, x* ~ - 0, et

UÂx* = Ulcx* = U*x*. En faisant décroître A vers un point tES on
trouve T/*x* = U*x*. Pour t, s ~ S on obtient

On considère maintenant le cas où X = L 1 (m) et où Tt f ’(x) = f (x - t ).

on note simplement U f (x) _ , f(x- t ),u(ât ) =,u p. p.) et U*h= ~c ~ h

pour f ’ E L 1 et h E L °° .

THÉORÈME 2. - Pour f E L 1 (m) les deux propriétés suivantes sont

équivalentes:

ii) /M = 0 pour tout y E G tel que û(y) = 1.

Démonstration. - L’implication i -~ ii résulte du rappel et du fait

que tout y E G vérifiant ~u( ~_) = 1 est invariant par convolution par /1.
L’implication réciproque résulte encore du rappel et du fait que les
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130 Y. DERRIENNIC ET M. LIN

combinaisons linéaires des caractères y vérifiant jl(y) = 1 sont denses

pour la topologie faible L l) dans le sous-espace de LOO formé des
invariants par convolution par (l. Ceci résulte facilement du théorème
de Choquet-Deny, grâce auquel on peut identifier le sous-espace des

invariants sous la convolution par (l avec l’espace L °° du groupe quotient
de G par le sous-groupe fermé engendré par S.

THÉORÈME 3. - Pour f ~ L1(m) les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

i) lim Il /ln * f 111 1 =0

ii) /(y) = 0 pour tout y E G tel que = 1.

iii) lim - / * f~1 =0 pour tout y e G
n n ~-j i

j=o
n-l

iv) lim - , * f =0 pour tout nombre complexe À de module 1.
n n z-j 1

j=0

v) lim - | j * f, g~ | = 0 pour tout g e L~.
n n

j=o

vi) pn * /converge faiblement vers 0 dans L~ (pour la topologie L~).

Démonstration. Les implications i ) ~ vi ) ~ v) sont évidentes.
v) =~ iv) Si g) = g la condition v) donne ( f, g ~ =0. Alors iv)

résulte du rappel.
iv) ==~> iii) est évident.
iii) ==> ii ) Si y E G vérifie ) = 1 alors y est constant sur S donc
= D’après iii)

ii) => i ) La condition = 1 équivaut = 1. Sous l’hypo-
thèse ü ) le théorème 2 donne

Le théorème 1 donne alors i ).
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131PUISSANCES DE CONVOLUTION D’UNE PROBABILITÉ

Remarques. Une démonstration probabiliste du théorème précédent
est donnée dans [2]. L’équivalence entre i ) et iii) a été prouvée dans [3 à
l’aide du théorème de synthèse spectrale.

Il n’est pas difficile de montrer de plus que les sous-espaces de L~ formés
soit des invariants sous la convolution par [l, soit des invariants sous ,u * [l
sont des sous-espaces L~ par rapport à des sous-tribus convenables : soit
la sous-tribu quotient par le sous-groupe fermé engendré par S, soit la
sous-tribu quotient par le sous-groupe fermé engendré par S - S. On peut
alors déduire la description des tribus invariante ou asymptotique de la
marche aléatoire de loi  donnée dans [2] ] par des méthodes classiques
de la théorie des chaînes de Markov.

Pour terminer voici un résultat concernant la convergence dans LP

avec p > 1, qui utilise aussi le théorème 1.

THÉORÈME 4. - Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i ) S - S engendre un sous-groupe fermé non compact (S est le support
de ,u). ,

ii ) lim = 0 pour toutfE Co(G).

iii) lim ~ n * f~p = 0 pour tout/e > 1.

Démonstration. - i) ~ ii) Pour alléger la notation posons ,u * ;u = ~.
D’après le théorème 1 appliqué à la représentation de G par les transla-
tions dans Co(G), il suffit de montrer que si v est une mesure (signée) finie
vérifiant ~ * v = v alors v = 0. Soit H le sous-groupe fermé engendré par
S - S. Pour f E Co(G), ~ * (03BD * f) = (~ * v) * f = v*f, donc pour tout t ~ H
on a (v * f) = v * f Mais g = v * f est dans Co(G), donc pour 8 > 0,
A == {x : g(x) ~ > E ~ est compact et invariant par translation par t E H.
Si A 5~ 0, on a H c A - A qui est compact ; ceci contredit i ). Donc A = 0

et g = 0. Comme f est arbitraire dans Co(G) on obtient v = 0.
ii) ==> iii) Puisque les fonctions continues à support compact sont

denses dans LP, il suffit de considérer de telles fonctions f Mais alors
d’après ii ), = 0, et

d’où iii ).
iii ) =~> i ) Supposons H compact. Soit V un voisinage ouvert relative-

ment compact de l’élément neutre. Alors A = H + V est relativement

compact d’intérieur non vide, donc 1A ~ LP et 1A ~ 0. De plus lA est inva-
riant par translation par t E H, donc * 1 A = lA ce qui contredit iii).
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Remarques. L’équivalence de i ) et ii ) a aussi été démontrée pour ,u

adaptée dans [7, th. 4.33]. En utilisant le théorème de structure des groupes
abéliens localement compacts à génération compacte, il est démontré

dans [7], que, si S engendre un sous-groupe non compact G’, alors S - S
engendre un sous-groupe compact seulement dans le cas où G’ est le produit
du groupe des entiers avec un groupe compact dont une classe contient S.
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