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Temps d’attente et nombre de clients
dans une file nD/D/1

par

A. GRAVEY
CNET, Lannion A, BP 40, 22301 Lannion Cedex

REsUME. — On étudie une file d’attente utilisée pour modéliser le multi-
plexage de n communications paquetisées identiques. Le processus des
arrivées a cette file est déterministe et chaque client recoit un service de
durée constante 0.

On donne les distributions du travail restant dans le systéme et du
nombre de clients présents dans le systéme a un instant quelconque.

De plus on montre que les distributions du temps d’attente réel et du
nombre de clients présents dans le systéme juste avant I’arrivée d’un client
se calculent comme les distributions précédentes en changeant n en n— 1.

ABSTRACT. — We describe a single server queue modelling the sharing
of a single transmission facility by n identical periodic packet streams.

Closed expressions for the distributions of the virtual waiting time and
of the number of customers in the system are given.

We prove also that the distribution of the real waiting time (respectively
of the number of customers in the system just before an arrival) is equal
to the distribution of the virtual waiting time (respectively of the number
of customers in the system) for (n—1) input streams.
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1. INTRODUCTION.
LA FILE nD/D/1

Cette étude est motivée par la modélisation de la transmission simultanée
de plusieurs communications codées numériquement. Chacune des n
communications consiste en ’émission périodique, toutes les T secondes,
de paquets de longueur constante, qui est la méme pour toutes les commu-
nications. Les communications sont transmises sur un méme canal qui ne
peut écouler quun paquet a la fois. Un paquet qui trouve le canal occupé
est stocké le temps que tous les éventuels paquets arrivés avant lui soient
transmis sur le canal, puis il est lui-méme transmis.

On modélise le systéme ainsi décrit par une file d’attente dont les clients
correspondent aux paquets et dont le serveur représente le canal. Les
paquets étant supposés de longueur constante, le temps de service est
constant et égal a la durée 6 de transmission d’un paquet. Puisqu’il n’y a pas
de paquets perdus et que les paquets sont transmis dans leur ordre d’arrivée,
on suppose que la file est munie d’une salle d’attente infinie et que la disci-
pline de service est PAPS.

Il faut maintenant caractériser le processus des arrivées qui modélise
I’émission de n communications paquetisés identiques et indépendantes.
Soit [0, T[ un intervalle fixe. Le processus &(t,, k € Z) des arrivées a la file
d’attente correspondant a une unique communication est périodique de
période T, et donc bs

e =4+ T

Par conséquent, il existe un unique point X de @ tel que 0 < X < T. On
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TEMPS D’ATTENTE DANS UNE FILE nD/D/1 55

considére alors le processus & résultant de la superposition des n processus
¢lémentaires 6, ..., 6, et pour tout i, on note X; I'unique point de &;
appartenant a [0, T[. On suppose les communications indépendantes les
unes des autres et donc les variables (Xy, ..., X,) sont aussi supposées
indépendantes. De plus, le choix de I'intervalle [0, T[ ne dépend pas‘des
communications et I'on peut supposer que pour tout i, X; est uniformément
distribué sur [0, T[. Par conséquent, si (Z, ..., Z,) est le n-uplet ordonné
obtenu a partir de (X4, . . ., X,), il suit une répartition de Dirichlet sur [0, T[

(on dit aussi répartition bernoullienne sur [0, T[) dont la densité conjointe
est

n!
(1.1) o o<z ogner

Si z; est la date d’arrivée du i client a la file aprés I'instant 0, en utilisant
le caractére périodique des communications, nous voyons que

z; =7, si 1<ign
(1-2) Zi=Zigm+ kT si kn+1<i<(k+n

En particulier, si les indices des dates d’arrivée de 2 clients sont congruents
modulo n, ces 2 clients correspondent a 2 paquets d’'une méme commu-
nication. On remarque en effet que z;,, = z; + T. D’autre part, & est
un processus déterministe au sens que la donnée des points de ¥ appar-
tenant a [0, T[ définit presque sirement tous ses autres points. Par la
suite, nous notons nD le processus des interarrivées (y,=2z;4+1 —2;) de <.

Remarquons que pour tout k de N*
ps

Vet oo F Vetn—1=Zken— =T

En particulier, un processus nD n’est pas de type GI.

n processus .
élémentaires : nD :[[E e\
périodiques ' U
indépendants '

superposition salle serveur
d’attente déterministe
Fic. 1.

En utilisant (1.2) et la formule de Lindley, on a démontré dans [/] la
propriété suivante

PROPRIETE 1.3. — Notons A’'(k) Pattente subie par le k'™ client. Aprés
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56 A. GRAVEY

un intervalle d’initialisation dont la durée dépend uniquement de la quantité
de travail restant dans le systéme d instant de début d’observation, la suite

des attentes des clients vérifie A’(k+n)=A’(k) presque siirement pour tout k
de N.

La démonstration, basée sur la formule de Lindley, est donnée dans [/].
Une conséquence directe de cette propriété est que la moyenne temporelle

des attentes, (Z A’(k)>/m ne converge pas vers A’ quand m croit, méme

1
en loi. En effet, d’aprés 1.3,

lim (Z A’(k))/m ZAWM)+ ... +Am)n

et P(A(1)+...+A/n)/n=0)=PA’(1)=0,. .., A'(n)=0) < P(A’=0).

Par la suite nous nous intéressons uniquement aux distributions du
temps d’attente et du nombre de clients présents dans le systéme quand
la file a atteint son régime périodique.

Dans un précédent article [/ ] nous avons donné la distribution conjointe
des périodes d’activité et d’inactivité du serveur. Ici nous nous intéressons
a la distribution du temps d’attente (virtuel ou réel) ainsi qu’a celle du
nombre de clients présents dans le systéme (a4 un instant quelconque indé-
pendant de I’état du systéme ou juste avant ’arrivée d’un client).

Dans [2] Eckberg fournit une méthode itérative de calcul de la distri-
bution du temps d’attente. Cependant, la distribution n’est pas explicite-
ment donnée. [3], [4], [5], sont des articles traitant des files du type nM/D/1.
Dans[6] Pollaczek donne une méthode permettant I'’étude du temps d’attente
des n premiers clients d’une file nD/G/1. Mais cette méthode ne s’applique
pas a I’étude du temps d’attente des clients en régime périodique dans
le cas ou le serveur est déterministe.

2. ATTENTE VIRTUELLE
ET NOMBRE DE CLIENTS A4 PRIORI

Soit une file nD/D/1 ayant atteint son régime périodique. Notons [0, T[
I’intervalle d’observation, choisi indépendamment de 1’état de la file. Dans
ce paragraphe nous allons donner la distribution de lattente virtuelle A
(c’est-a-dire du travail restant dans le systéme) a la date T, ainsi que la
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TEMPS D’ATTENTE DANS UNE FILE nD/D/1 57

distribution du nombre N de clients présents dans le systéme a la méme
date. Nous donnons aussi les valeurs moyennes de ces distributions.

Dans 'intervalle [0, T[ arrivent n clients C,, . . ., C, dont les dates d’arri-
vée vérifient 0 < Z; < Z, < ... < Z, < T presque sirement.

2.1. Distributions de A et N.

Nous définissons tout d’abord une famille d’é¢vénements disjoints qui
est a la base du calcul de la distribution de A.

LemMME 2.1.1. — Si &(k) désigne I'événement suivant :

le serveur est actif a l'instant T et k clients se sont présentés
depuis le début de la période d’activité en cours

&(k) se décrit a laide des variables Z, . ..,Z, par :

Hl) Z,_\+( + kO =T
H2) Z,_ i1+ (G =10 =2, k+i pour i=2,...,k
H3) Zi+(n—k+1—-0)0<Z,_4+1 pour i=1,...,n—k

Démonstration. — Condition nécessaire : les k derniers clients a s’&tre
présentés avant la date T sont C,_y+1, - .., C,. La période d’activité doit
avoir commencé a la date Z,_, . , et elle doit étre encore en cours a la date T.
Par conséquent (H1) est vérifiee. D’autre part, pour que C,_y+1¢, ..., C,
soient servis sans interruption, puisque la période d’activité a débuté
a la date Z,_, . ¢, il faut aussi que (H2) soit vérifiée. Finalement, pour que
le serveur soit inactif & gauche de Z,_, ., il faut que la période d’activité
précédente soit terminée 4 la date Z, ;4 1, et donc qu’une période d’activité
éventuelle commencée 4 la date Z, pour i = 1, ..., n — k, soit terminée, ce
que traduit la condition (H3).

Condition suffisante : d’apres (H1) et (H2) C,_4+4, - .., C, sont servis
pendant une méme période d’activité qui est encore en cours a la date T.
Or, comme le systéme a atteint son régime périodique, nous voyons a
l'aide de la propriété 1.3 que le serveur va connaitre des périodes d’inacti-
vité durant [0, T[. Donc au moins 'un des clients parmi Cy, ...,C,_; 4+
doit débuter une période d’activité. Comme (H3) précise que si une période
d’activité débute a la date Z;, pour i =1,...,n — k, elle est terminée
aladate Z,_, 1,1l est clair que dans tous les cas Z, . est le début d’une
période d’activité du serveur.

Vol. 20, n° 1-1984.



58 A. GRAVEY
PROPRIETE 2.1.2. — Soit j appartenant a {1, ...,n}. Pour tout a de
1G—1)0, jO[ et tout réel da suffisamment petit,

P(A € [a,a + dal) = f{a)da/T

oSSO0
k=jr=k

Démonstration. — Dans une premiére étape, { A€ [a,a + da[} est
décomposé en événements disjoints { A€ [a,a + da[ } n &(k) dont nous
calculons les probabilités; puis dans une seconde étape, nous sommons

pour obtenir f}(a).

I étape :

Considérons a et da vérifiant (j — 1) < a < a+da < j0. Si l'attente A
est comprise entre a et da, au moins j clients se sont présentés au systéme
depuis le début de la période d’activité en cours a I'instant T. Nous avons

donc :
{Aela,a+ dal} :U{Ae[a,a+da[}mé"(k)

k=j
et comme les &(k) sont disjoints
P[Ae[a,a + da[] = ZP[{AG la,a + dal} n &(k)]
k=j

Drautre part, A appartient & [a,a + da[ si et seulement si le dernier client
arrivé avant T termine son service entre T + aet T + a + da, c’est-a-dire si

Zy_ i1+ kO[T +a T+ a+dal

v

k®

N

1T | L {
T+3 T+a+da

N
N
—H

Nnok+1
FiG. 2

Nous pouvons maintenant utiliser le lemme 2.1.1 explicitant &(k) pour

€crire :
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TEMPS D’ATTENTE DANS UNE FILE nD/D/1 59
P[{A€c[a,a+ da[} n &k)]

n—k
n! T+a+da—ko Zn-k+1—(M—k—i+1)0
= T [ F dz;
T+a—k6 1 Zi-1
i=

k—j+1

. J
Zn-k+1+H(i—1)0 T
dzn—k+i | | J dZn—j+i
i3 Zn-k+i-1 3 Zp— i1

En utilisant les calculs d’intégrales donnés dans I'annexe 2 nous avons :

T Zn-k+1 - (R—k—i+1)0 1
]—[L dZi =m [z,,_kﬂ—(n—k)@]z,,_kﬂ"""_l
i=r " ! )

k—j+1 Jj
Zn—tk+1+(i—1)0 T
dzy_i+i dz,—j+i
Zn-k+i-1 ] Zn-j+i-1
i=2 2

k—j . )
Zn—te+1+H(i—1)0 R L) ) [T_Zn~j+i]J_1
= I | j dz, i +i _(]._‘_‘szn—j+1
Zn-k+i-1 Zn-j :
i=2
1

= K1 [K(T — Zn—k+1)k_1

—j ) - )
_Z<j+i_1)[(k—j—i+I)G]k—J—t[T—zn_k+1—(k_j_i+1)9]1+1—1]

et finalement, pour da suffisamment petit

P[{Ae€[a,a+ da } né&K)]

N P S

*Q) vl Tt T T T

) 'Z ( k )[(k—j—i+1)9]"‘i‘f[(i+j—1)0 ) ﬁ]iﬁ—l]da/l“
i+j—1 T T T

2¢ étape :
En décomposant P[{ A€ [a,a + da[ } n &(k)], nous obtenons :

J{a) = Bja) — C{a)

‘ O/ a nb a KOP kO gt
o Bla=) Mttty T M7
k=)
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60 A. GRAVEY

O /n a nb a kop k1
et CJ(a) =Z(k)[1 + T - ?il[l +T - —T—
[ ( k >[(k—j—i+1)e]k-f—i[(j+i—1)9_ g]i“"l]
x Z i+j—1 T T T

i=

En utili t1+ nB_ 1+a k0 (n—k)o t en dévelo
n utilisan T F ToT|” T e P

: ko .
pant les puissances de 1 + f T nous pouvons écrire :

B/(a) = Bj(a) — Bj(a)

S ) Yo SA A
O R |

En prenantu =i +j — 1

fa) = / T T D,(a)
‘ ol = a nb a kO (k=) et
o Dda)= E <k—u>[1+T—T][1+T_T] [ T ]

a nf .
En décomposant a nouveau 1 + T T des changements appropries

d’indices font alors apparaitre I'identité d’Abel (voir annexe 1). Finale-
ment, on trouve :

a ue n—u—1 9 a ug n—u—2

En reportant cette expression dans C{a) et en développant les puissances
0
de [1 + % — u?] nous obtenons finalement :
Cj(a) = Cj(a) — Ci(a)

Annales de I’ Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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. l_nn n\(r—1 iy KO a ]t

o C"(“)‘ZZ (e [T"T]

o C?‘“)Z%HZZ’CZIX )‘ ”'“[Ifre ;]
k=j r=k

Pour obtenir f{a) il suffit alors d’effectuer B {a)—Cja) en regroupant
Bj(a) avec Cj(a) et B}(a) avec C¥(a) :

ke r—1 _
=2 2 (G L-51 [1-o3)
k=j r=k

PROPRIETE 2.1.3. — Soient A la quantité de travail restant dans le sys-
téme a linstant T et N le nombre de clients présents dans le systéme au
méme instant. Le support de A est [0,n0]; A admet une unique masse, en 0,
d’intensité (1 — n0/T) et une densité f/T définie sur 10,n0] et pour tout j
de {1,...,n} donnée par

f(a) = ffa)
B n n " , ~ . -( r)e] |:__E:|r_1
=) 2N T 5
k=j r=k
sur 1(j — 1)6, j0].
N a une distribution de support {0,1,...,n} donnée par

P(N = 0) = 1 — nf/T

P(N :.]) =T; = %061(.]) + Z (:)(g)r(g(h r+ 1: 1) - rg(j: r, 1))

r r=J
ou g(j,r1)= Z(:)(— ™ *u —jy !
u=j
(voir graphiques 1 et 2).
Démonstration. — Le service étant déterministe de longueur 6, la dis-

tribution de N et celle de A vérifient les relations suivantes
{ P(N =0) = P(A = 0)
PIN=j) =P(j — )6 < A < jb) pour je{l,...,n}

Vol. 20, n° 1-1984.
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GRAPHIQUE 1
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P[A > a] pour n=20.

Pour prouver la propriété 2.1.3, il suffit donc de montrer que

1) PA=0)=1—nf/T
no -
2) j f(@)da/T = an = nf/T
0
=1
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GRAPHIQUE 2.
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64 A. GRAVEY

1) Soit X; la date d’arrivée du client correspondant au processus ;.
Notons
{ X=X —X; + Tlx,<x, pour ie{2,...,n}
T =T-X,

(t, X5, ..., X}) sont indépendantes et uniformément distribuées sur
[0, T[ (voir propriété 3.1.1). Il est clair que {A =0} est (1,X5,..., X)-
mesurable. D’autre part, P(A = 0| X}, ..., X;) est la probabilité que le
systéme soit vide & un instant aléatoire d’observation uniformément dis-
tribué sur un intervalle de longueur T durant lequel les périodes d’acti-
vit¢ du serveur sont connues et ont une durée cumulée nf. Donc

PAA=0[X;....,X)=1-n0T et PA=0)=1—n0/T aussi.
2) ~

n n

Jo n\/r LAY _(n~r)0
LnﬂMMEZEXJQ“”<ﬁP 'r]

o X [k —j+ 1Y — (k — jy]

0
En ordonnant suivant les puissances de T et en notant

gU,r, 1) = Z (:)(— D u—j!

u=j

nous obtenons
kA ng _ . n n\/0\ . 11— rg(ir. 1))
f]{a)da/T = Tél(J) + Z<r T (g(J’ r+1, ) rg(.]a >

r=j

JU-1)8

alors

' f(a)da/T = Z j ’ flayda/T
Jo (~1)6

j=

= nTB + Z (,:><§>r|iz (gU,r+ 1, 1) —rg(j,, 1)):|

r=

En utilisant 'annexe 3 on voit que
Z(g(i,r + L1 —re(jr, 1) = G(r + 1,1) — rG(r, 1) = 0
i=1 ‘

Annales de I’ Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



TEMPS D’ATTENTE DANS UNE FILE nD/D/1 65

2.2. Valeurs moyennes de A et N.

PROPRIETE 2.2.1. —

9" nt [0V
EA) = 4 (=) (‘)

DCESCNCY

Démonstration. —
E(N) = Ejﬂj
j=1
_n0+2n O'r_' L1 ]
- T r T : j(g(.]’r + ) ) - rg(]a r, 1))

r=1 j=1

En utilisant les notations et les résultats de 'annexe 3 nousavons g(1, 1)=1
~
et,sir > 1

ng(, r1) = — Gr,0) + r[G(r —1,0) + Z(r—l;l)(—l)'—l-kk'—l]

=t — 12

Donc E(N) = [ Z(n—r)'<>}

Posons 1 — F(a) = P(A > a)

no
E(A) = j [1 — F(a))da

0

= ZJ‘J‘H [1 — F(a))da

(J-1)0
= TZj [J f1j0 — Tuydu + Z nk:ldx .
= O[E(N) - %)] + TJ [ZJ 110 — Tu)du:\

Vol. 20, n° 1-1984.



66 A. GRAVEY

Nous allons montrer que zj f{U0 — Tu)du = nx, ce qui nous per-

mettra de conclure.

[ - ZZ< o) - -]
L x:' [(k—j)e]}
OYMLHIRAREE Ch

k=j r=k s=1

Z Jx f1j0 — Tuydu = z X(s)x*
0

j=1 s=1

) (NG T [ o]

=S Jj=1k=j

X(s) = Z <:><Z><%>_(G(r 5) — (r — G(r — 1,59))

Par conséquent

ou G(r,s) est défini dans ’annexe 3 dont nous utilisons les résultats pour
conclure que X(s) = nd,(s).

Il est intéressant de comparer E(A(n/T, 0)) et E(N(n/T, 0)) a lattente
virtuelle moyenne E(#/(n/T, 6)) et au nombre moyen de clients a priori
E(A(n/T, 8)) d'une file M/D/1 de taux d’arrivée 4 = n/T et de temps de
service 6.

PROPRIETE 2.2.2. — E(A(n/T, 0)) (respectivement B(AN (n/T, 0)) est un
majorant de E(A(n/T, 0)) (respectivement de E(N(n/T, 0)) et si lon fait croitre n
et T, le rapport n/T restant égal a A

nligfnoO E(A(n/T, 6)) = E(4(4, 0))
. 1}1r+n00 E(N(n/T, 6) = E(AN(4, 0))

Démonstration. — Posons p = n0/T.

S-S0

+ oo n
=j [Hﬂ]e—udu*l
0 n

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques




TEMPS D ATTENTE DANS UNE FILE nD/D/1 67

. up | .
Or, la suite [1 + ——:| est croissante et converge vers ¢*’ quand n croit,
n

p restant constant. Avec le théoréme de convergence monotone, nous
avons donc

O onl (6 " onl (oY
Z——n (—) < P et lim Z . <g> -
(n—m!\T 1-p n=+oo & (n—r)!'\T 1-p

r=1

Donc lim_E(A(/T, 0)) = g[l—f—p] — B(4(), 0))

1
et lim E(N(y/T, 0)) = - [p n L] — EAX(1 6))
n-+ o 2 1— p
(voir le graphique 3).

GRAPHIQUE 3.

Z'éx E(A) M/D/1

10——‘

g —

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

2 no
Variation de i E(A) en fonction de p = T
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68 . A. GRAVEY

3. ATTENTE REELLE,
NOMBRE DE CLIENTS VUS PAR UN CLIENT ARRIVANT

3.1. Propriété du processus des arrivées.

PROPRIETE 3.1.1. — Soient (X, ..., X,) n variables aléatoires indépen-
dantes uniformément distribuées sur [0, T[. Soit F une variable aléatoire
indépendante du n-uplet (X,, ..., X,), distribuée sur [0, T[. Définissons
le n-uplet (Y4, ...,Y,) par :

Y;=X; = F+ 1x,<pT

Alors (Yq, ..., Y,) sont n variables aléatoires indépendantes et uniformément
distribuées sur [0, T[.

Démonstration :
Vi R
i
. 4 i P ! »
0 X, F X"- ™ TeX;
FiGc. 4

Notons ¢ (s) et ¥ {s) les fonctions caractéristiques de X; et Y;.
T
@{s) = E(e"*) = J estdt/T
0

= (5T — 1)/isT
Y(s) = E[E(e*Y7 | F)]

F T
— E[J eis(t—F+T)dt/T + J‘ eis(t—F)dt/T]
0 F

= E[(e"T — 1)/isT]
Donc Y; a méme loi que X;.
Soity, .. ., 4(s1, . . ., 8,)1afonction caractéristique du n-uplet (Yy,. . ., Y,)

Wisooorn(S1s .. .ys,) = E[efSY1ttsn¥n)]
— E[E [ei(le1+..,+s,.Yn) | F]]

=E H_[ (€T — 1)/:'sz]

i=1
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TEMPS D’ATTENTE DANS UNE FILE nD/D/1 69

d’apres les propriétés d’indépendance du (n+1)-uplet (F, X, ..., X,).
Par conséquent les variables Y, ..., Y, sont indépendantes.

Considérons en particulier une file nD/D/1 dont le processus des arrivées
est la superposition de n processus €lémentaires périodiques @, ..., G,.
Notons X7, ..., X! _, les dates d’arrivées de clients au systéme entre 2 arri-
vées successives de clients du processus @,. Alors, X%, ..., X, _; sont
indépendantes et uniformément distribuées sur [0, T[.

Rappelons que d’aprés la proposition 1.3 les clients dont les dates
d’arrivée sont les points d’'un méme processus périodique élémentaire
subissent la méme attente et trouvent donc aussi le méme nombre de clients
présents dans le systéme a leur arrivée. Notons A’ Iattente d’un client C
dont la date d’arrivée est un point de @, et N’ le nombre de clients présents
dans le systéme juste avant Iarrivée de C.

3.2. Distributions de A’ et N’.

Choisissons l'origine des temps de telle sorte que la date d’arrivée de C
soit égale a T. Notons Z1, ...,Z,_, la suite ordonnée des dates d’arrivée
des clients au systéme entre 0 et T.

LeMME 3.2.1. — C est servi aprés exactement k clients si et seulement si :

(HY) Z, -+ ko6 >T
HY Z,_ +@—10 =2Z,_ i pour i=2 ...,k
H) Zi+m—k—-i0<7Z,_, pour i=1....n—1—k

La démonstration est similaire & celle de la proposition 2.1.1.

En utilisant cette derniére propriété, ainsi que le fait que le (n — 1)-uplet
(Z4, ...,Z,_,) suit la loi de Dirichlet d’ordre n — 1 sur [0, T[, nous pou-
vons évaluer la loi de A’ et celle de N’ en utilisant la méme procédure que
celle utilisée pour A et N. Par conséquent, A’ et N’ suivent respectivement
les mémes lois que l'attente virtuelle A et le nombre de clients a priori N
calculés pour une file (n — 1)D/D/1. Ces lois sont données par la propriété
2.1.3 et leurs moyennes par la propriété 2.2.1 en changeant n en n — 1.

Nous remarquons en particulier que I'attente réelle et I'attente virtuelle
n’ont pas la méme distribution (il en est de méme pour le nombre de clients
présents dans le systéme a priori ou juste avant I’arrivée d’un client).

Par contre la formule de Little est vérifiée :

— le taux moyen d’arrivee est n/T

— le temps de s¢jour réel moyen est 6 + E(A’)

— le nombre moyen de clients dans le systéme est E(N)
et n/T[0 + E(A")] = E(N).
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ANNEXE 1
Formule d’Abel. —

n
Z(k)(x+k)""(y+n—k)""‘=(x+y+n)"/x si n=0 et x#0

Démonstration. —

n—r

Z(Z)(x Ry n—kp = Z(:)(x+y+n)' Z(n;r>(—1)"”'_"(x+k)""“
0

= r= =

= = k=
p

or. Z <IIZ>(— 1)P"¥x + k)P~ ! est la dérivée (p-1)° au point t = 0 de la fonction e(e' —1)”.

3 n—r
Z( k )(—1)"_'_"(x + k" =0 si n#r

k= = 1/x si n=r

Donc

donc

: n
Z <k>(x+k)"“(y +n—k"*=(x+y+nx

k=0
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ANNEXE 2

Proposition. — Pour p et q de N, soit

X x+60 x+(p—1)6
H(x, y,p, q) = L dzlj dz; ... J (y — z,)%qdz,

Zp-1

alors H(x, y, p, 0) = x(x + p6)*~'/p!

1 + . p+q Ny i . .
H(x, y,p, q) = ———[y” - xz<p .)(x + (p—i)9)" ‘(y—x—(p—t)ﬂ)‘”']
(r+9! Li\p—i

Démonstration. — Pour g = 0 et p > 0, on obtient en intégrant par rapport a z,, :

(y—x—(p—1B)*!

H(x, y,p,q9) = H(x,y,p — 1, g + 1) — H(x, y,p — 1,0)
(g + 1!
et donc
14
: yPre (y —x —(p— )01
H(x, y, p, 9) = ; —Z - H(x,y,p —i,0) (A.2.1)
rta! L (g +)!

En utilisant cette relation, on prouve par récurrence que
H(x, y, p, 0) = x(x + p6)*~*/p!

En effet, H(x, y, 1, 0) = x et si pour tout i < p — 1, H(x, y,4,0) = x(x + i6)'"'/il on a :

H(x, y, p, 0) = y?/p! — x/p! Z(i;)(y —x — )" (x +i0) 7!

nous déduisons de la formule d’Abel donnée en annexe 1 que
H(x, y, p, 0) = x(x + p6)*~*/p!

On conclut en reportant I’expression de H(x, y, p, 0) dans A.2.1.
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ANNEXE 3

Proposition. — Si1 <j <ret0 < u<r, posons

. r
gU,r, u) = Z<k>(_ 1~k —jy
[

=]

G(r,u) = z g, r, u)

j=1

Alors
G(r,0 =(r — r!2
G, 1) =@ - 1!
G(r,u)=0 si uz=2

Démonstration. — En prenant comme couple de variables i = k — j et j et en changeant
Pordre de sommation, nous obtenons :

r—1 r-i-1
(r
G(r,u) = Z e Z (- 1)’( )
i=0 j=o J

r—i—1

. r—1 [r
or () = )y ol
1 J
j=0

. r—1

donc G(r, u) = (== i
i
i=0

qui est la (r —u)® dérivée au point t=0 de la fonction (¢! — 1)~ !,
Par conséquent
G(r,0) =(r — D)r!)2
G(r, 1) = (r — 1)!
G(r,uy=0 si u

WV
&Y
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