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Systèmes localement de rang un

S. FERENCZI

Laboratoire de Probabilités, Université Paris-VI,
Tour 56, 4, Place Jussieu, 75230 Paris Cedex 05

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 20, n° 1, 1984, p. 35 -51. Probabilités et Statistiques

RÉSUMÉ. - Théorie ergodique : un système dynamique est dit localement
de rang un s’il peut être approché arbitrairement bien par des tours de
Rokhlin de mesure fixée. On montre que cette propriété implique la pro-
priété de Loosely Bernoulli, mais qu’il existe des systèmes Loosely Bernoulli
qui ne sont pas localement de rang un. Enfin, on construit un système
localement de rang un qui n’est pas de rang fini.

ABSTRACT. - Ergodic theory : we say that a dynamical system is of
local rank one if it can be approximated arbitrarily well by Rokhlin towers
of fixed measure. We show that this property forces Loosely Bernoulli,
but of course there are Loosely Bernoulli systems which are not of local
rank one. Furthermore, we show that local rank one is strictly weaker
than finite rank.

Dans tout cet article, on considérera des systèmes dynamiques (X, j~, T, ,u),
où (X, fl) est un espace de Lebesgue : les partitions de X sont prises finies
et A-mesurables.

(X, j~, T, ~c) est dit localement de rang un s’il existe un nombre a stricte-
ment positif tel que, pour toute partition P et tout réel B strictement positif,

h- 1

il existe un ensemble F, un entier h et une partition Q de A 
vérifiant i=O

(1) F, TF, ..., sont des ensembles disjoints,
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36 S. FERENCZI

(3) Q est moins fine que la partition (F, TF, ..., 

cette définition est due à J. P. Thouvenot. Nous allons montrer qu’un tel
système, s’il est ergodique, est d’entropie nulle et Loosely Bernoulli (on
se reportera à [1 ] pour les définitions précises), c’est-à-dire induit une
rotation sur un ensemble de mesure positive (un résultat proche a été
obtenu indépendamment par Katok et Sataev [2 en 1976). Nous mon-
trerons ensuite qu’il existe des systèmes Loosely Bernoulli d’entropie nulle
qui ne sont pas localement de rang un, en utilisant pour cela la propriété
de Vershik définie dans [3 ] ; enfin, nous construirons un système localement
de rang un qui n’est pas de rang fini (définition dans [1 ]).

Je remercie Benjamin Weiss pour l’aide précieuse qu’il m’a apportée.

. I. RANG UN

ET PROPRIÉTÉ DE LOOSELY BERNOULLI

PROPOSITION 1. - Si (X, j~, T, jM) est un système ergodique localement
de rang un et P une partition de X, le processus (P, T) est Loosely Bernoulli
d’entropie nulle.

Démonstration. - Soit ce un nombre positif ou nul.
Hypothèse Ha = pour tout (5 strictement positif, il existe un entier N(b)

tel que, pour tout n supérieur à N(b), il existe un ensemble de mesure
n- 1

supérieure à 1 - 5, qui est une union d’atomes de et tel que,

n-i 1 o

si W et W’ sont deux atomes de T~P contenus dans 
o .

L’hypothèse Ho est vérifiée. Supposons Ha vérifiée.
Soit {) > 0 donné.

Soient 5 > 0 et 0  c  1, qu’on précisera. On applique Ha pour ~ ;
on fixe un no supérieur à et soit W = Wno(b).
On peut trouver F, h et Q vérifient (1) à (4) pour P et b. On prolonge Q

en posant Q = P sur AC, et on a

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



37SYSTÈMES LOCALEMENT DE RANG UN

On peut supposer en outre,

o 
n

en effet, en appliquant la définition du rang un local à et 2 - ~,
-n

on obtient des partitions Qn vérifiant, en particulier, (4) avec P et 2 - ~,
et des nombres hn qui doivent tendre vers l’infini car l’espace est non ato-
mique. On aura donc simultanément (1), (2), (3), (6), et (7) pour un n assez
grand.

h est pris assez grand pour que ch puisse être considéré comme entier
sans changement notable ; il en sera de même pour les quantités cn, acn, ...
qui interviendront plus tard.

ch - 1

Soit A’ = A’ est de mesure supérieure à ac. On choisit ni 1
t’=0

assez grand pour que ". - , 1

pour tout x situé dans un ensemble V de mesure supérieure à 1 - 5 ;
on choisit n2 tel que

( 10) - pour tout n supérieur à n2, il existe un ensemble W~ de mesure supé-
rieure à 1 2014 5 tel que, pour tout x de W~

(10 a) Tjx est dans W pour au moins (1 - 2b)n de j des [0, n - 1 ],
(10 b) Tjx est dans V pour au moins (1 - 25)~ des j de [0, n - 1 ],
(10 c) Tjx est dans A pour au moins (a - des j de [0, n - 1 ],

(10 d) Tjx est dans Pk0394Qk pour au plus 2bn des j de [0, n - 1 ].
k

Tout cela est possible par le théorème ergodique ponctuel, on peut aussi
n- 1

assurer que W~ est une union d’atomes de B/ T~P.
o 

~ 

Soient x et y deux éléments de Wn, x et y leurs P-n-noms, x et y leurs
Q-n-noms ; soit B le Q-h-nom d’un point de F (n’importe lequel par (1)
et (3)). D’après (10 d), x diffère de x, et y de §, en au plus 26n endroits.

D’après (10 c), x contient des blocs B, pour une longueur totale d’au
moins (a - Soient il 1 ... il les abscisses des débuts de ceux-ci dans x.

Vol. 20, n° 1-1984.



38 S. FERENCZI

D’après (10 b) on peut supposer, au prix d’une modification de x d’au plus
203B4 en f que ..., Tily sont dans V.
Dans le tableau 1  a  l, 0  ni - 1), un point est dit

bon s’il est dans A’. D’après (8), il y en a au moins dans chaque colonne,
2

donc (argument « de Fubini »), il existe une ligne où il y en a au moins
cal 

~ ~ 
.

. Soit j cette ligne, et y’ le Q-n-nom de TJy. On a
2

On peut désormais coupler x’ (la modification en f de x) avec y’, de
la manière suivante :

~ 
cal

pour au moins - des indices a, en dessous du bloc B de x’ .commençant
en ia, il y a un bloc B de y’ commençant entre ia - ch et ia (puisque 
est bon). Pour un sur trois de ces indices a, on couple les deux blocs B corres-
pondants au prix d’un décalage inférieur à ch. On a ainsi couplé au moins

1 3 . ca 2 2014 ’ (a - des coordonnées, et les parties non couplées sont de lon-

gueur supérieure à h. On découpe x’ en segments de longueur no, en repor-
tant le découpage sur y’, de sorte qu’une proportion d’au moins (1 - 45)
de ces segments commence dans W, en haut et en bas (grâce à (10 a), il y a
une manière de le faire, en perdant un segment de taille inférieure à no).
Sur les parties non déjà couplées on peut donc coupler à et en f les bons
segments de longueur no qu’elles contiennent, en perdant au plus une

proportion - des coordonnées. Donc
h

1 1 - ce 1
En prenant c = dans tous les cas, et c = si a > -, et 03B4 assez

10 2a 
- 

3

petit, on en tire que si Ha est vérifiée, H~. l’est aussi, avec
., , .. ,

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



39SYSTÈMES LOCALEMENT DE RANG UN

On en conclut que Ha est vérifiée pour tout oc strictement inférieur à 1,
et donc (cf. [1 ]) que (P, T) est Loosely Bernoulli.

COROLLAIRE 1. - Tout système de rang fini ergodique, et donc tout
échange d’intervalles ergodique est Loosely Bernoulli.
(On retrouve ainsi un résultat de Weiss [1 ], et de Katok et Sataev [2 ]).
Démonstration. - Un système de rang r est localement de rang un

1
avec un a >- - - E, pour tout s strictement positif.

r

II. RANG UN LOCAL ET PROPRIÉTÉ DE VERSHIK

On se reportera à Rothstein [3 ] pour la présentation de la propriété
de Vershik. On conserve ses notations, en particulier, pour une partition P,

où mn et mn sont deux mesures sur

DÉFINITION. - Un processus (P, T) a la propriété de Vershik si Vn(P, T)
. 

tend vers zéro quand n tend vers + 00.
D’après [3 ], la propriété de Vershik est plus forte que le mélange, et

strictement plus faible que la propriété Very Weak Bernoulli. D’autre
part, en entropie nulle, il existe des processus de Vershik qui sont Loosely
Bernoulli (et d’autres qui ne le sont pas). 

’

Nous montrons ici que la propriété de Vershik empêche la propriété
de rang un local : si un processus (P, T) est de Vershik et localement de
rang un, on peut à partir du P-nom de la tour locale, de masse a, et de
la propriété de Vershik, fabriquer un nombre arbitrairement grand de
P-noms de masse a2. Or ces noms correspondant à des ensembles disjoints
(s’ils se recoupent, cela introduit dans le P-nom de la tour locale des périodes
et contredit le mélange), ce qui est impossible.

Proposition 2. - Si (P, T) est un processus de Vershik, le système
(X, (P)T, T, /1) n’est pas localement de rang un.

Démonstration. Supposons que (X, (P)T, T, ,u) est localement de rang
un, pour une constante a.

Vol. 20, n° 1-1984.



40 S. FERENCZI

On fixe un entier m, et un réel positif 5, dont on précisera l’ordre de
grandeur.

Soit Qo une partition de X, mesurable par rapport à (P)T, et dont tous

les atomes ont une masse comprise entre a 20m2 et a . Une telle partition
existe si m est assez grand.

Soient Q, F, h vérifiant (1) à (4) pour Qo et ~.

Comme dans I, on prolonge Q à X, et on peut prendre h assez grand,
pour que, par la propriété de Vershik, passant au facteur, et par le mélange
qui en découle (cf. [3 ]),

h

(15) Vn(T, Qo)  ~2 pour tout entier n compris entre 2 et m,

(16) p(q fi Tlq) - a p(q) pour tout atome q de Qo et tout entier l supé-
03B4h

rieur a - .
m

Soit n un entier compris entre 2 et m. Soit K un entier assez grand pour
que, pour au moins un point y,

(17) Tjy soit dans (~Qv ~ (Q0)v) pour au plus 2a 1 ° 
Kh 

des j de

[0, Kh n - 1],
n

(18) Pour tout atome q de soit dans 4 pour au moins
o

(1 et au plus (1 + des j de [0, K - 1 ],

(19) (18) reste vrai en remplaçant Q par Qo.
.. h

C’est possible par le théorème ergodique local appliqué à T ou a Tn,

qui est ergodique. Soit Y (resp. Yo) le Q (resp. Qo) - K--nom de y.
On a 

n

Soit B le Q-h-nom d’un point de F ; B = (bo ... 

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



41SYSTÈMES LOCALEMENT DE RANG UN

Soit An l’ensemble des atomes de Un dont le nom est du type
~ 

h

bibi+1 ... bi+h n-1, pour un i compris entre 0 et h - -. Par (2) et (3),

B . _ / 
..,.

si 03B4 est assez petit.

On découpe Y en segments - , (f + 1) - - 1, 1 variant de 0 à K - 1.

Par (18) et (21), au moins K 2 + 25 segments sont des noms d’atomes
de An. Par (20), au moins K(1 - 03B45) segments sont 203B45-d-proches des
segments correspondants de Yo. Donc, par (19), si B~ est l’ensemble des
atomes de Vn dont le nom est 203B45-d-proche d’un nom d’atome de An, on a

h hn n

Soit Wn = x V TiQo, muni des mesures mn = ,u,
t-i i=1

mn /1.
Par un raisonnement semblable à celui du paragraphe précédent et par

définition de mn, on peut trouver un ensemble Cn d’atomes de Wn vérifiant :

(24) les couples de Qo-h-noms des atomes de Cn sont, à 2~ 5 près en d,
du type (bi ... bi + ~ - z)(b~ ... b~ + h -1),n i n 1

On utilise (15), et soit m une mesure sur Wn x Wn réalisant d(mm mn),
(on utilise la définition de d de Weiss [1 ]).

Il existe un sous-ensemble Mn de Wn x Wn vérifiant

Soit Dn la projection sur la deuxième coordonnée de (Cn x Wn) n Mn.

Vol. 20, n° 1-1984.



42 S. FERENCZI

On a

(29) tout élément de Dn est 03B4-d-proche d’un élément de Cn .

Quitte à grossir Dn, sans changer ses propriétés on peut supposer
que c’est une union d’atomes de Wn, mj qu’on peut assimiler à

2h-1 =

( B / , par translation. (24) et (29) se traduisent par

(30) les Qo - --noms des atomes de Dn sont, à 203B4 p rès en d, du type
n

bi ... bi+h n-1bj ... où ï et j vérifient (25).

On construit ainsi (m - 1) ensembles Dn. Si, pour n’ > n Dn et Dn.
ont une intersection de mesure positive, ils ont en commun un atome

2h-1
de B / T’Qo, de nom ~o - ’ - ~ /t_ - On déduit de (30) queV n 

1

0

(31) ao ... ... b ... b h à 25 près en d, i et j

vérifiant (25). 
n’ 2014

(32) ao ... a2h - bi.... b, ~ h- b , ... b ~, 
h à 2ô - près en d, i’ et j’~ ~ o f ~ i’+n,-1 ~ n

vérifiant (25) (pour n’).

On déduit de (31) et (32) l’existence de i1, i2, i3, i4 vérifiant :

~ i _

(35) bi2 == bi3 ... bi4 à 8ô n nn  8m203B4 près en d,

. , rr. ic 1

(34) vient de (25) pour i’ et j’).

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



43SYSTÈMES LOCALEMENT DE RANG UN

!2

D’après (33), au moins un atome q’ de Q coupe Lj TiF sur un ensemble
~ 

de mesure supérieure à 2 (q’). On déduit de (35) et de la définition de B que

Si 03B4 est assez petit, (34), (36) et (4) contredisent (16). Ce qui prouve que

On déduit de (37) et (28) que

pour tout m assez grand. 
~

a étant une constante, cela impose a = 0, et le système n’est pas locale-
ment de rang un.

COROLLAIRE 2. - Il existe un système ergodique qui est Loosely Ber-
noulli d’entropie nulle mais pas localement de rang un.

Démonstration. Rothstein [3 ] a construit un système Loosely Bernoulli
d’entropie nulle qui possède la propriété de Vershik.

- Remarque. A. Katok sait démontrer, par des considérations géomé-
triques, que le flot horocyclique (qu’on sait être Loosely Bernoulli d’en-
tropie nulle) n’est pas localement de rang un.

COROLLAIRE 3. - Un système de rang fini ne peut avoir la propriété
de Vershik.

III. RANG UN LOCAL ET RANG FINI

On se reportera à [1 ] pour la définition d’un système de rang fini. Nous
allons construire un système localement de rang un qui ne soit pas de rang
fini ; on définira, à l’aide d’une structure de blocs, un processus (P, T).
Une description formelle de ce type de construction se trouve dans Roth-
stein [3 ], et une description géométrique dans [1 ]. Un bloc est une suite
de symboles d’un alphabet fini, et un gadget une collection finie de blocs,
munie d’une distribution de probabilité. Moyennant des conditions de
cohérence qui seront vérifiées ici, une suite croissante de gadgets Gn définit
un processus (P, T) (cf. [3 ]). (La suite Gn est dite croissante si les blocs
de Gn+ 1 sont des enchaînements de blocs de GJ.
Vol. 20, n° 1-1984.



44 S. FERENCZI

LEMME 1. - Soit Gn une suite croissante de gadgets définissant un
processus (P, T) ergodique. Supposons que Gn soit composé de Nn blocs
notés Bn, 1  i  Nn, de longueur minimale ln. Supposons que

et qu’il existe des constantes k, ce, f3 strictement’ positives, et des suites
. tendant vers + oo telles que

(40) si i ~ i’ et si B et B’ sont des segments de même longueur supérieure

à n , l contenus respectivement dans B~ et B~, d(B, B’) > a,
an

(41) si i ~ i’ et si B et B’ sont des segments de même longueur supérieure
à ln-l contenus respectivement dans B~ et B~, ils vérifient

(41 a) d(B, B’) > f3, ou bien

(41 b) l’ensemble des (n - 1)-blocs contenus dans B ou B’ comprend

au plus types différents de blocs,
bn - 1

(42) pour tout i et j, l’ensemble des blocs du type B~ contenus dans 
représente une longueur totale égale à 1) [m désignant
la mesure et 1 la longueur],

(43) pour tout i et j, l’ensemble des blocs du type B~, pour tous les i’

différents de i, contenus dans et contigus à un bloc du type B~

représente une longueur totale inférieure à , ,
Cn

k
(44) tout bloc de Gn a une mesure supérieure à N , ,

alors le système (X, (P)T, T, ;u) n’est pas de rang fini.
(Remarque de vocabulaire : deux blocs B~ apparaissant dans 

à deux endroits différents sont appelés des n-blocs différents mais de même
type).

Démonstration. Supposons le système (X, T) de rang r, exactement.

Pour tout E, on peut trouver une partition P’(~) vérifiant

et r tours, de bases Fi(8) ... de hauteurs ... telles que P’

soit mesurable par rapport à la partition de X en étages. De plus, les 
peuvent être prises arbitrairement grandes ; la masse totale des tours peut

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



45SYSTÈMES LOCALEMENT DE RANG UN

être prise supérieure à 1 - e100 ; la masse ~,i(E) de la i-ème tour O 
;=o

peut être prise ~10-proche d’une limite fixe 03BBi (quitte à prendre une sous-
suite), et

sinon T serait de rang r - 1.

On fixe désormais 8 (dont on précisera l’ordre de grandeur plus tard)
et on l’omet dans les notations.

Soit Li le P’-h-nom d’un point de Fi.
On prend M assez grand pour que, pour au moins un x,

(47) T x soit dans Fi pour au moins 
03BBi - h. 2E1° des ) de [0, M - 1 ], pour

tout i situé entre 1 et r, ’

(48) Tjx soit dans tj pour au plus 2s des j de [0, M - 1 ].
k

En comparant le P-M-nom et le P’-M-nom de x, en tenant compte
du fait que le P’-M-nom est composé, à 2810 près, de blocs ii, on déduit,
pour tout i situé entre 1 et r, qu’il existe un bloc 6i, de longueur hi, vérifiant

(50) 6i est un P-nom réalisé par le processus (P, T).
(Plusieurs blocs (Ji peuvent avoir ces propriétés ; on en fixe un,
pour chaque i).

Supposons par exemple h1 ~ h2 ~ ... hr. Il existe un n unique tel

que ln  h 1  l,~ + 1. D’après la définition de (P, T), il existe j’ et j" tels
que ai soit contenu dans Bn~+ 1 ’ (la multiplication marque la juxta-
position). On écrit

avec 61 contenu dans r~ dans 1 (une telle décomposition n’est
pas unique, on en fixe une).
Dans la suite, on appelle x le P-M-nom de x, x son P’-M-nom et x le

nom obtenu à partir de x en remplaçant chaque 03C4i par 6z. On écrit x sous x,
et on a

Vol. 20, n° 1-1984.



46 S. FERENCZI

Supposons que la longueur ~(61 ) dépasse lw Alors :
CAS 1.

contient plus de types différents de n-blocs. Alors en vertu de (41),

et compte tenu du fait que x est un P-nom, donc composé de n + 1-blocs
(on prend M grand devant ln + 1 ), on ne peut voir o-~ dans x que

. sous un n + 1-bloc de x d’un type 

. sous un n + 1-bloc de x contigu à un n + 1-bloc du type 

. sous d’autres blocs de x, mais la longueur totale de ces apparitions
Se

est limitée à 03B203BB M, par (41 a) et (52).
CAS 2.

03C3’1 ne contient pas types différents de n-blocs. Alors, en comptant

les extrémités, 6 i peut apparaître sous des n-blocs de type ..., Bn ,

v  Nn + 2. Sous les autres n-blocs, en v e r t u de ( 40 ’ ), 0-1 ne peut apparaître

que sur une longueur inférieure à n , ou en induisant un pourcentage a
an

d’erreurs. La longueur totale de ces apparitions est donc limitée

/1 5eB

àM -+2014 .an (X/L/ 
Si l(03C3’1) ne dépasse pas ln, on applique le raisonnement si Q 1 et a7

sont dans le cas 2, 03C31 l’est encore, avec 2Nn au lieu de Nn Si 03C3"1 est dans
n n

le cas 1 et l(61 ) est inférieure à lm ~ 1 est négligeable dans ai dès que

N’~ -~ oo avec n, ce qu’on peut supposer quitte à affaiblir (41) ; on prend
bn
alors n assez grand pour négliger QÎ. On fait le même raisonnement pour
les autres ~~. (C’est-à-dire, suivant le cas, pour ~~ et Q~’ ou pour ai). On
renumérote ces blocs, en les notant 1 - j  s  2r. Pour tout j, il

existe un nombre nJ., et un ensemble de blocs n, > ... , 1  u,  J J 

b n- J
dits autorisés pour j tels que ne puisse apparaître que sous un nj-bloc
d’un type ou sous un nj-bloc contigu à un nj-bloc d’un type ses

autres apparitions dans x ayant une longueur totale d’au plus

M[1 an + 5~ 03B103BB + 5~ 03B203BB]. Un type de m-bloc est dit autorisé s’il est autorisé

pour au moins un des 03C3j tels que nj = m. Il y en a (53) au plus - Nm.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



47SYSTÈMES LOCALEMENT DE RANG UN

La renumérotation a été faite pour que ... ns.

On considère, dans x, l’ensemble s~ des ns-blocs qui sont
. d’un type non autorisé, et
. non contigus à des ns-blocs d’un type autorisé, et
. contenus, pour tout i compris entre 1 et s - 1, dans des n;-blocs d’un
type non autorisé et non contigus à des n;-blocs d’un type autorisé.

En vertu de (53), (42), (43) et (44), si recouvre une longueur de x supé-
rieure à 

s

i= 1

Or A ne peut être recouvert par des 03C3j que pour une longueur

inférieure à M - 03A3 [1 ani + 5~ 03B103BB + 5~ 03B203BB], alors qu’il devrait l’être sur toute

i= 1

sa longueur à l’exception d’au plus 2ME100 coordonnées.
r, a, f3, k étant fixés, s inférieur ou égal à 2r, si on prend E assez petit et rci

assez grands (indépendamment, comme dit au début), on aboutit à une
contradiction. C.Q.F.D.

PROPOSITION 3. - Il existe un système ergodique localement de rang
un qui n’est pas de rang fini.

Démonstration. Nous allons construire un processus (P, T) vérifiant
les conditions du lemme 1, et localement de rang un, avec de plus une
constante a dépassant 9/10. Il s’inspire de l’exemple de Feldman d’un
système non Loosely Bernoulli décrit dans [1 ].

Construction.

On fixe une suite Nn d’entiers, vérifiant

On suppose qu’au stade n, on a Nn + 1 blocs notés An, B; ... Bn ~,
de mesures et longueurs vérifiant
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On choisit un nombre ~.n + 1, assez grand, tel que

(59) ~.n + 1 soit un multiple de 1,

(60) ~L~ + 1 soit un multiple de 2 + 2 ,

On pose 
Nn 1n+1

(61) pour 1  j  Bjn+1 -’ J (la multipli-
Ï=l

cation représente toujours la juxtaposition) :

où, pour k variant de Nn+ 1 + 1 à 2Nn + 1,

pour un entier ,u~ + 1 vérifiant

Les longueurs étant données par (61) et (62), on donne aux n + 1-blocs
la distribution (unique) réalisant (56) et (58) au stade n + 1.

Première étape.
Au stade 0, il n’y a que des Bb, 1  i  No, chacun constitué du symbole bb

(No symboles différents) et de mesure -. Pour passer au stade 1, on
No

applique les formules ci-dessus avec Ao = le vide.
On construit ainsi les Bt et Ai, et on continue comme indiqué.
Le processus (X, T).
On vérifie facilement (cf [3 et [I ]) qu’on définit un processus ergodique.

On déduit de (56) que (X, (P)T, T, m) est localement de rang un, pour un a
9

supérieur ou égal 
10.
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On remarque que - 1, ce qm, joint avec (56) donne (44), avecOn remar q ue q ue l(An) l ~ 1, ce qui, joint avec (56) donne (44), avec

k ~ 1 20, par exemple. 
(39) et (42) sont vérifiés par construction, ainsi que (43) avec c n - > 1 2 N;

(les blocs se présentent en paquets d’au moins Nn blocs de même type).
Nous allons montrer (40).

Démonstration de (40). - Hypothèse de récurrence : il existe ~3n > 0

tel que, si B et B sont deux suites d’au moins ln Nn symboles consécutifs,
tirées respectivement "

(64) de B~ et B~, i ~ j, ou

(65) de B;, et An, ou

(66) de An et An, mais débutant en deux endroits séparés d’au moins

2014 symboles, alors d(B, B) > 03B2n (B et B étant de même longueur).

Soient alors B et B deux segments de même longueur, supérieure à

ln+1 N2n+1 tirés respectivement de Bjn+1 et > ’’. Mises à part des extré-
1 

.
mités de taille relative inférieure à 

2 B 
est composé de paquets du

type ou On raisonne comme dans [1 ] : on compare B
et B’. Quand on voit B~, sous B~, ou An sous B~ (i 5~ j), les parties corres-
pondantes sont f3n-d-Ioin, par (64) et (65), sauf s’il s’agit de morceaux de

1 1
taille inférieure à 

- ln, qui représentent 
au plus - 

de la longueur ; les

apparitions de Bin sous Bin, 1  i  Nn représentent par construction au

plus - de la longueur, parce que N2jn est grand devant Il reste les

apparitions de An sous An.
Dans ce cas là, on a en haut 9Nn’ blocs An, et en bas des groupes de 9N;j’

blocs An, (B étant écrit au-dessus de B’). Quand un An de Bn commençant
à l’abscisse i recouvre partiellement un An de B’ commençant à l’abscisse i’,

ï * 2014 ! */ 1
on note d = (modulo 1). (66) assure que si d n’est pas entre - -
Vol. 20, n° 1-1984.
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et 1 , les parties correspondantes des blocs An sont (3n -d-loin. Or ce déca-
lage d prend toutes les valeurs

pour c entier variant de 1 à 9 2’‘ chacune étant prise fois (à

partir d’un décalage initial do). Comme, par (63), n 03BBn est, à un entier

près, situé entre 1 N2 et 2 N2, et comme c varie au moins entre 0 et - N2n
(/’ ~ j + 1), on en déduit que d visite l’intervalle 2014 2014 ’ 2014 (mod 1)(j’ > j + 1), on en déduit que d visite l’intervalle [- 1 Nn . 1 Nn] (mod 1)

au plus pour - des apparitions communes de An.
On déduit que d(B, B) ~ 03B2n - 5.

Nn
On a ainsi montré directement (64) au stade n + 1 ; on déduit (65) et (66)

du fait que les morceaux de An+ 1 (les ont la même structure que

des et que -"~- est petit devant ln + 1 . .
Nn+l Nn+l

6
On en tire /3n + 1 > /3n - N , d’où (40), avec an = Nm a = lim /3n.
Démonstration de (41). Soit B un segment de 1 contenant au moins

cinq types différents de blocs B~. Soit B’ un segment de même longueur,
contenu dans ~, avec j’ ~ j. Comme B contient au moins trois paquets
complets de blocs, si on écrit B’ sous B, on constate que

Ce résultat vaut aussi pour A+ i noté 

On en déduit (41) avec b - Nn et 03B2 = 03B1 10. Il est à noter que (41) ne se

déduit pas de (40) : on utilise aussi la structure particulière du système.
Les conditions du lemme 1 étant réunies, le système n’est pas de rang

un. C.Q.F.D.
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Remarque. On pourrait construire un tel exemple avec un a arbitrai-
rement proche de 1.
La question suivante m’a été suggérée par le referee : existe-t-il un système

localement de rang un dont le spectre n’est pas de multiplicité finie?
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