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RESUME. — Dans cet article nous étudions le comportement asympto-
tique des puissances de convolution dune classe de probabilités centrées
sur certains groupes résolubles connexes. Nous montrons que les proba-
bilités u de cette classe vérifient un théoréme central limite local, c’est-a-dire
quil existe une suite { a,, n = 0} de réels positifs, ne dépendant que du
groupe, telle que la suite { a,u*", n = 0} converge vaguement vers une
mesure non dégénérée. Par exemple sur le groupe affine de la droite, groupe
A croissance exponentielle, a, est égal a n3/2,

ABSTRACT. — In this work we study the asymptotic behavior of the
convolution powers of a class of centered probabilities on some connected
solvable groups. We prove that the probabilities u of this class satisfy a local
central limit theorem: there exists a sequence {a,, n = 0} of positive
numbers, depending only on the group, such that the sequence { a, u*", n = 0}
converges weakly to a non-degenerate measure. For example, on the
affine group of the line, which has exponential growth, a, is equal to n3'2.

Dans cet article nous illustrons par quelques exemples la dépendance
qui existe entre la structure d’un groupe de Lie résoluble simplement
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370 P. BOUGEROL

connexe et le comportement asymptotique des puissances de convolution
d’'une probabilité sur celui-ci.

Les résultats de [/] et [3] laissent penser que sur un groupe connexe
a croissance polynomiale de degré d les probabilités u centrées, possédant
un moment d’ordre deux (au sens de [/0]) et étalées vérifient le théoréme
local suivant : La suite des mesures { n?u", ne N } converge vaguement
vers une mesure de Haar non nulle. Dans la premiére partie nous montrons
que ce théoréme est vrai sur le revétement universel du groupe des déplace-
ments du plan, groupe résoluble a croissance polynomiale de degré 3.
La méthode consiste & utiliser la technique de représentation de groupe
introduite dans [/] et le fait que ce groupe est isomorphe a un sous-groupe
du groupe des déplacements de I’espace [1/4]. On peut montrer de la méme
fagon le théoréme local sur les produits semi directs R%x,R? ou ¢ est un
homomorphisme continu de R? dans SO(d ) dont le noyau n’est pas contenu
dans un hyperplan de R?.

Dans la seconde partie on considére certains groupes résolubles a crois-
sance exponentielle : les groupes NA intervenant dans la décomposition
d’Iwasawa d’un groupe semi-simple, dont 'exemple le plus simple est le
groupe affine de la droite réelle. Ce sont des produits semi directs d’un
groupe nilpotent N et d’un groupe abélien A opérant sur N. On y introduit
une classe R de probabilités centrées pour lesquelles de nombreux calculs
sont possibles. En effet ces probabilités se « remontent » en des mesures
(pas nécessairement bornées) sur le groupe semi simple, biinvariantes
sous l'action d’un sous groupe compact maximal. En (2.1) on associe
a chacun de ces groupes NA un entier r tel que pour toute probabilité u
de la classe R la suite de mesures { n/2u*", ne N } converge vaguement,
la limite étant non nulle si u posséde un moment d’ordre deux. Ce résultat
est & ma connaissance le premier exemple de théoréme local sur un groupe
moyennable a croissance exponentielle. En (2.2) on montre que la classe R
contient une famille importante de probabilités symétriques : le semi-
groupe de convolution associé & un mouvement brownien sur NA dont
on détermine le générateur infinitésimal. Ceci permet par exemple d’obtenir
immédiatement une représentation intégrale des fonctions propres de ce
générateur. Au (2.3) nous examinons plus en détail les groupes R?x,R;} ou
s(au = au, si ae R}, ueR% lié au groupe semi-simple SO(d + 1, 1). Le
mouvement brownien sur ces groupes se représente a I’aide des intégrales

. .
stochastiques (J eBdW,, eB'> ou {B,r>0}et {W,t>0} sont deux
0

mouvements browniens indépendants, le premier réel, le second a valeurs
dans R?, dont nous pouvons alors calculer la loi.
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THEOREMES LOCAUX SUR LES GROUPES RESOLUBLES 371

I. PREMIERE PARTIE :

THEOREME LOCAL SUR LE REVETEMENT UNIVERSEL
DU GROUPE DES DEPLACEMENTS DU PLAN

Le revétement universel du groupe des déplacements du plan est le
produit semi direct H = R2x,R ou, pour tout réel t, o(t) est la rotation
de R? d’angle t. Le produit dans ce groupe est donc donné par

(x, )X, ) = (x + a(t)x, t + ) siox,xeR? tteR.

Considérons le groupe G = R3x,SO(2) produit semi-direct de R* et
SO(2) ou
w(k)x, 1) = (kx,£) si keSOQ), xeR? teR,

et 7 P’homomorphisme continu injectif de H dans G défini par
n(x, t) = (x, t, a(t)) si xeR? teR.

Comme dans [/] introduisons la famille de représentations unitaires
{T¢ EeR?®} de G a valeurs dans l'espace des classes de fonctions de
carré intégrable pour la mesure de Haar sur SO(2) définie ainsi :

si e LASOQ)), (y, k) eR®> x SOQ2) et ueSO(Q)
T(éy,k)q)(u) = ei@’ﬂu)_lwfp(k_ 'u).

Le lemme suivant est un cas particulier, facile a démontrer, d’un résultat

de [/]. Dans cet énoncé « 1 » est la fonction sur SO(2) identiquement
égale a un.

LeEMME 1.1. — Soit h une fonction sur G telle qu’il existe une fonction
continue réelle intégrable g sur R3 de transformée de Fourier usuelle

intégrable vérifiant h(y, k)=g(y) si (y, k)e R® x SO(2). Alors, pour toute pro-
babilité v sur G

j hdv = (2n)_3j CTE, TEL S deE.
G R3

Remarquons que si, avec les notations du lemme, v est 'image par n

d’une probabilité u sur H, Jgdu = J hdv. Nous pouvons donc utiliser
H

G
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372 P. BOUGEROL

(voir [1]) le lemme au-dessus pour montrer le théoréme local pour u.
Les lemmes suivants nous donnent les estimées sur TS nécessaires a la
démonstration. Notons qu’on ne peut appliquer directement les résultats
de [/] car il est par exemple possible qu’il existe des £ non nuls pour lesquels
le rayon spectral de 'opérateur T soit égal 4 un. On dit qu’une probabilité
sur H est étalée si elle posséde une puissance de convolution non étrangére
a une mesure de Haar et quelle est irréductible si le semi-groupe fermé
engendré par son support est égal a H.

LEMME 1.2. — Soit 4 une probabilité étalée irréductible sur H = R?x,R,
v son image par n sur G. I" existe des réels a, b, ¢, a>0,0<b< 1,0<c¢ <1,
un voisinage W de 0 dans R et un entier n, tels que pour tout entier n > ny,

(1) Pour tout rde Z et tout £ de W, || { T{T @00 | < exp { —na || €| };

@ sw{ Iyl Jiw o0 <

reZ*

3) Sup {|[{TEI|| &= (€1 &) & = (0,0), E,€Z, &, £ 0} < .

Démonstration. — Soient g une fonction continue a support compact
de R? dans R™ invariante par rotation d’intégrale égale & un, de transformée

- . 1
de Fourier g et f la fonction de R dans R égale & — sur [— 27, 2n],4 0
ailleurs. 4n

Posons, si(x, ) e R? x R, h(x, t) = g(x) f(t). Soit m la mesure de Lebesgue
sur R3; d’aprés le lemme 1.3.2 de [3] il existe un réel o, 0 <a <1, une
probabilité¢ y sur H et un entier n, tels que

e =oh-m+ (1 — ay
Il est clair que, pour tout & de R3,
(T || < of| T my | + (1 — 20)

orsi & = (¢, &), &1 eR% & eRet 9 e LA(SO(2))

l|T1§(h.m)(p||2 = | §(51)|2j
SO(2)

2
J e"2p(a(t) " 'u) f()dt | du.
R

Remarquons que pour toute fonction continue bornée v sur R

2n _
[sortoar = 1. [0 =2,
R 27 0 2
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d’ou
2

2

2n ltéz i&2(t—2m)
U "‘zw(a(t)*lu)f(t)df ’—j —j—f—fp(a(t)ﬂu)dt

1 (2= 1 (27| 1 4 ei2n2|2
S5z )" tu) [Pdt 09 = — | dt
e | rototo a4 7|
1 + cos 2n¢
<II¢I|2{—23}
~ 1 + cos 27é, | 1/?
et | T | < g(él)l{—z—z}
‘Ceci entraine que
o ~ 1 + cos 2né, |12
II(Tf)"°|I<a|g(él)|{42—2} +(1—a)

et on en déduit immédiatement les inégalités (1) et (2) du lemme.
Pour montrer I'inégalité (3) remarquons que si A est la projection de u
sur R (= R%x,R/R?) et si & = (0,0, &,)

THl) = &)

La probabilité 1 étant étalée I'existence de ¢ est claire. ]
On dit qu’une probabilité sur H posséde un moment d’ordre deux si,
considérée comme probabilité sur R* elle a un moment d’ordre deux.

LEMME 1.3. — Soit x une probabilité adaptée sur H = R2x,R possédant
un moment d’ordre deux dont la projection sur R est centrée. Il existe
.alors une loi normale 8 non dégénérée sur R, invariante sous l'action
de 1, telle que pour tout & de R? la suite Tgy} converge fortement vers TS,
quand n tend vers I'infini.

Démonstration. — Soit 5,: H — H défini par J,(x,t) ( \/_ \/)

si xe R?, te R. Le théoréme central limite de A. Raugi [/4] nous dit qu’il
existe une probabilité B sur R? (identifié a H) vériﬁant les propriétés au-
dessus telle que &,(u") converge vers f. Alors Tg; ) = Ti» converge
fortement vers T,

Nous pouvons alors montrer, si m est la mesure de Haar de H s’identifiant
a la mesure de Lebesgue sur R3 :

THEOREME 1.4. (Théoréme local). — Soit p une probabilité étalée sur H
possédant un moment d’ordre deux dont la projection sur R est centrée.

Vol. XIX, n°® 4-1983.



374 P. BOUGEROL
Si B(0) est la valeur de la densité en O de la loi introduite au lemme 1.3,
pour toute fonction g continue a support compact sur H

1ir+n n3r2 J\ gdu" = B(0) J gdm .
n— o0 H H

Démonstration. ~ D’aprés le lemme 3.3 de [3] la probabilité p est irré-
ductible et vérifie donc les conclusions du lemme 1.2 dont nous utiliserons
les notations. Montrons que si g est une fonction continue intégrable
sur H dont la transformée de Fourier usuelle est & support compact il
existe un réel k > 0 tel que pour tout entier p

lim

n— + oo

n32 j gdy" — B(O)jgdm\ < ke?
H H

ce qui établira le théoréeme (cf. [4]).

Soit R un réel tel que la transformée de Fourier de g est nulle hors de
la boule de R? de centre O et de rayon R. Si on fixe un entier p, par continuité
des opérateurs { T¢ }? et a cause du (3) du lemme 1.2 il existe un voisinage

W, de 0 dans R* tel que
Sup [[[{T}P1||, Ee U {W, + (0,0,7), reZ* |r|<R}]<c’. (&)
Notons V le voisinage de 0 égal 8 W n W, et V' I'ensemble des ¢ de R?
de norme inférieure & R n’appartenant pas a U{V +(0,0,7)}.

reZ
Introduisons la fonction & comme au lemme 1.1. Puisque T§ est nul
si || £]| est supérieur a R, d’aprés ce lemme,

n3/? J hdv* — B(0) jgdm‘
G

(2m)~ 3032 J

R

lim = lim

n*? L gdy" — P(0) Jgdm

= lim

C{T5}", T > dé — BO) Jgdm\

est majorée par (a) + (b) + (c) ou

(@)= lim

n—+ o

(2n)‘3n3’2j TV, Tl > dé — B0) jgd'n)
v

€)= lm,

@n) 3 j (TSP T >d<‘
’

()= lim

n—+ oo

(2m)~3n32 j

V+(0,0,r)

¢ {Ts}"l,mml

reZ*,|r| <R
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a - Par un changement de variables

(2m)~ 20 _[ UTPL T ) dE = 2r) 73 | {THT L TR ) de.
A% R\
Appliquant le lemme 1.3 et le théoréme de convergence dominée (justifié
par (1) du lemme 1.2) on obtient que ceci tend vers

n)~3 La {Tepl, TRL Y dé = jgdm(?.n)_3 Ls (Tepl, 1> dé

= P(0) | gdm
donc le terme (a) est nul.
b - L’inégalité (2) du lemme 1.2 montre immédiatement que le terme (b)
est aussi nul.
¢ - Etudions chacun des termes de la somme finie de (c) :

lim nwj CATE M, T Y dé
n—+w V+(0,0,r)
= [im (n+p)3/2j C{TS Y { T3 }P1, Tl y dé
n—=+o V+(0,0,r)

T | e
V+(0,0,r)

n— + o

< lim (n +p)3’2||h||uj cre eI’ ge
n— + o IR3

d’aprés le (1) du lemme 1.2 et le (4) au-dessus. Cette quantité étant égale

allh ||Llcp‘[ e lEIPdE Te terme (c) est majoré par kc? ou
R3

k= R||h||uf emalleige
[R3

ce qui détermine la démonstration.
Les mémes techniques permettent de montrer :

PROPOSITION 1.5. Fonctions de concentration. — Si u est une probabilité
étalée sur H, pour tout compact C de H il existe une constante ¢ > 0 telle
que, pour tout entier n,

Sup u"(xCy) < cn™32,

x,yeH

REMARQUE 1. — L’hypothése d’étalement que nous avons utilisée n’est

Vol. XIX, n° 4-1983. 16



376 P. BOUGEROL

pas indispensable, on pourrait la remplacer comme dans [/ ] par des hypo-
theéses d’apériodicité de désintégration de u.

REMARQUE 2. — On peut traiter de la méme fagon les produits semi
directs RPx,R? ou ¢ est un homomorphisme continu de R? dans SO(p)
dont le noyau n’est pas contenu dans un hyperplan de R

II. DEUXIEME PARTIE :

THEOREME LOCAL ET CALCULS DE LOI
SUR UNE CLASSE DE GROUPES
A CROISSANCE EXPONENTIELLE

Considérons un groupe de Lie G semi simple connexe de centre fini
et G = NAK une décomposition d’Iwasawa de G. Dans cette partie nous
étudions une classe de probabilités sur le groupe H = NA pour laquelle
de nombreux calculs sont possibles. Le groupe H est simplement connexe
produit semi direct du groupe nilpotent N et du groupe abélien A. Cest
un groupe résoluble non unimodulaire donc moyennable et a croissance
exponentielle [9].

Les puissances de convolution d’une probabilité u sur NA ont un compor-
tement trés différent suivant que la projection de u sur A (par 'application
qui & nae NA associe ae A) est centrée ou non. En effet, si par exemple
W est a support compact, pour tout ouvert relativement compact V de NA,
dans le premier cas lim p*(V)!" = 1 alors que dans le second u*(V) tend
vers zéro exponentiellement vite [/0]. Aussi est-il intéressant d’étudier
particuliérement les probabilités a projection centrée. C’est une des raisons
qui nous conduit a introduire la classe R ainsi définie (cf. lemme 2.1.3) :

DEFINITION. — Si p est la forme linéaire sur I'algébre de Lie o de A
égale a la demi-somme des racines positives et p : G — R est définie par
p(nak) = p(Log a) si (n,a,k)eN x A x K,

on dit quune probabilité 1 sur H = NA est dans la classe R si on peut
lui associer une mesure de Radon positive, pas nécessairement bornée,
v sur G = NAK, biinvariante par K et adaptée telle que pour toute
fonction f continue bornée sur NA,

J fdu :j f(na)e?@dv(n, a, k).
NA NAK

Annales de I’ Institut Henri Poincaré-Section B



THEOREMES LOCAUX SUR LES GROUPES RESOLUBLES 377

En d’autres termes e~ *@du(na) doit étre la projection sur NA d’une
mesure positive sur G biinvariante par K que ’on appellera mesure associée

a u
2.1. Théoréme local.

Rappelons que si g est un élément de G tel que g = kan ou
(k, a, n)e K x A x N, on note H(g) I'élément Log a de &/ et que si 4 est
une forme linéaire (réelle) sur &/ on pose (cf. [15])

0ig) = L exp { (A — pH(gk) } dk, geG

(ou dk est la mesure de Haar normalisée sur le groupe compact K). On
peut exprimer le fait qu'une probabilité p sur NA de la classe R est associée
ala mesure v sur G en écrivant que : pour toute fonction continue bornée f
de NAdansR,si f:G — Rest définie par

f(nak) = f(na), neN,aeA, keK
alors

L Jdn= L]f(g)e“ﬂ“@‘ dv(g)

Puisque u est une probabilité, v doit intégrer la fonction e ¢~ ", or
par invariance de v

je“’“‘g")dv(g) ZJ Je‘”“‘g_""dkdv(g) :J @o(g™Hdv(g)
G G JK G

= J Po(g)dv(g) .
G

Commencons par montrer que les mesures v de ce type vérifient un
analogue du théoréme local démontré dans [2]. Reprenons les notations
de cet article : d est la dimension de ./, p est le nombre de racines positives
indivisibles de G et ¢ est I'application sous-additive de G dans R* définie
par

o(g) = Skgxp l[H(gk)l|  sigeG.

PrOPOSITION 2.1.1. — Soit v une mesure de Radon positive sur G bi-
invariante par K telle que [¢0( g)dv(g) soit fini. Les puissances de convo-

lution de v sont des mesures de Radon et

Vol. XIX, n° 4-1983.



378 P. BOUGEROL

(1) Pour tout compact C de G il existe une constante ¢ > 0 telle que
pour tout entier n,

Sup v (xCy) < n 2 {j(Po(g)dV(g)} .

x,yeG

(2) Si de plus J‘a(g)zqoo(g)dv(g) est fini, il existe une constante k > 0

telle que pour toute fonction f continue a support compact sur G

2p+d
n 2

lim —%——j fav' = kj f(@)eo(g)dg .
”%(g)dv(g)} N N

Démonstration. — En utilisant I'équation Jqoo(xky)dk = @o(x)Po(y)
K

pour x, y€ G on voit que ~[q)o( 2dv(g) = {jqoo( g)dv( g)} . Toute fonction

continue a support compact positive sur G est majorée par un multiple
de ¢, donc est intégrable pour v".

Pour montrer le (2) de la proposition on reprend la démonstration
du théoréme 1 de [2] qui établissait ce résultat pour les mesures v bornées.
Il n’y a que deux points a modifier :

Si Fw(A) = | @,(g)dv(g) il faut vérifier que cette fonction de A est deux
fois dérivable en zéro mais ceci est vrai car jo( 2)2o(g)dv(g) est fini. D’autre

part il faut montrer que si dy est la mesure de Plancherel sur o/*, pour

toute fonction f continue intégrable sur G dont la transformée & f est
dy intégrable on a

j fdv = jf f(= NF vy .

Pour cela on considére une suite f, de fonctions continues positives

a support compact croissant vers la fonction identiquement égale & un.
Pour tout entier n

Jf Judv = .j? f(= AF(fu Ady(A),
et on obtient I’égalité voulue en faisant tendre n vers 'infini.

Annales de I’ Institut Henri Poincaré-Section B
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Pour montrer le point (1), d’aprés la démonstration de la proposition 3
de [2] il suffit de voir qu’il existe a > O tel que pour 4 assez petit

| Zv(A)| < e NP Zy0).
Ceci est clair car si v = v; + v, ou v; est une mesure bornée biinvariante
par K adaptée et v, une mesure positive, d’apreés [2] il existe b > 0 tel
que pour A assez petit | ZFvi(A)| < {1 — b||A]|]* }Fv,(0) d’ou
| Zv() | = | Fvi(A) + FvaA)| < (1 = b 2112 Fr,(0) + Fv,(0)
Zv4(0)
| ||2}

<3/7v(0){1—b

F(0)
Fvi(0)
—b — a2
<e "M g0,
REMARQUE 1. — La constante k apparaissant dans la proposition se

calcule facilement a partir de la différentielle seconde de #v(4) en 0 (cf. [2]).

REMARQUE 2. — Si v est bornée la condition d’intégrabilité au (2) est
toujours vérifiée, mais ce n’est pas le cas en général.
Etudions maintenant les probabilités sur NA de la classe R.

LEMME 2.1.3. — Soit u une probabilité sur NA de la classe R et v la
mesure associée sur G = NAK. Alors :

1) La probabilit¢ u a un moment d’ordre «, au sens de [/0], sur NA
si et seulement si Ja(g)“(po(g)dv(g) est fini.
G

2) Si p a un moment d’ordre un, sa projection sur A est centrée.

Démonstration. — 1) La restriction de ¢ a NA est une jauge principale

[10] donc u a un moment d’ordre « si et seulement si J a(g)du(g) est
fini. Mais, o et v étant biinvariantes par K on a NA

J o(gydu(g) = J a(gfe Me Ndv(g) = f (&) @o(g)dv(g) -
NA G

G

(2) Si 4 est une forme linéaire sur .o/,

~

f eil( log a)d#(na) — e(i/H— p)( log ")dv(n, a, k)
NA JNAK
r

= | e~ GiAtpHE" l)dv(g)
JG
m

= (p-a(g“)dV(g)=f ¢ (g)dv(g).
G G
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380 P. BOUGEROL

La transformée de Fourier de la projection de u sur A est donc égale
a #v. Si p a un moment d’ordre un le (1) montre que Zv est différentiable
et on sait [2] que sa différentielle en zéro est nulle.

Remarque. — On peut montrer que si y est associée a une mesure v
symétrique, p est elle-méme symétrique.

LEMME 2.1.4. — Si p, (resp. p,) est une probabilité sur NA de la classe R

associée a la mesure v, (resp. v,) sur G, u, * 4, est une probabilité de la
classe R associée a vy x v,.

Démonstration. — Soit f une fonction continue bornée sur NA et ]N‘ :
G — C définie par f(nak) = f(na) si (n, a, k) est dans N x A x K.
En utilisant le fait que v, est invariante a gauche par K et que

pniainyay) = play) + play) si ny, myeN, ay, a €A,
on a

LAfd(M*llz) =1, IGf(nlalnzaz)ez““)e;(“”dvl(nl, ay, ki)dvy(ny, a,, ky)

A
jf(n1a1n2a2)e;(nmnza2)d"1("1> ay, ky)dvy(ny, a,, ky)

v

,‘

jf(nlalkl"2a2k2)e;("’alklnzazkz)d"1("1a ay, ky)dv,(n,y, ay, ky)
,‘
- Gf(g)e”(g)d(vl *V,)(8)

n

= f(na)e?@d(v, % v,)n, a, k).
AK

JN

J

Donc py * p, est associée a v, * Vs.
On deéduit immédiatement de ce qui précede :

THEOREME 2.1.4 (Théoréme local). — Soit pu une probabilité sur NA
de la classe R alors :

(1) Pour tout compact C de NA il existe une constante ¢ > 0 telle que

_2p+d

Q) <en 2

pour tout entier n.

(2) Si de plus p posséde un moment d’ordre deux il existe k > O tel
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que pour toute fonction f continue a support compact sur NA, si dnda est
la mesure de Haar invariante a droite de NA,

2p+d N
lim n 2 f fdu" = kj f(na)e™ *Dpq(na)dnda .
n=too NA NA
REMARQUE 1. — L’analogue de (1) pour les fonctions de concentration

est en général faux. En effet si u a un moment d’ordre deux et si C est d’inté-

rieur non vide, il existe ¢ > 0 tel que sup p"(xCy) est équivalent & cn~9/?
x,yeNA

lorsque n tend vers.l’infini.

REMARQUE 2. — On peut montrer que si 4 n’a pas de moment d’ordre 2
2p+d

n % uwC) tend vers zéro pour tout compact C.

2.2. Exemples de probabilités de la classe R.

Considérons les éléments de I’algebre de Lie 5 du groupe de Lie H = NA
comme des champs de vecteurs invariants par translation a gauche. Dans
ce paragraphe nous montrons que la classe R contient une famille intéres-
sante de probabilités : le semi-groupe de convolution { 8, t > 0} associé
a un générateur de la forme X7, ou { X;} est une base de.# que I'on
précisera, c’est-a-dire associé a un mouvement brownien sur H.

Rappelons d’abord que si &% est I'opérateur de Laplace Beltrami de
Iespace G/K et P, est le semi-groupe d’opérateurs sur 4(G/K) associé
on peut définir un semi-groupe de convolution {v, t> 0} formé de
probabilités sur G biinvariantes par K en posant, si f est une fonction

continue bornée sur G, f(x) = J f(xk)dk si x € G, et 0 est la classe de K
dans G/K K

J J(x)dvx) = f S(XP(0, dx).

G G/K

La forme de Killing B sur l'algebre de Lie ¥ de G définit une norme
[| || sur o* et Zvd) =exp —t{||A]]*> + ||p|l* }, (cf. par exemple [7]).
Si A" est I’algébre de Lie de N et o une racine positive on pose

G, = {XeNtq[Y,X]=aY)X, VYet}.

On sait que
%zd@%zd@i%

x>0
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et que cette somme est orthogonale pour le produit scalaire B, défini

par ByX,Y) = — B(X, 0Y) si X et Y sont dans % et 6 est I'involution
de Cartan.

Avec ces notations on a :

ProprosiTioN 2.2. — Soit H;, ..., H; une base orthonormale de .,
X4, ..., X, une base orthonormale de 4" adaptée a la somme directe

N = 2541. Le semi-groupe { B, t > 0} de probabilités sur NA de géné-

a>0
d n
A= EH? + ZZXf
i=1 i=1

rateur
est dans la classe R et chaque f, est associé a la mesure e'!'”!I*y, sur G.

Démonstration. — Si {Y;} et {Z;} sont deux bases de ¥ telles que
B(Y;, Z;) = 9, ; Popérateur de Casimir Q de ¥ est égal a EYiZi, (par
exemple [15] p. 168). On en déduit que si { U; } est une base orthonormale
de lalgébre de Lie du centralisateur de A dans K,

Q= — XU? + ZH? — T { X6(X)) + 0X)X; }

o
d’r ) X0(X) + 0X)X; = 2X(0(X) + X)) — 2X7 + [0(X)), X;]

ou

Q= — XU? — 2EX(0(X) + X)) + TH? — Z[0(X), X;] + 2EX7.

Puisque U; et B(X,) + X, stables par 6, sont dans I'algébre de Lie de K et que
m d
z [0(X)), X;] = Z 2p(H)H;, pour toute fonction f sur G, indéfiniment

i=1 i=1

dérivable, invariante a droite par K,
Qf = {TH? — 25p(H)H, + 25X2 } (f).
Pour (n, a, k)e N x A x K posons ¢(nak) = e”@ f(na). On a
d - ~
Hip(a) = ° (a exp tH) |=o = ¢”H,f(a) + p(Hye?" f(a)
d’ou 5 ) 5
Hip(e) = p(H)" f(e) + 2p(H)H, f(e) + H{ f(e)
alors que

XZple) = X7 f(e).
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Utilisant que p(H;)> = || p ||> on obtient :
Qo(e) = { ZH? + 2ZX7 — |[p | } f(e) (1)

Si on identifie une fonction g sur G/K avec une fonction sur G invariante
a droite par K Zg(x) = Qg(x), si xe G a pour image x dans G/K, et

gdv, — gle)
lim ————— = .
lim = Qg(e)

Considérons alors pour tout t > 0 la probabilité u, sur NA associée
a la mesure e'1%y ceci est possible car Fv(0) =exp { —t|/p|]?}.
D’aprés le lemme 2.1.2 on définit ainsi un semi-groupe de convolution
sur NA et le générateur A du processus invariant & gauche associé vérifie
en I'élément neutre, si f est dans ¥*(NA) :

de/“lt - fle
Afte) = lim ——
f(na)e?@e\1P!1dy (nak) — f(e)
= :

=Qe’f)e) + llp|*fle) = { EHF + 2EX7 } f(e)

Puisque A et TH? + 2XX? sont sur NA deux opérateurs invariants
a gauche égaux en e, ils sont égaux partout.

Remarque. — On vérifie facilement que I'opérateur sur les fonctions ¢~

sur NA qui a f associe e 7Q(e” f) est invariant & gauche. La formule (1)
se généralise donc en

e PQe? f) = {TH? + 25X — || plI* }f.

Si le groupe semi-simple G posséde une structure complexe ou est de
rang un on connait explicitement la densité de v, ([7] [/2]) donc celle
de p,. Nous reviendrons sur ce calcul lorsque G = SO(n, 1) au (2.3).

Pour tout réel ¢ la proposition précédente permet de déterminer les
solutions positives de ’équation Af = cf sur NA, généralisant ainsi les
résultats de [/3] qui traite le cas G = S1(2, R), (voir aussi [5]). En effet
d’aprés la remarque cette équation sécrit Q(e”f) = {c — || p|[? }e7’ f.
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Drapres Karpalevic [/7] une telle équation n’a de solution que si ¢ > 0
et dans ce cas la solution se représente de fagon unique par

e? f(na) = j PY(na, x)dafs, x),  neN,aeA

A(c)xK/M

ou A(c) est 'ensemble des formes linéaires sur .o/ contenues dans — .o/ *
et de norme égale a ﬁ, P(na, x) = exp { — pH(a"'n"'k) } si k est
un élément de K dont I'image dans K/M est x et w est une mesure
positive sur A(c) x K/M. En particulier les fonctions harmoniques f,
(c = 0), se représentent de fagon unique par :

e?@ f(na) = J‘ P(na, x)dow(x)
K/M
ou @ est une mesure positive sur K/M.
De méme les résultats de Fiirstenberg [6] permettent de déterminer
les fonctions propres associées aux probabilités de la classe R possédant
une densité a support compact.

2.3. Mouvements browniens sur Réx,Rj}.

Dans le cas o G = SO(d + 1, 1), NA est isomorphe au groupe R?xR;
dont le produit est défini par, si z,, z, € R, a;, a, e R

(21, a1)z2, a3) = (21 + a1z, a1a,)

c’est-a-dire le groupe des matrices carrées d’ordre d + 1 dont la premiére
ligne est égale a (a, z), ae Ry, ze R? et dont tous les autres termes sont
nuls sauf les termes diagonaux qui sont égaux a un (voir plus bas).

Si u est une probabilité de la classe R possédant un moment d’ordre 2
(cette condition s’écrit ici :

2
J{ILoga|+Log{l+||z||}} du(z, a) < + 0),

le théoréme 2. 1.4 montre que la suite { n*/?1", ne N } converge vaguement
vers une mesure de Radon non nulle. Notons que la vitesse de décroissance
de u" vers zéro est indépendante de d.

Dans ce paragraphe nous étudions les lois des mouvements browniens
sur S = RxR;. Soit X; I'élément de I'algébre de Lie de S correspondant
a la matrice carrée dont tous les termes sont nuls sauf le iéme de la premiere
ligne qui est égal a un.
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Le lemme suivant montre qu’il suffit de connaitre le mouvement brownien

1
de générateur EZX? pour les connaitre tous.

LEMME 2.3.1.— Soit { 4, t > 0 } un semi-groupe de convolution associé
4 un mouvement brownien sur S = Réx,R; et { f,, t > 0} le semi-groupe

. 1 . :
associé au générateur EZX?. Il existe un automorphisme t de S et un

réel r positif tel que, pour tout ¢, u, est 'image par t de f,.

Démonstration. — Le générateur associé a { pt,, t > 0} est de la forme

Z a;;X;X; ou A = (g;;) est une matrice symétrique définie positive d’ordre
ij

d + 1. Soit M une matrice triangulaire inférieure telle que A = MM" et

— 1 s . — .
M = —— M. On vérifie immédiatement que M est la matrice dans la base
myy

(X;) d’'un automorphisme de l'algébre de Lie de S, dérivé d’un auto-
morphisme t de S. On a :
m%ldt(EX%) = mi Zdi(X;))* = Zainin
L,J
or mi,di(XX?) est le générateur associé au semi-groupe de convolution
7(B,,) ou r = 2m?,. Il est alors clair que 7(8,,) = K. ]

Pour étudier (B, t > 0) nous allons utiliser la proposition 2.2. Précisons
les liens entre G = SOy(d + 1, 1) et S. Le groupe G est la composante
connexe de I’élément neutre du groupe des matrices carrées réelles d’ordre
d + 1 qui vérifient g'Jg = J ot J est la matrice diagonale telle que J,; = 1,
Ji;= —1,sii> 1. Son algébre de Lie ¥ est I’ensemble des matrices X
vérifiant X'J + JX = 0 et la forme de Killing vérifie B(X, Y) = d tr (XY).
Soit H I’élément de % tel que H; 441 =H, 4+ ; =1 et tous les autres ¢léments

sont nuls et pour i = 1, ...,d, N' 'élément de % tel que :
Ni],i+1 = Nfi+1,i+1 = N§+1,1 = - Nii+1,d+1 =1, d
tous les autres éléments étant nuls. Si ze R? on pose N(z) = ZziNi,
z2=(29, ..., 2g). P
Il existe une décomposition d’Iwasawa de ¢ pour laquelle .o/ = RH,

Nt N¢
—— est une base ortho-

H
NEZIENCEENY
d

d
normale de A" @ & pour By, p(H) = 3 et||pl* = 3

A = {N(z), ze R*} . De plus
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Soit 7 l'isomorphisme entre NA et S = RixR; défini par
n(Exp N(z) Exp xH) = (z, €%), pour zeR?Y xeR.
Onadn(H) = X, et dn(N’) = X, . L’opérateur A introduit proposition 2.2

1 . R
étant ici égal a ﬁ{Hz + X(N)? }, dn(A) est égal a ﬁZXiz.

PROPOSITION 2.3.2. — Soit (B,,¢t > 0) le semi-groupe de convolution
d+1

1 . :
sur RixR;} = S associ¢ au générateur 3 X?. Pour toute fonction f
continue bornée sur S on a i=1

J\fdﬁl = f(Zl9 ooy Zgy ex)p,(Zl, ey Zgy ex)dzl e dzddx
S R4 xR

ou, pour ze R? et xe R,
si d est pair

: 1 _dx (1 g4z _r2
X) = (— o) 42 2 — 2t
Pz, €¥) = ( T) \/% € {Sh r dr} (e )
si d est impair, d = 2k + 1,

1)k —dj2 _dx (o - k+1  _n2
oo — (2 0CD L[ o she
o » Lshndn

\/77: ./2nte Jchny—chr "

e | z|?
pour r = Arg ch chx+T.

Démonstration. — Reprenons les notations du paragraphe (2.2) :
{v,t>0} est le semi-groupe de probabilités sur G = SOy(d + 1, 1)
correspondant au mouvement brownien sur G/K, de transformée de
Fourier sphérique Z#v(1) =exp — t{||Al|> + || p||* }. Ces probabilités
sont biinvariantes par K et leur densité g, par rapport a la mesure de Haar
de G est donnée dans [/2]. En corrigeant une erreur due au fait que dans
cet article on confond A(H)? et || 2 || on a g{exp rH) égal aux expressions

. .. t
de droite de la proposition dans laquelle on remplace t par - et le terme
_dx _u
e *pare ®.

Draprés le paragraphe 2.2 si p, est la densité sur NA associée a e'l?ll%y,
on a

J f(nayp(na)dnda = j e?@ f(na)e'!'?!*q (na)e 2P @dndadk
NA

NAK
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dt
- a . 1
d’ou p(na) = e~ *“@eBq,(na). Puisque dn(A) = i >X?, la famille de densité
p, vérifie 2
Pz, €) = pa(Exp N(z) Exp xH)
_xd td

=e *e®q(Exp N(z) Exp xH),

on obtient le résultat en remarquant que puisque g, est biinvariante par K

~xllzl12
q.4(Exp N(z) Exp xH) = qm<EXP {Arg ch [Ch x+ & 5 ]H } ) ]

Ces expressions explicites nous permettent de calculer la densité g du

noyau potentiel, i. e. g(x) = f pdx)dt, si xeS8.
0
Par exemple sur R%x,R;} on a

r 1
z,e)=e ¥*—— ___pTrin
Pl &) sh r (2m)*2 ¢
1 e™™
d’ou z, ) = — —
&l ) 2nsh r
1 e *

Sl e 1+ IR -4
en remplacant r par sa valeur. Lorsque z est fixé, g(z, €*) tend vers zéro

1
quand x tend vers + co mais vers ——————- lorsque x tend vers — co.
1+ [l z[%)

(Ceci a été montré dans un cadre beaucoup plus général par Laure Elie [5]).
Pour tout d on a un phénomeéne analogue, la fonction intervenant a la
limite étant un multiple de { 1 + || z||* } “¥2. Cette fonction est donc la
densité par rapport a la mesure de Lebesgue de la mesure invariante de
la chaine de Markov sur N = R? associée a la marche aléatoire gauche
de loi B, sur S (voir plus bas).

COROLLAIRE 2.3.3. — Soient { B, t >0} et { W, t > 0} deux mouve-
ments browniens indépendants issus de Porigine, le premier a valeurs

t
dans R, le second a valeurs dans RY. Pour tout ¢t > O, (J eBsdW eB'>
[¢]

a pour loi la probabilité B, dont la densité est donnée dans la pro-
position 2.3.2.
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Démonstration. — On vérifie immédiatement que dans les coordonnées
d+1

L 1 .
(24, -+, 24 a) de R? x R} le générateur EZX,Z s’écrit

i=1

d
1 1 (e 2 1 0
—3¥X? =—a?< — — —a—
2= =5 {0a2+zazf}+2a0a

i=1

d
(en utilisant que Xf(z, a) = 7 f((z, a) exp tX) I,:0>. La diffusion

(Y, ..., Y, X,) associée a ce générateur vérifie donc I'équation diffé-
rentielle stochastique

1
dX, = X.dB, + > X,di
dYi = X,dW! si 1<i<d

qui admet comme solution partant de (0, 1), élément neutre de S,

t

X, =eP Y, = J‘eBSdWs |
0

On sait que la projection sur R? d’une marche aléatoire gauche sur
R’x,R; (donc invariante par translation a droite) est une chaine de Markov
appelée marche aléatoire sur I’espace homogéne S/R;. De méme la pro-
jection sur R? de la diffusion invariante a droite associée au semi-groupe
{ Bt >0} est une diffusion. Notons { R}, ¢t > 0} le processus associé
a cette diffusion sur R? partant de z au temps t = 0.

LEMME2.3.4.— Lorsqued = 1, { R}, t > 0 } a méme loi que le processus
{sh (B, + Argsh z),t >0}, ot { B, t > 0} est un mouvement brownien

t
réel. En particulier, pour tout ¢ > 0, sh B, a méme loi que JeBSdWS (voir
le corollaire 2.3.3). °

Démonstration. — Soient )N(i, 1<i<d+1, les champs de vecteurs
invariants a droite associés aux éléments X; de I’algébre de Lie de S. La

diffusion invariante par translation a droite associée au semi-groupe
d+1

1 S .
{B,t >0} admet pour générateur EZX?. Ici on suppose que d = 1

et en utilisant =
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~ d
Xf(z, a) = T S((exp tX)(z, a)) |;=o on vérifie que ce générateur s’écrit en

coordonnées

1_o 1 02 2 02 1 0 1 0
“EIXP=—qa?— +2 +(1+z2)—5+-z—+-a—
{a oa? az z ( 2)522 +2262+2a(?a

1 2 1 0
An e zZo - 2y s,
et le générateur de { R}, t > 0} est 2(1 + z )622 + 2262

1
dR?° = /1 + (R,ZO)ZdB, + 5 Riodt
Ry =z

La formule d’Ito montre que R = sh (B, + Arg sh z,).
Pour tout t fixé les lois partant de (0, 1) des diffusions invariantes a
gauche et invariantes a droite associées a (B, t > 0) sont les mémes.

t
En particulier, sh (B,) a méme loi que JeBsa'Ws d’aprés le corollaire
précédent. 0

Remarque. — On aurait pu montrer ce lemme en utilisant le fait que
puisque les probabilités f, sont symétriques (sur S), la diffusion invariante
a droite est I'image par symétrie de la diffusion invariante a gauche.

Notons, pour tout entier d, v, la projection de f, sur RY. Le théoréme
local suivant montre que, comme pour f3,, la vitesse de décroissance vers
zéro de v, ne dépend pas de d. Comme on peut s’y attendre la limite obtenue
est la mesure invariante du processus { R}, t > 0 }. Dans cet énoncé || ||
est la norme euclidienne usuelle de R?.

ProposITION 2.3.5. — Si f est une fonction continue a support compact
sur R4,

lim \ﬂj f(2)dvfz) = n“’l‘(%l)f f@ {1+ 2|2} *dz.
t—+ o0 Ra R

Démonstration. — Soit v, la transformée de Fourier de v, Puisque v,
1

est la loi de JeBSdWS, cette probabilité est invariante par rotation et il
(0]

existe une fonction ¢, : R - C telle que
e—1) =)= Vx) s |x]=r.
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Notons que ¢, est la transformée de Fourier de la premiére composante

t
" du vecteur j

€®d W, qui a méme loi que sh (B,) d’aprés le lemme précédent.
0
On en déduit immédiatement que ./27tep, tend vers la transformée de
Fourier ¢ de la fonction h(z) = (1 + z?)~ Y2 dans L2(R).

Rappelons [8] que si h, est la fonction de R? dans R définie par

d
hy(z) = F<§>n“’{ L+ [|z])2} 9

sa transformée de Fourier h, vérifie Ty (x) = o(r) si || x|| = r.

Pour montrer la proposition il suffit de considérer le cas ou f est une
fonction indéfiniment différentiable sur RY, & support compact et inva-
riante par rotation. Notant alors g la fonction définie sur R* par g(r) = f(x)

si|| x|| = ret par ¢, la constante apparaissant dans le passage en coordon-
nées polaires on a :

J2nt J fdv, = J2nt(2m)~¢ j f(— x) Vx)dx
= ¢4/ 2mt(2m) "¢ Jw 2P ryrt~ tdr
0

Puisque ¢, tend vers ¢ dans L2(R) ceci tend, lorsque ¢ tend vers + o,
vers

cs(2m)~¢ jwﬂr)w(r)ﬂ “dr = (2n)_dj f(—= x) hy(x)dx = J F(x)hy(x)dx .
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