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et théoréme de section
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52100 Ramat-Gan, Israel

RisuME. — Dans ce travail, on définit et étudie la notion de chemin
croissant optionnel et de chemin croissant annongant dans le plan. On
la compare a celle de ligne d’arrét ce qui permet d’obtenir une caracté-
risation des points d’arrét par les chemins croissants optionnels et les
lignes d’arrét. Des conditions sont données permettant de démontrer un
théoréme de section par un point d’arrét. Enfin, quelques applications aux
processus a deux parameétres sont proposées.

ABSTRACT. — The notion of optional increasing path and predictable
increasing path are defined and studied. We compare it to the notion of
stopping line and obtain a characterization of stopping point in terms of
optional increasing path and stopping line. Some conditions are given
to reach a theorem of section with stopping point. Finally, applications to
two-paramenter stochastic processes are proposed.

1. INTRODUCTION ET NOTATIONS

Dans T'étude de la théorie générale des processus stochastiques a
deux indices, la notion fondamentale de temps d’arrét a été généralisée
par celle de ligne d’arrét qui permet le partage de ’ensemble des para-
meétres en deux régions disjointes ; et par un cas particulier : le point d’arrét
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224 E. MERZBACH

qui a l'avantage de pouvoir étre rattaché a tout processus. Il est, d’autre
part, toujours intéressant d’¢tudier le comportement d’un processus le
long de certaines courbes en tant que processus a indice réel.

Dans ce travail, on se propose tout d’abord d’étudier la notion de che-
min croissant optionnel introduite semble-t-il pour la premicre fois dans
le cours de J. Walsh [/1], et de faire apparaitre une certaine dualité avec
les lignes d’arrét. On donne ensuite quelques conditions suffisantes afin
d’obtenir un théoréme de section avec des points d’arrét. Enfin, des appli-
cations aux processus a deux indices sont proposées.

Les notations sont maintenant classiques (voir par exemple [4] ou [10]).
Les processus sont indexés par le quadrant positif R sur lequel est intro-
duit I'ordre partiel et les relations suivantes :

Soient z=(s,t) et 2’ =(s', t'). s < ¢’ signifie s < s" et t < t'. z « Z’ signifie
s<sett<t. Enfinz A z signifies < s’ett >t et z A z' signifie s < s’
ett >t

Soit (Q, F, P) un espace probabilis¢ complet muni d’une filtration
{ F, }.r> continue a droite, compléte et qui satisfait a la condition (F4)

de [4] : les tribus F! =_\/ F,, et F? = \/ F,, sont conditionnelle-

t N
ment indépendantes par rapport a la tribu F; ;. On utilisera aussi un travail
récent de Fouque [5].

II. CHEMINS CROISSANTS OPTIONNELS

DErFINITION. — Un chemin croissant optionnel est une famille de points
aléatoires I' = { y(t), t > 0} telle que :

t — y(t) est p. s. continu.

Si s <t alors y(s) < y(t).

Pour tout ¢ > 0 et tout point z, on a { () < z } € F,.

Remarque. — On va voir que cette définition est équivalente a celle
donnée par Walsh appelée « optional increasing path » dans [/2].

Comme le remarque Walsh, on peut sans changement, reparametriser
le chemin sur n’importe quel interval fini. On supposera souvent que (0)
appartient aux axes.

La définition de la ligne d’arrét [9] [10] est trés proche de celle du
chemin croissant optionnel :

DEFINITION. — / est une ligne d’arrét si c’est une courbe aléatoire
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CHEMINS CROISSANTS OPTIONNELS ET THEOREME DE SECTION 225

connexe, incomparable pour l'ordre «, rencontrant les axes ou asymp-
totique a des paralléles aux axes, et telle que pour tout point z, on a
{z < 2}eF,. La relation z < 4 veut dire qu’il existe un point aléatoire z’
telquez < z et 2’ e A

Soit Z un point aléatoire et notons par Z 'ensemble de tous les points
supérieurs ou égal a Z dont I"une des coordonnées est commune avec Z.
Z est alors appelé un point d’arrét si Z est une ligne d’arrét.

Remarquons que c’est aussi un point aléatoire tel que pour tout z,

ona{Z«z}eF, (oubien {Z < z}€eF, par la continuité a droite de la
filtration).

Le minimum Z A Z’ de deux points d’arrét n’est pas en général un point
d’arrét & moins.que 'on sache que ces deux points sont p. s. comparables.
Cependant, la ligne « en escalier » Z A Z’ est toujours une ligne d’arrét.
Rappelons également que Z = (S, T) est un point d’arrét si et seulement si,

S est un temps d’arrét par rapport a la filtration { F# n F/' },5 et T par
rapport a la filtration {F§ nF?},.,.

PROPOSITION 1. — a) Les propositions suivantes sont équivalentes :
(al) I est un chemin croissant optionnel non borné.
(a2) T" est le bord supérieur gauche d’une région aléatoire fermée A
telle que :
L’indicatrice I, est un processus adapté.
Pour tout zeA, on a {&:z A &} < A (cette région sera notée F)
(a3) T est égal 4 une famille non bornée { U,,t > 0 } de points d’arrét
telle que :
.s<t = U< U, p- s.
.t > U, estp.s.continu.
b) Les propositions suivantes sont équivalentes :
(b1) A est une ligne d’arrét.
(b2) 4 est le bord supérieur d’une région aléatoire fermée A telle que :
L’indicatrice I, est un processus adapté.
. PourtoutzeA,ona {£:¢<z} < A
(b3) 4 est égal a une famille non bornée { U,, ¢t > 0} de points d’arrét
telle que :
s<t= U; A U,.
.t - U, estp.s. continu.

Remarque. — Cette proposition montre bien Panalogie entre chemin
croissant optionnel et ligne d’arrét. Géométriquement parlant le passage
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226 E. MERZBACH

de 'un a l'autre se fait au moyen du produit d’une rotation et d’une trans-
lation.

Preuve. — L’équivalence entre (al) et (a3) est évidente, celle entre (a2)
et (a3) est une reformulation du théoréme 2.7 de [12]. (b2) étant les « temps
d’arrét de Wong-Zakai », 'équivalence avec (b1) a été démontrée dans [9].
Enfin, on obtient (b3) en appliquant le théoréme 4 et en prenant comme
chemins croissants, les droites déterministes L, formant un angle t-avec
un axe donné.

Pour la suite, les résultats suivants seront nécessaires.

LEMME 2. — Soient Z un point d’arrét et A une ligne d’arrét. On a alors
pour tout z :
{Zxz}n{Z«<xA}eF,.

Preuve. — Pour un point z, on note z I’ensemble des points inférieurs
ou égal a z, dont 'une des coordonnées est commune avec z. De méme,
si L et L’ sont deux lignes, la notation L < L’ signifie que pour tout z < L.
onaz<L’

Il suffit de démontrer : {Z«z}n{Z«x i}eFE,.

Cependant cette expression est égale a :

(Z<zyn{z<i¥n{Arnz<ZAz}.

A A zetZ A zsont des lignes d’arrét, par conséquent, selon [9], 'ensemble
{A A z<7Z A z} appartient aux tribus engendrées par ces lignes d’arrét,
donc a F,. Les autres termes appartiennent a F, par définition.

La proposition suivante a été démontrée par Walsh [/2].

ProrosiTion 3. — Soient Z < Z’ deux points d’arrét finis. 1l existe
alors un chemin croissant optionnel de points d’arrét { U,,t > 0} tel
que Ug=ZetP{U,=Z} - 1lorsquet — co.

On peut maintenant caractériser les points d’arrét a 'aide des chemins
croissants optionnels et des lignes d’arrét.

THEOREME 4. — Un point aléatoire Z est un point d’arrét si et seule-
ment si il existe un chemin croissant optionnel I" et une ligne d’arrét 4
tels que :

Z=inf{z:zeI'ni}, Z= > sicetensemble estvide.

Preuve. — Si Z est un point d’arrét, alors Z est une ligne d’arrét. D’aprés
la proposition 3, il existe un chemin croissant optionnel I' partant de
lorigine et qui arrive 8 Z. On obtient Z =inf{z:zel' nZ}.
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Inversement, soient I' = { y(r), t > 0} un chemin croissant optionnel,
/ une ligne d’arrét et Z défini comme dans le théoreme. On a ’égalité sui-
vante pour tout z :

{Z«xz} = U [{y0) <z} {y(t) < A}].

1eQ

Z est alors un point d’arrét puisque y(t) en est un et en utilisant le lemme 2.

On peut facilement définir une relation d’ordre partiel entre les che-
mins croissants optionnels (en abrégé C. C. O.). Soient I'; et I'; deux C. C. O,,
on dira que I'; < I, si ﬁ < fz.

ProPOSITION 5. — 1) Soient I', et I, deux C.C. O, alorsI';, A T,etI, VI,
sont aussi des C. C. O.

2) si {I,}, est une suite de C. C. O., alors itr}f T, et sup I, sont aussi
des C. C. O. t

Preuve. — On applique la proposition 1 (a2) en remarquant que 'union
et I'intersection d’ensembles mesurables sont encore un ensemble mesurable.

Soit Z un point d’arrét. Parmi tous les C. C. O. joignant lorigine 4 Z,
il en existe un qui est maximal, par rapport a 'ordre partiel défini et un
qui est minimal. L’existence de ces deux C. C. O., que I'on notera respec-
tivement Z, et Z,, découle immédiatement du lemme de Zorn ou bien
directement par construction (comme le fait J-P. Fouque par exemple).
Fouque définit alors le passé de Z comme étant I’ensemble optionnel :

P, = Z, 0 (Zo) U [Z,]) A (IZ, o) v [Z]).

Ceci permet de définir Pinfimum de deux points d’arrét comme étant
le point aléatoire le plus grand appartenant aux deux passés. C’est aussi
le point d’arrét le plus grand, inférieur aux deux points d’arréts donnés.

Passons a la notion de prévisibilité. On suit les notations de [9] par
exemple. Dans 'espace produit R3 x Q, on définit la tribu des ensembles
prévisibles P comme étant celle engendrée par les processus adaptés et
continus par exemple. Une ligne d’arrét 2 est appelée prévisible si et seu-
lement si son graphe [A] = {(z, w) : ze€ Aw) } appartient a P. Ceci est
équivalent a dire que /. est annongable : il existe une suite croissante de
lignes d’arrét strictement inférieures a 4 et qui tendent vers 1. Un point
d’arrét Z est prévisible si son graphe [Z] appartient a P. Z est appelé annon-
cable §’il existe une suite de points d’arrét strictement inférieurs a Z et qui
tendent vers Z. Il est clair que Z est un point d’arrét annongable si et seu-
lement si la ligne d’arrét Z est prévisible. De plus tout point d’arrét annon-
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cable est prévisible ; la réciproque n’est pas vraie, Bakry en a montré un
contre-exemple.

DftriniTION. — Un chemin croissant optionnel T' est appelé chemin

croissant annongant (C. C. A.) s’il existe une décomposition de I en points
d’arrét annongables.

Remarque. — Le graphe d'un C. C. A. est un ensemble prévisible.

Notons également que tout chemin optionnel strictement croissant est
annongant. En effet, il suffit de considérer la paramétrisation du théo-
réme 2.7 de [/2] : soit Z, le point d’arrét du C. C. O. obtenu par inter-
section avec la droite s + t = u. Ce point est annongable par la suite
(Z,_ %},, puisque le chemin est strictement croissant. C’est donc un C. C. A.

LEMME 6. — La limite d’une suite décroissante stationnaire de points
d’arrét annongables est un point d’arrét annoncgable.

Preuve. — On s’inspire de la démonstration classique de Dellacherie.
Soient {Z, }, la suite décroissante stationnaire, { Z }, une suite annon-
cant Z, et d une distance bornée définie dans R% U { oo }.

Quitte a extraire pour chaque n, une sous-suite, on peut supposer que
I'on a pour chaque entier p :

P{d(Z8,2,)>27"7P} <27 n,

De plus, quitte a remplacer Z2 par Z% V ZF, V ..., on peut supposer
que la suite { ZZ} est décroissante en n pour tout p et par conséquent le
point 77 = inf Z? est un point d’arrét. La fin de la démonstration est

alors la méme qu’a un indice.

THEOREME 7. — Un point aléatoire Z est un point d’arrét annongable

si et seulement si il existe un C. C. A. I et une ligne d’arrét prévisible 4
tels que :

Z=inf{z:zeT'ni} et Z= oo sicetensemble estvide.

Preuve. — Notons F,, la tribu engendrée par les ensembles antérieurs
au point Z, c’est-a-dire les ensembles F tels que, pourtout z, Fn{Z < z } e F..

Si Z est annongable, alors Z est une ligne d’arrét prévisible. Il reste a
montrer qu’il existe un C. C. A. qui joint lorigine au point annongable Z.
Pour cela, il suffit de prouver que Z peut étre annoncé par des points
d’arrét annongables { U, } tels que U, soit Fy -mesurable. On reprend
la démonstration du livre de Dellacherie-Meyer en faisant attention aux
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restrictions dues a 'ordre partiel. On négligera les ensembles de probabilité
nulle.

Soient { Z,} une suite de points d’arrét annongant Z, et Z% I'approxi-
mation dyadique de Z, par valeurs supérieures :

ZP = ((k+127F2 (141277 = Z, e [(k277, 277, (k+ 1)27 2, (1+1)277)[

7P = w0 = Z,= 0.

Il est clair que Z? est un point d’arrét annongable. Puisque Z, « Z,
lim Z% = Z,, il existe pour tout n un entier n’ = n tel que :

P{Z «Z}<2".

Définissons alors U, comme étant U'infimum au sens des points d’arrét,
de {Zp },.on. La suite {U,}, est croissante, Z, < U,, par conséquent
d’apres le lemme de Borel-Cantelli, { U, } est une suite de points d’arrét
qui annoncent Z (cependant, ces points ne prennent pas leurs valeurs
dans l'ensemble des points dyadiques). Reprenant la preuve de la pro-
position 1.2 de [12], on peut supposer que pour tout n, U, est Fy -mesu-
rable. Définissons maintenant U¥ comme étant Pinfimum au sens des
points d’arrét de { Zpn },omen+k- Cest une suite décroissante de points
d’arrét dont la limite est U,. De plus cette suite est stationnaire. En effet,
le sous-ensemble de R3 U { oo } formé des points Z%(w) (m > n) et Z(w)
est compact, il en est donc de méme pour les abscisses et les ordonnées
correspondantes. Ces ensembles contiennent donc leur borne inférieure qui
est différente de la limite. L'infimum géométrique des points { Z2(®) },s»
est donc un point dont I’abscisse et 'ordonnée sont celles de deux des
Z™(w). Linfimum au sens des points d’arrét est toujours inférieur ou égal
a linfimum géométrique, mais si ce dernier reste constant, 'infimum au
sens des points d’arrét reste aussi constant car tout point rajouté étant
supérieur a I'infimum géométrique est alors supérieur a 'infimum au sens
des points d’arrét et il existe donc un C. C. O. joignant ces deux points.
Par conséquent { U}, est une suite décroissante stationnaire. Enfin, les
points U¥ sont annongables. En effet, soit Uk se trouve sur un C. C. O.
strictement croissant ce qui implique son annongabilité ; soit, par construc-
tion des C. C. O. maximal et minimal, il se trouve égal a I'infimum géomé-
trique, il est alors annoncé par la suite qui est 'infimum au sens des points
d’arrét des suites annongant { Zj }, <,n<n+r. On termine alors en utilisant
le lemme 6.

Réciproquement, soient 4 une ligne d’arrét prévisible annoncée par
une suite { 7, } de lignes d’arrét, et I' = {Z,,t > 0} un C. C. A. tel que
tous les Z, soient annongables. D’aprés le corollaire 2.5 de [/2], il existe
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un F; -temps d’arrét 7 tel que Z, = Z et des temps d’arrét t, tels que Z_

soit I'intersection de 4, avec I'. T est alors un temps d’arrét annongable
et Z_ un point d’arrét annongable.

III. LE THEOREME DE SECTION

Il n’existe pas de théoréme de section pour des ensembles de R% x Q
par des points d’arrét ou par des lignes d’arrét. En général on n’obtient
une section quavec une ligne d’arrét faible [/] [9]; c’est-a-dire une partie
progressive d'une ligne d’arrét. Dans [2], Cairoli remarque que I'on n’a pas
en général, de théoréme concluant a l'existence dun point d’arrét, resp.
point d’arrét annongable Z, tel que P { 0 : (Z(w), w)e A } > 0 pour A un
ensemble optionnel (la tribu optionnelle est engendrée par les processus
adaptés et continus a droite), resp. prévisible, alors que dans de nombreuses
applications, c’est sous cette forme que le théoréme de section intervient.

Dans ce paragraphe, on va donner quelques conditions pour obtenir
un tel théoréme ainsi que le théoréme de section avec un point d’arrét.

Enongons tout d’abord le théoréme de section [9] généralisé par Bakry
pour différentes tribus.

THEOREME 8. — Soient A un ensemble optionnel (resp. prévisible)
et m(A) sa projection sur Q. Pour tout ¢ > 0, il existe une ligne d’arrét
faible 4, fermée a droite, optionnelle (resp. prévisible), telle que [A] < Aet :

P{nA)} <sP{ixwo} +e.

Combinant ce résultat avec les théorémes 4 et 7, et choisissant une droite
déterministe strictement croissante, on obtient immédiatement :

COROLLAIRE 9. — Soit A un ensemble satisfaisant au théoréme de
section avec une ligne d’arrét (prévisible). Il existe alors un point d’arrét Z
(annongable) tel que :

Zl=A et P{rn(A)} <P{Z# x| +e¢.
DEFINITIONS . -— Un ensemble optionnel A est appelé mince, s’il ne ren-
contre aucun graphe de point d’arrét, autrement dit, si
Plo:(Zin).weA} =0
pour tout point d’arrét Z ([2]).

Un ensemble optionnel A est appelé (prévisiblement) approchable
s’il existe un chemin croissant optionnel (annongant) I' tel que

PANT #¢)>0.
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Remarque. — Tout point d’arrét et toute ligne d’arrét est approchable.
Notons encore, que la classe des ensembles minces contient strictement
la classe des ensembles évanescents.

ProposiTION 10. — Soit A un ensemble optionnel. Si son début est
mince, alors il n’est pas approchable. Si A n’est pas mince, alors A est
approchable.

La démonstration de cette proposition découle de facon immédiate
des résultats énoncés au paragraphe précédent.

Remarque. — Tout ensemble optionnel A qui contient un ensemble
parfait et incomparable est approchable. En effet, parmi toutes les droites L,
passant par lorigine et d’angle rationnel ¢t avec I'un des axes, il en est une
qui coupe A avec une probabilité positive. A n’est pas mince et la pro-
position 10 s’applique.

LemME 11. — Soit H un ensemble progressif de RZ x Q, satisfaisant
a la condition suivante pour tout point = = (s, t) :
(*) {o:P{3 >s:(s,t)eH/F. }.P{3' > t:(s,t')e H/F, }
>0}c{w:3Z>»z:eH}.
Alors il existe un C. C. O. joignant I’origine a H. De plus si H est prévisible,
le chemin peut étre choisi annongant.

Preuve. — Nous allons démontrer ce lemme dans le cas discret, géné-
ralisant la preuve de la proposition 3, selon [/2].
Soit Z un point d’arrét inférieur au début faible de H et posons :

D=1{Z=(,j))} C=Dn{w:(GjeH}.

A= {w:P{Dm(Q{w:(i,k)eH})lFﬁ}>0}

B:{w:P{Dm(U{w:(k,j)eH}>|Fij}>0}.

k>i

Les ensembles A, B, C et D appartiennent tous a la tribu F;;. Définissons
alors le point aléatoire Z’ sur D de la fagon suivante :

(i, ) si weC

Gj+ 1) si we(A\B)\C
Z(w)= q . ) .

i+ 1) si we(B\A)\C

(+Lj+1) si  we[(D\C\A\B]U [A~B\C].

Soit F, la tribu engendrée par les ensembles antérieurs au point Z.
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On remarque alors que les ensembles A, B, C et D appartiennent a F; et
par conséquent Z’ est F,-mesurable. On a de plus : Z < Z’ et Z’ est un
point d’arrét (*) :

{(Z=0n}={Z=0)) Z=(-1.j-1) v {Z =) Z=(—-1))}
U{Z =), Z=3Gj—-);wulZ =Z=())]
Ceci montre que {Z' = (i,j) } e F,;.

Montrons maintenant que le point d’arrét Z’ est inférieur a H, autre-
ment dit, qu’il existe un point ze H tel que Z’ < z. SiweCalors Z' = Z
qui est inférieur a H par définition. Supposons Z(w) = (i, j) et Z'(w) = (i+1,))
ceci signifie que w € B\A\C. Puisque w ¢ A, et que l'on a la relation

P{AcmDm<U{w:(i,k)eH}>}=0,

k>j

on peut en conclure que presque slirement w ¢ U {w: (i, k)eH }. Dautre
k> j

part w ¢ C. Donc Vk > j, aucun point (i, k) n’appartient a H et le point
Z'(w) = (i + 1,j) est inférieur a3 H. On a une démonstration similaire
pour le cas ou Z'(w) =(i, j+ 1). Enfin, soient Z(w)=(i,j) et Z'(w)=(+1,j+1).
On a alors w¢ C. Si w¢ An B alors w¢ A u B et pour tout k > 0, les
points (i+k, j) et (i, j+ k) n’appartiennent pas a H. Z'(w) est donc inférieur
a H. Pour terminer, si ¢ A n B, on a :

P{U{w : (i,k)eH}/Fij}.P{U{co ‘(k,j)e H }/F,,l >0,
f . )
k>j k>i
Dr’aprés la condition (*) du lemme, on en conclut que Z'(w) = (i+1,j+1)
est inférieur a H.

Les étapes suivantes de la démonstration sont les mémes que celles de
la proposition 1.2 et de la proposition 2.1 de [/2]. Nous les omettons.

Remarque. — C’est la condition (*) du lemme 11 qui permet 'obtention
du théoréme de section avec point d’arrét. Cette condition est en général
vérifiée lorsque, pour presque tout w, la coupe H(w) est un ensemble géo-
métriquement assez régulier, combiné avec la condition (F4). Si cette pro-
priété géométrique est vérifiée pour un ensemble de probabilité positive,

alors I'ensemble H est approchable ce qui permet d’appliquer la pro-
position 10.

(*) Notons, qu'en général le théoréme 2.1 (b) de [9] est faux comme le montre le contre-
exemple de la page 57 de [9] : un ensemble de séparation aléatoire supérieur a une ligne
d’arrét et mesurable par rapport a celle-ci n’est pas nécessairement une ligne d’arrét.
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PROPOSITION 12. — Soit H un ensemble optionnel. Si la ligne d’arrét
faible qui intervient dans la section de H peut &tre choisie connexe, alors
on a un théoréme de section avec un point d’arrét.

Preuve. — Soit 4 la ligne d’arrét faible connexe intervenant dans la
section de H.

On définit Z,, le premier point futur de /2, de la fagon suivante :
Z,=sup{z,z=(s,t): s, t') < z:(5,t) e (s,t')E L }.

Puisque la filtration est continue a droite, ¢’est un point d’arrét. En effet,
D, étant le début de 4, on a :

{Z,«<z}= m{(s’, t)e/l}“m{(s,t')el}“m{z<D1}“,

s'<s <t
et cet ensemble appartient a F,.
Il existe alors un C. C. O. I" joignant l'origine & Z,. A étant connexe,
I n A n’est pas vide. C’est un ensemble totalement ordonné et progressif,
son point début est donc un point d’arrét qui appartient a H.

IV. APPLICATIONS AUX PROCESSUS

Bien que la notion de chemin croissant optionnel soit relativement
nouvelle, plusieurs auteurs I'ont utilisé pour résoudre différents problemes.
Il faut citer tout d’abord le travail [3], puis d’autres travaux : [6] [7] [12]
et [8]. Nous proposons ici quelques applications supplémentaires, utili-
sant les résultats des paragraphes précédents.

ProposITION 13. — Soit A,, un processus croissant, nul sur les axes,
continu, adapté et p. s. borné. Il existe alors une suite de points d’arrét
{Z,}7 | tendant vers linfini telle que pour tout nona A, < n.

Preuve. — On définit 4, =inf{z:A, > n}. Cest une ligne d’arrét.
En effet A, est un processus croissant et pour tout point z,
{wz<iw}={w:Aw)<n}.

Puisque A est un processus adapté, cet ensemble appartient a F,. On peut

choisir un point d’arrét Z, sur la ligne /,. La suite { Z, } satisfait a la pro-
position.

PROPOSITION 14. — Soient X = {X,} et Y ={Y,} deux processus
optionnels tels que pour tout point d’arrét Z, on a X; = Y, p.s. Si'ensemble
{z:X(w) # Y.(w) } est presque slirement fermé et convexe, alors X = Y.
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Preuve. — Si I'ensemble optionnel H = { z : X|(w) # Y/ ()} n’est pas
€vanescent, il existe une section de H par une ligne d’arrét faible. La convexité
de H et la proposition 12 montrent que H est approchable. La proposition 10
nous assure I'existence d’un point d’arrét Z dans H contredisant ’hypo-
these X, = Y5.

ProposITION 15. — Soient X = {X,} et Y = {Y,} deux processus
optionnels positifs ou bornés, tels que pour tout point d’arrét Z, on a
E[X;. Lz« 1 =E[Y,.Iz.,,]. Si les ensembles { z: X (w) > Y (w) } et
{z: X (w < Y{w) } sont presque sirement fermés et convexes, alors X=Y.

Preuve. — Comme la proposition précédente.
Remarquons que ces propositions ne suffisent pas a caractériser la pro-

jection prévisible d'un processus X par son espérance conditionnelle a
tout point d’arrét.
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