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REsuME. — Cette note donne la ni*m¢ démonstration du théoréme ergo-
dique sur-additif de J. Kingman. Il s’agit d’'une démonstration fort courte
et d’ailleurs trés proche de la démonstration de F. Riesz du théoréme
de Birkhoff.

SumMary. — The n™ proof of Kingman’s super-additive theorem of
ergodic theory, very short and close to F. Riesz’s proof of Birkhoff’s theorem.

Il s’agit de démontrer le résultat suivant que nous nous contenterons
d’énoncer dans le cas ergodique, le cas général ne nécessitant que le rem-
placement dans ce qui suit de P’espérance par I'espérance conditionnelle
par rapport a la tribu des invariants.

THEOREME. — Etant donné une transformation mesurable 6 de I'espace
de probabilité (Q, o, P) qui préserve P et est ergodique, pour toute suite
(fo,neN*) dans LY(Q) sur-additive au sens ot f, + f, . 0™ < fry1nlm, n € N¥)

1
lim — f, =7 p. p.

n—oc n
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1
si y=sup—Jf,,£+oo.
N+* N

Commencgons par un lemme, di pour Pessentiel & F. Riesz.
tl

LEMME. — Quels que soient les n(n = 1) réels uy, ..., u,
n—1
Z Ujr1lp,>0 2 0
0
si vy =max (0, ujr1,Ujsq + Ujyo, .y Ujyq + ... +u,) pour je [O,n[.

En effet si 'on convient que v, = 0, les v; vérifient '’équation de récur-
rence v; = (v;1; + 4;+;)" (0 <j < n) et par conséquent
0; S Vjpq + Uil O<j<n).
En sommant ces deux membres, on voit que la somme du lemme est
minorée par v, et donc positive.

L’étape essentielle de la démonstration consiste alors a établir I'inéga-
lité maximale.

Inégalité maximale. — Pour toute transformation mesurable 0 préservant
la mesure de (Q, o, P) et pour toute suite positive et sur-additive (f,, ne N¥)

dans LY, on a
1
J gdP < sup ~andP,
{v>0} N* N

si v = sup (f,, - E g9f>, quelle que soit la fonction positive ge L' (par
N
0
n—1

convention f, = 0 = z g0’ pour n = 0).
0

En effet pour toute suite (f,, ne N*) dans L! et tout g L! le lemme de
Riesz appliqué a la suite (u; = f; — f;—, — g6’ ~',je N*) arrétée a n et
prise en un point quelconque de Q, montre que

n—1
Z(ffﬂ —fi— g9j)1w;.>0} =0 (ne N¥)
0

1-1

a condition de poser v = max (f, —fi— Zg9i> pour 0 <j <n.

lel j.n]
i
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Si la suite (f,, ne N) est croissante, il s’en suit a fortiori que

n—1

= Z gojl;v;'> 01

0

Si la suite (f,, ne N*) est positive et sur-additive, elle est croissante et
de plus comme f; — f; > f,_;jo @ si | > j, on a v} > v} /o ¢’ de sorte que

n—1
foz Z [gl{u{,"f>0)]°9j'
0

En intégrant les deux membres, il vient

ff,,dP > ngy,,m}dp
1

et comme les ensembles { vf > 0} croissent vers 'ensemble {v > 0} de
I'inégalité maximale lorsque k T o, celle-ci se trouve démontrée.

Sous I'’hypothése d’ergodicité de 6, toute suite positive et sur-additive
(fy» ne N*) dans L! vérifie 'inégalité.

1 1
(*) lim sup — f, <7 ou V= sup - J\f;th >
n— oo n N+ N

A s g 1iis . N 1
grace a I'inégalité maximale. En effet la fonction f = lim sup — f, est p. s.
n>ow " p

constante car f > fo- 6 par la sur-additivité des f, ; or pour toute fonction
constante g strictement inférieure a f, la fonction v de I'inégalité maximale
est strictement positive p. s. et par conséquent g < 7. A la limite f < y p. s.

Pour démontrer le théoréme de Kingman dans le cas d’une suite positive
et sur-additive, il reste a établir que

o1
(*%) lim inf - f, = y p. s.
n—oc n
n—1
Or si la suite est additive, cC’est-a-dire si f, = 2 f0pour un fe L, en
0
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minorantfparf A a = a — (a — f)* eten appliquant 'inégalité (x) ci-dessus
a(a—f)?, il vient

lll'."llgonf Zf 91>a-11msup Z(a—f)+09’

Zj(a—f)+dP=ffA adP

En faisant tendre a T oo, on obtient (**) dans le cas additif. Ensuite dans
le cas général, on remarque que

n—1 n—1
ZﬁcoojSZ(fkﬁ*fj)Skfnﬂﬂ (k, ne N¥)
=0 =0

ce qui entraine que pour tout ke N*

1
lim inf — f>—hmmf ka 0 > Jfde

n— o0 n—>o

L’inégalité (++) est ainsi €tablie.

Enfin le cas d’une suite sur-additive de signe quelconque se réduit au
n—1

cas positif en utilisant les inégalités f, > ) f, o0 (neN¥).
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