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Théorémes de limite centrale fonctionnels
pour les processus de Markov

par

A. TOUATI

Ecole Normale Supérieure, Bizerte (Tunisie)

RESUME.

Notre but est de généraliser les résultats de [8] sur les chaines
de Markov récurrentes Harris positives. Soit X={ Q, Z, (Z )ir , » (Po)xer
(X)er, } un processus de Markov récurrent Harris positif & valeurs dans
un espace L. C. D. E. Soit u sa probabilité invariante et A son générateur
infinitésimal sur L2(y). On démontre que pour toute fonction fappartenant
a 'image R, de A la convergence en loi des suites de processus

1 tn
A =0 F P, ;| — X )d
G CARO
1 th
AT =2 Q F P, ;[— X,)d }
{ 7 g (ﬁ J; f( ) S)teIR+

vers une martingale gaussienne continue, centrée, de processus croissant
associé¢ A(t)=C(f)t ou C(f)= —2J(Ag)gdu= —2Jfgdu; g étant un élé-

ment du domaine de A tel que Ag = f. On établit que R, est dense dans
L3(u) sous-espace de L?(p) des fonctions d’intégrale nulle et que ces deux
sous-espaces coincident quand le noyau R, de la résolvante de X vérifie
la condition de Doeblin. On donne enfin deux cadres ou C(f) > 0.

et

SuMMARY. — Our aim is to extend the results of [8] on Harris positive
recurrent chains to positive recurrent Markov processes. Let

X = { Q’ f, ('gyt)tsl}&q, s (Ipx)er ; (Xl)(ER* }
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44 A. TOUATI

denote a positive Markov process with invariant probability measure p.
We show for f beloging to the range R, of the strong infinitesimal gene-
rator A of X on L?(p), the convergence in law of the sequences of processes

ApS = { O, 7,Py; (»1— f(Xs)dS) }
\/}; 0 telR +

1
AW =L Q F P, ;| — X,)d }
{ 7 " (\/ﬁ 0 f( ) S)teR+

to gaussian centred martingales with variance processes of the form
A(t)=C(f)t C(f)is a constant defined by C(f)= —2J(Ag)gdu= —2J}gdu,
where g is any element of the domain of A such that f =Ag. The space R,
is shown to be dense in L3(u) = { feL?(w) ;Jf dp =0 } And if the ker-

and

nel R; of the resolvent of X satisfies Doeblin condition we prove that
R, = L3(p). The strict positivity of C(f) is proved in two situations.

I. INTRODUCTION. NOTATIONS

Soit X={Q, Z,(F)er. ; (Pxers X)er. } un processus de Markov
droit a valeurs dans un espace localement compact a base dénombrable
E, F = (%), désignant sa filtration naturelle convenablement complétée
et rendue continue a droite; on note (R,),>o et (P),», la résolvante et le
semi-groupe correspondants.

Nous supposerons dans toute la suite que la chaine de Markov de pro-
babilité de transition R, est irréductible récurrente positive. Cela équi-
vaut a dire d’apreés [/] et [5] qu’il existe une probabilité u invariante par R
(donc par P, pour tout t = 0) telle que pour tout borélien I de E chargeé

par g on ait :
+ oo
P[J 1(X)dt = + ooJ =1
0

(récurrence au sens de Harris, positive de X).

Cette hypothése entraine que les opérateurs P, et pRp sont de norme
inférieure ou égale & 1 dans l'espace L*(u) des fonctions de carré inté-
grable sur E. A partir du théoréme ergodique fort [/7] il est facile d’établir
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LIMITE CENTRALE POUR LES PROCESSUS DE MARKOV 45

que pour toute fonction ¢ continue & support compact dans E pR,0 — ¢
simplement lorsque p tend vers + . en restant dominé dans L2(u). Donc
PR,@ — @ dans L*(p), l'image de la résolvante & = {R,p; ¢ € L*(p) }
— indépendante de p par I'équation résolvante — est dense et le semi-
groupe est fortement continu.

SiR,p = 0 pour pe L%(u) et p > 0, alors équation résolvante entraine
que R,p =0 pour tout g > 0; donc ¢ = lim, gR,p = 0. Ainsi pour
tout p > 0, R, est une bijection de L*(u) sur .

Le générateur infinitésimal fort A du semi-groupe (P,) est bien défini :
son domaine D, = Z et on a

(geDact Ag =f) < (geL?(p), fe L¥(p)

et R, (pg —f) =g w.p.s. pour tout p > 0).

Autrement dit R, = (pI — A)~* sur L*(p) pour tout p > 0.

Cette définition du générateur fort est équivalente a la définition clas-
sique par la dérivation a I'origine. Elle entraine que les opérateurs I — R,
et A ont le méme espace image, soit R,. Puisque p est invariante par R,

on voit que R, < L3(p) = {(peLz(y) : J(pdu =0 }

Si R, est la fermeture de R, dans L?(u), d’aprés un théoréme ergodique
abélien (voir par exemple [/7], p. 215-218) on a :

Ry={oeli(:lim|pRyp ||, =0}

Mais d’aprés le théoréme ergodique fort, le dernier ensemble coincide
avec L3(u). Donc l'espace R, est dense dans L3(u).

Dans le cas ou Ry vérifie en plus la condition de Doeblin ce qui équi-
vaut a dire d’aprés [15] que l'opérateur R, est quasi compact, I'image
de l'opérateur 1 — R, est fermée dans L*(u) [I7] et donc R, = L3(p).

Ce dernier résultat est une généralisation du théoréme 3-10, page 178
de [I5] sur les chaines Harris.

Remarques.

1) Dans [8], N-Maigret a démontré que si R; vérifie la condition de
Doeblin « la » solution de Numelin / de ’équation de Poisson associée

) 2 .
afeLo(u) : (I — Ry = fups

appartient 2 L?(x). Ce qui est une autre maniére de voir que R, = L3(p).
2) Les opérateurs I — R, et A ont le méme espace nul, qui est 'espace
des constantes de L?(p) engendré par la fonction égale & 1u — p. s. sur E.
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46 A. TOUATI

Dans le paragraphe suivant, on construit une famille de martingales
localement de carré intégrable dont on se sert pour établir les théorémes
fonctionnels annoncés.

II. UNE FAMILLE
DE MARTINGALES FONDAMENTALES

On sait que pour toute fonction universellement mesurable bornée g
sur E, la fonction h = R,g appartient au domaine du générateur infinité-
simal faible L du processus X et on a Lh = ph — g. D’ou les martingales F,
adaptées suivantes :

t

+ oo
1 KpE=E U e"Pg(X,)ds | 9”:] = e "h(X,) +f e Pg(X,ds
0 0
t

t
2 Ch = f ePdKPt = h(X,) — WX,) — j Lh(X)ds
0 0
Les martingales K¢ sont de carré intégrable et les martingales C" sont
localement de carré intégrable par rapport a P, pour toute loi initiale v.
On étend les formules (1) et (2) aux fonctions de L?(u) grace a un résul-
tat de [9] améliorant la formule classique de I’énergie qui permet d’établir
que :

o 2 1
E"(J e“’sqo(Xs)dS> <=llels
0 b

pour toute fonction ¢ de L? ().

t

I1 en résulte que le processus MP? = e” PR (X)) +J e Pp(Xy)ds qui
0

+ w
vaut E [j e Pp(X)ds | Z, ,:I est une (F, P,) martingale de carré intégrable
0
pour toute loi‘initiale v de densité bornée par rapport a u et une (F, P,) mar-

t
tingale de carré intégrable pour p-presque tout x. Soit M;ﬂzj ePdMP?.
Par intégration par parties on vérifie que : 0

M? = R,0(X)) — R,0(Xo) +L (¢ —pR, @)X )ds .

Drapres ce qui précede pour tout feR,, il existe e L2(yu), telle que
(I = R))I = f p, ps et donc le processus :

3) M = R,I(X) — RI(X,) + ftf(Xs)dS
0
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LIMITE CENTRALE POUR LES PROCESSUS DE MARKOV 47

est une (F, P,) martingale localement de carré intégrable pour toute loi
initiale v de densité bornée par rapport a u et une (F, P,) martingale loca-
lement de carré intégrable pour u-presque tout x. Le processus M7 jouit

en plus des propriétés suivantes [/0] :
— M est une fonctionnelle additive.

— On peut choisir une version du processus croissant { M/ > qui soit
une fonctionnelle additive.

Une conséquence immédiate de la deuxiéme propriété est que le processus

t T
e 2P(R,I(X))? + 2[ e 2P [RyI(pR, I + f)1(X,)ds —j e A (M s
0 o]
est une (F, P,) martingale pour toute loi initiale v de densité bornée par

rapport a p et une (F, P,) martingale pour p-presque tout x. En effet, le
2p-potentiel de la fonctionnelle additive

A =2 jt R PR+ NH))XJds — <M,

0

vaut (R;1(.))* (cf. [9]) d’ou le résultat. En faisant tendre p vers 0 on obtient
que le processus

(4) M/ = (R,I(X))* + 2£ [(Ry])f1(Xds — (M,

est une (F, P,) martingale pour toute loi initiale v de densité bornée par
rapport a p et une (F, P,) martingale pour u-presque tout x.

Remarquons que si f et [ sont bornées alors M7/ et M"/ sont des (F, P,)
martingales pour toute loi initiale v.

III. LES THEOREMES DE CONVERGENCE

II1.1 Théorémes de limite centrale fonctionnels.

Rappelons le résultat suivant di 4 Rebolledo [/4] (Q, 4, Q) étant un
espace de probabilité muni d’une filtration discréte G = (% )ren complete
pour Q. Soit M = { M(m); me N } une (G, Q) martingale telle que M(0)=0
et EM(m)?) < + oo pour tout meN. On pose &, = M(m) — M(m — 1)
pour m = 1. Si les hypothéses suivantes sont vérifiées.

Vol. XIX, n® 1-1983.



48 A. TOUATI

(i) pour tout ¢ > 0 et pour tout t > 0

1 [nt]
—z E{ & oo um| Go1} 72 0

n k=1
([nt] désigne la partie entiére de nt).
(ii) 1l existe une application A : R, — R, croissante continue telle
que A(0) = O et telle que pour tout te R, :

1
— (M ([ne) = A(t).

ntoo

Alors la suite de processus (M, : ne N), ou M,(t) = % M([nt]) converge
n
en loi vers une martingale gaussienne continue, centrée, de processus crois-
sant associé A.

Précisons que par convergence en loi d’une suite (Z,),.n de processus
continus a droite limités a gauche (cad-lag) vers un processus Z cad-lag, on
entend la convergence étroite des lois des processus (Z,) vers la loi du pro-
cessus Z au sens de la topologie de Skorokhod sur 'ensemble 9( [0, +o0[, R)

des fonctions cad-lag de R, dans R. On écrit en abrégé Z, —> Z.

Nous allons appliquer le théoréme de Rebolledo pour G = (%,),av»
M = (M]),.n avecfe R, et pour @ = P, (ou v est une loi initiale telle que M
soit une (G, P,) martingale de carré intégrale). D’ou la suite de martingales

vi o) |

qui sont manifestement adaptées aux tribus Z ;.

Etude des martingales M.
e Soient ¢ > 0 et t > 0. Pour tout réel a > 0, on a

1 [nt] 1 [nt]
m-— Y  E{ &l F < lim —Z B, { i a| i )
n2o [nt] Lg=1 l nro [nt] L =1 1o

Comme le processus X est récurrent, le membre de droite de cette iné-
galité tend vers E, { 31 s> } P,-presque sirement. Or E,(£7) est fini,
donc par le theoreme de convergence dominée on a

[nt]
n—+oo [nt] z {ékﬂ|§k|>efifk} ll_)IElC Eﬂ { 5§1}|51|>8a} =0 []J)v p.s.

[nt]
D’ou lim nz E, {&s>em) =0P, p.s.
k=1
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LIMITE CENTRALE POUR LES PROCESSUS DE MARKOV 49

ee On a aussi

[nt]
n_,wm<Mv>(["t])_ Ig [1]2 E(& | F-1)
E(¢}) = ,‘(<MV>(1))[FD p-s.

Or de la formule (4) on tire que
®) E (KM (1) = 2j(R11)f dp = — 2J(Ag)gdu

sif = Ag et sil est une solution de I’équation de Poisson associée a f. Il est
clair que les intégrales égales ci-dessus ne dépendent que de f et sont posi-
tives ou nulles on les notera C(f) dans la suite. Ainsi, donc

1
'1,1_% . (MY ([nt]) = C(f)t  P,-presque siirement.

D’ou la
ProOPOSITION 1. — Avec les notations précédentes
(@) Ms 2 /CW

(ii) Si on note MZ au lieu de M% (5, mesure de Dirac en x) on a
M7 — m C(f)W pour u-presque tout x.

(iii) M, — nm </ C(f)W pour toute loi initiale v ayant une densité bornée
par rapport a u et pour toute loi initiale v si fet I sont bornées, ou W est
le mouvement brownien standard sur R.

Les théorémes fonctionnels annoncés s’obtiennent en remarquant que :

[tn]+ 1
< RIX ) | + [ R1IU(X) | +j | f(Xs) | ds
[tn]

M/([tn]) — L S (X)ds

et en utilisant le lemme

LEMME. — Soit ¢ € L?( ) alors

@ jl—,ﬁ}; n 2 eX,)| =0F, p.s.
n+1
(i) ;1@ n‘”zj | (X,)|ds =0 P, p.s

Vol. XIX, n° 1-1983.



50 A. TOUATI

Démonstration du lemme :
(i) Pour tout réel a > O on a

Zpu{n_”zlw(xn)l >a})= Epu{wz(xn)> na® }

n>0 n>0
1 )
= Z,u{(p2 > na*} < —ijcpzdu.
n>0

Donc par le lemme de Borel-Cantelli lim n™'?|¢(X,)| =0 B,p.s..
(i) De méme

n+1 n+
Z[P’u{n‘”zj‘ ]¢(X5)|ds>a}<zpu{J 1(pz(Xs)ds>naz}
n>0 " n>0 "

|t 1 ! 1
= Z[Fﬁu{j 93 (X)ds > na* } < —ZE,‘J @*(X)ds = 7J¢2dy < +00.
0 a 0 a
0

n>
n+1

Donc lim n“”zj [@(X,)|ds = 0 et le lemme est établi.

n

Le lemme précédent montre que :

Sup

s<t

n~V2M/ ([nt]) — n—1/2j J(X)ds | 72 0 Pp.s,
[0

n
mais si / et f sont bornées ce résultat est trivial et a lieu sous P, pour toute
loi initiale v. En conclusion les suites de processus

M, = {Q, 7,P,; (ﬁ Mf([tn])>t20 }

1 tn
A:’f = {Q, 9'9 H:Dv > <—‘ f(XS)dS> }
ﬁ 0 t=20

(on note Mj et A/ pour M* et A/ quand v = §, = masse de Dirac).
sont contigues au sens de [/4] dans les conditions suivantes :

1° v a une densité bornée par rapport a u et (fe R, ou fe L3(p) si Ry
vérifie la condition de Doeblin).

2° v = §, et (feR, ou felL3(y) si R, vérifie la condition Doeblin) pour
p-presque tout x.

3° v quelconque et fet | bornées.

et

Elles convergent donc vers le méme processus limite. Dot les théorémes :

Annales de I’ Institut Henri Poincaré-Section B



LIMITE CENTRALE POUR LES PROCESSUS DE MARKOV 51

THEOREME 1. — X = {Q, Z, (% )50, (P)xer ; Xoher, | €St Un processus
de Markov droit a valeurs dans un espace localement compact a base
dénombrable E ; (#,),>, désigne sa filtration naturelle convenablement
complétée et rendue continue a droite. On suppose que le processus X est
récurrent Harris positif de probabilité invariante . Pour toute fonction f

appartenant a I'image du générateur infinitésimal sur L%(ux) de X, et
pour toute loi initiale v soit (A)”) la suite des processus

1 tn
Q7 P,; — X)d
| ﬁjof( s |

alors
(i) Siv=29,
A Z 772~/ C(f)W-p-presque sirement

(ii) Si v a une densité bornée par rapport 4 p

A L (W

nToo

ou W est le mouvement brownien standard sur R et ot C(f) est la constante
définie dans III.1 par la formule (5).

THEOREME 2. — Les hypothéses et les notations sont celles du théoréme
précédent ; si de plus le noyau R, de la résolvante de X vérifie la condition
de Doeblin alors pour toute fonction f'e L2(p) et d’intégrale nulle

(i) A 2 72 V/Cf)W p-presque stirement
(i1) Al 3 VONOW

pour toute loi initiale v de densité bornée par rapport a pu.

THEOREME 3. — Les notations et les hypothéses sont celles du théo-
réme 1. Pour toute variable aléatoire f appartenant a 'image du généra-
teur faible de X on a :

AL n—ﬁg JC(fYW  pour toute loi initiale v.

Mais si f est une variable aléatoire bornée d'intégrale nulle et telle que
| f| soit spéciale, il existe une variable aléatoire bornée [ telle que (I —R)/=f
partout sur E (cf. [/1]). On vérifie aisément a I'aide de ’équation résolvante,
qu'une telle fonction appartient & Iimage du générateur faible. D’ou le

COROLLAIRE. — Pour toute variable aléatoire f bornée d’intégrale nulle

Vol. XIX, n° 1-1983.



52 A. TOUATI

et telle que | f| soit spéciale A}/ n% ~/C(f)W pour toute loi initiale v.

Quelques remarques d propos des théorémes précédents.

1) SiEestcompact etsile processus X est irréductible alors X est récurrent
positif [16]. Si de plus p est d’intérieur non vide alors R, vérifie la condi-
tion de Doeblin [4]. Dans ces conditions les théorémes 1 et 2 donnent les
mémes résultats.

2) Si R, vérifie la condition de Doeblin alors toute fonction bornée est
spéciale [/5]; le Corollaire du théoréme 3 devient donc un Corollaire
du théoréme 2.

3) Sile noyau R; est fellerien et le support de u est d’intérieur non vide,
toute fonction bornée a support compact est spéciale (cf. [11], [13], [15]).
Le Corollaire du théoréme 3 s’applique donc aux fonctions continues a
support compact et d’intégrale nulle. Cette classe de fonctions est dense
dans L3(p). A

4) On peut donner une version multidimensionnelle du théoréeme 1 :

q

supposons que fi, fs, . . ., f; appartiennent a R,, alors zai fie R, pour

i=1
q

tout g-uplet (a;, a,, . . ., a,) ; en appliquant le théoréme 1 a Z a;f;sous P,
i=1

pour toute loi initiale v de densité bornée par rapport a p et sous P, p-presque

siirement, on en déduit aisément que le processus g-dimensionnel

1 nt
— Xds;i=1,...
<ﬁ Of;( S)Sﬂl 15 ’q>

converge en loi vers une martingale gaussienne g-dimensionnelle centrée
de processus croissant associé C-t ou C est la matrice ¢ x g d’élément

générique C;; = — < j (Agi)gjd,u—kj(Agj)gidy) si f; = Ag; pour i=1, ..., q.

III.2. Un théoréme non fonctionnel.

THEOREME 4. — Sous les mémes hypothéses que le théoréme 1, pour toute
. . , 1 (*
fonction appartenant a I'image du générateur fort de X, 7J f(X)ds
t Jo

converge en loi quand ¢ tend vers + co vers une variable aléatoire normale
de moyenne nulle et de variance C(f) sous P, pour u-presque tout x et
sous P, pour toute loi initiale v de densité bornée par rapport a pu.

Annales de I'Institut Henri Poincaré-Section B



LIMITE CENTRALE POUR LES PROCESSUS DE MARKOV 53

Démonstration.— D’aprés la proposition onan 2R I(X,)+n"17? J f(Xds
0
converge en loi quand n tend vers + oo vers la loi normale N(0, C(f)).

_ 1 n
Mais d’aprés le (ii) du lemme lim n Y2 RIX,) | = 0; ——j F(Xyds

Jndo

converge aussi vers N(0, C(f)). Remarquons maintenant que :

1 " 1 el 1
— | Sxads ——— | fxya =—J
\/ij; * 1/[t]0f( s \/;m

1 1 ) u
+|——— f(Xds
<\/E [t} Jo
1 [11+1
<—j{ | f(XJ)]ds

t Jin

t

JS(X)ds

1 ( : r} )
+— (= | 1(X)1ds
NOAWVITIR

Le deuxié¢me terme du membre de droite de cette derniére inégalité tend
vers 0 quand ¢ tend vers l'infini P,-presque sirement pour tout x e E. Le
premier terme aussi par le ii) du lemme. D’ou le théoréme.

Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer des théorémes non fonction-
nels analogues aux théorémes 2 et 3 et un théoréme non fonctionnel multi-
dimensionnel (remarque 4 de III.1).

Dans le paragraphe suivant on donne deux cas ou C(f) > 0. On trouve
dans [8] un exemple de chaine ou C(f) = 0.

II1.3. Deux cas ou C(f) est strictement positif.

PROPOSITION. — Supposons que la mesure R;(x,.) soit équivalente & u
pour tout x appartenant & E. Alors pour toute variable aléatoire f sur E
bornée et d’intégrale nulle et telle qu'une solution | de I’équation de Pois-
sonassociée (I — R )l = fu, p.s.soit bornée ona C(f) = Oentraine que f=0.

Démonstration. — Soit h = R,I. On remarque d’abord que si f n’est pas
nulle sur E, la fonction h est bornée et n’est pas constante sur E. Car si
h est constante sur E la fonction [ sera constante et donc f'sera nulle ce qui
n’est pas le cas.

Supposons maintenant que f # 0 et C(f) = 0; alors le processus crois-

T
sant < MY 3, associé a la martingale M/ = h(X,)— h(X,) + J f(Xyds est nul
0

Vol. XIX, n° 1-1983.



54 A. TOUATI

sur [0, + o[, P,-presque sGrement, car I'application t — E (< p/ >,) est
linéaire. Par conséquent la martingale M7 est aussi nulle P, p. s. sur cet

intervalle. Ainsi f f(Xyds = h(Xo) — W(X,) P, p. s. pour tout t > 0. Mais
0

on a aussi pour tout p > 0
3
J e"P(ph + f)Xg)ds = h(Xo) — e "*h(X))
0

Ces deux relations entrainent que h(X,) — h(Xy) =0 P, p. s. Comme h
n’est pas constante sur E, il existe deux réels « et f§ avec « < f tels que
siA={h<a}etB={h>f}onait y(A) > 0 et y(B) > 0. En choisis-
sant une densité strictement positive et bimesurable de R (x,.) par rap-
port a u et en utilisant la chaine de transition R, associée a X (cf. [5]) on
vérifie que P(X,eB, X,eA) > 0 ce qui contredit le fait que h(X,) —h(Xy)=0
P, p.s. Donc sif# 0 on a C(f) > O et la proposition est établie.

Donnons un cadre ou la proposition précédente s’applique [3]. On
suppose que le processus X vérifie 'hypothése (L) et qu’il admet un état
finement récurrent x,. En prenant pour E la classe conservative contenant
Xo, on sait qu’il existe une mesure positive g-finie u portée par E et inva-
riante par le semi-groupe tel que le processus restreint soit Harris récurrent
par rapport a cette mesure. De plus R(x,.) est équivalente & u pour tout
p > 0 et tout x € E. Donc la proposition précédente s’applique a ce cadre
si 'on suppose de plus que la mesure p est bornée.

Si le semi-groupe P, est symétrique, sur L%(u), c’est-a-dire :

j Po)pdu = J(/)(Pt!//)du @, Y e L2(p)
En introduisant le semi-groupe (Q,) définie par :

Q = f " pungds)
0

t
ot myds) = 7 exp (— t*/4s)s~3/%ds : m(ds) forment un semi-groupe de
n
convolution stable d’ordre 1/2.
On démontre (cf. [9]) que si ge D, alors g appartient au domaine Dy
du générateur fort sur L*(u) de Q, et on a B2g= —Ag et que
f— (Ag)gdu = || Bg |I* = 1/2C(Ag).
Donc C(Ag) > 0sig # 0.
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Dans le cas ot E = R”, on peut donner comme exempie de semi-groupes
symétriques, les semi-groupes de convolution symétriques autour de l'ori-
gine. Dans ce cas X est un processus a accroissements indépendants et
stationnaires nul en 0 ; et la chaine de transition R, qui lui est associée
est une marche aléatoire [5]. Les marches aléatoires récurrentes au sens
de Harris sont étudiées dans [/5]. Un autre exemple de processus a semi-
groupes symétriques est fourni par les processus de sauts symétriques
construits a partir de noyaux markoviens symétriques. Mais si X est un
processus de sauts construit a partir d’un noyau I on sait [cf. [/2]] que
X est Harris récurrent si et seulement si la chaine canonique de transi-
tion IT associée a X est Harris récurrente.
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